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MATHÉMATIQUES. 


SUR  LA  DÉFIMTIO.\  DES  MASSES  ET  DES  FORCES  (M; 
Par  m.  VASCHY. 


I.     —     PaiIVCIPÉS    FONDAMENTAUX    ACTUELS 

DE  LA  Dynamique. 

Dans  reiiseignement  actuel  de  la  Mécanique  ration- 
nelle, la  Dynamique  est  fondée  sur  les  principes  sui- 
vants : 

i"  Principe  de  l'inertie; 

2°  Principe  de  l'indépendance  du  mouvement  acquis 
et  des  effets  simultanés  des  forces; 

3°  I^rincipe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

L'énoncé  de  ces  principes  n'est  précédé  d'aucune  dé- 
finition précise  de  la  force.  En  réalité,  ce  sont  ces  prin- 
cipes mêmes  qui,  traduits  sous  une  forme  mathéma- 
tique, lui  servent  purement  et  simplement  de  définition. 

Cette  manière  d'introduire  la  notion  de  force  a  priori 
nous  semble  olfrir  le   danger   de  suggérer  aux  élèves 


(')  M.  Fouret,  à  qui  j'ai  montré  celte  Note,  m'a  dit  que,  dans  une 
Communication  orale  faite  il  y  a  quelques  années  à  la  Société  phi- 
lomatliique,  il  a  émis  des  idées  analogues  à  celles  que  je  présente. 
N'ayant  point  l'intention  de  reprendre  celte  question  actuellement, 
il  m'a  engagé  à  l'exposer  moi-même  aux  lecteurs  des  Nouvelles 
Annales. 


(  6) 
l'idée  que  ce  que  l'on  dëlinit,  c'est  la  cause  réelle  du 
niouvenieiil  dont  l'étude  au  contraire  n'intéresse  nulle- 
ment la  Mécanique  rationnelle.  Mais  un  autre  inconvé- 
nient bien  plus  grave  est  la  lacune  que  nous  allons  si- 
gnaler et  qui  existe  dans  les  meilleurs  traités. 

Tout  ce  que  l'on  déduit  des  deux  premiers  principes 
se  résume  dans  la  délinition  de  la  force /qui  imprime 
une  accélération  w  à  un  point  matéiiel  A,  toujours  le 
même;  on  a,  en  grandeur  et  en  direction,  l'égalité 

f  =  m  (V , 

le  coefficient  m  étant  choisi  arbitrairement  une  fois 
pour  toutes.  Pour  définir  la  force  J'  qui  imprime  à  un 
autre  point  A'  une  accélération  tv',  on  écrirait  de  même 

/'  =  m' w' , 

m'  désignant  un  nouveau  coefficient  aussi  arbitraire 
que  m.  Tant  qu'on  s'en  tient  aux  deux  premieis  prin- 
cipes, les  coefficients  m  et  m'  étant  arbitraires,  le  rap- 
port des  deux  forces  précédentes  f  ^\.f'  n' a.  donc  aucun 
sens. 

Pour  définir  par  la  formule 

f         m    w 

/"         ni   w' 

le  rapport  des  masses  m  et  ///  des  points  A  et  A',  comme 
on  le  fait  ordinairement,  il  serait  donc  nécessaire  de 
définir  préalablement  le  rapport  des  deux  forcesyet/"', 
appliquées  à  deux  points  matériels  différents,  avec 
autant  de  précision  que  l'on  en  a  mis  à  définir  le  rap- 
port de  deux  forces  appliquées  à  un  même  point.  C  est 
ce  que  l'on  ne  fait  pas  ;  on  suppose  sans  doute  iniplici- 

temenl.    sans  aucune  explication,  que  le  rapport  -r,  ci- 


(  7  ) 
dessus  est  bien  défini  en  lui-même,  ce  qui  est  iusufli- 
sant. 

Cette  lacuue,  il  est  vrai,  se  trouve  comblée  plus  tard, 
dans  l'élude  des  systèmes  de  points  matériels,  par  cela 
même  que  l'on  invoque  1(?  principe  de  l'égalité  de  l'ac- 
tion et  de  la  réaclion.  Elle  n'en  subsiste  pas  moins,  au 
début,  dans  la  délinitioii  des  iorces  et  des  masses;  et, 
pour  la  faire  disparaître,  il  y  auiait  lieu  de  modifier 
l'exposé  des  principes  de  la  Dynamique. 

Nous  nous  proposons  de  montriir  qu'il  serait  bien 
plus  natui'cl  de  commencer  par  définir  la  notion  de 
masse,  qui  nous  est  fournie  par  l'expérience  d'une  ma- 
nière très  nette.  La  définition  de  la  force  ne  soulèverait 
ensuite  aucune  difficulté. 

II.   —   Loi   DE  Newtox. 

Rappelons  d'abord  les  résultats  d'une  étude  plus  im- 
portante que  l'on  fait  généralement  comme  application 
de  la  Cinématique.  On  sait  comment  iSewlon  a  déduit 
des  lois  approchées  de  Kepler  cette  conséquence  que 
l'accélération  w  d'une  planète  est  dirigée  vers  le  centre 
du  Soleil,  et  est  inversement  proportionnelle  au  carré 
de  sa  distance  /■  à  ce  centre  : 

M 

<i'  =  ■ —  ■ 
r- 

La  constante  M  a  la  même   valeur   pour   toutes  les  pla- 
nètes. 

Attribuant  cette  action  à  la  présence  du  Soleil, 
Newton  a  été  conduit  à  généraliser  la  loi  précédente  et 
à  admettre  que  la  présence  de  chaque  planète  P(  a  pour 
effet  de  contribuer  à  l'accélération  d'une  autre  planète 
quelconque   P._,  par   une  composante  ivo,  dirigée  de  Po 


(8) 

vers  P,  et  ayant  une  grandeur  égale  à  -^;  /^o  désigne 

Ja  distance  de  Po  à  P, ,  et  m,  un  coefficient  qui  dépend  de 
la  planète  influençante  P,,  mais  non  de  la  planète  in- 
fluencée Po.  Pour  la  même  raison,  P,  doit  subir,  sous 

l'influence  dePo,  une  accélération  w,  2  opposée  à  la  pré- 
cédente et  éffale  à  —r^  • 

12 

Cette  loi  a  subi  l'épreuve  de  nombreuses  vérifications 
expérimentales,  consistant  à  comparer  les  résultats  de 
la  théojie  fondée  sur  elle  aux  l'ésultats  de  l'observation 
du  mouvement  des  astres;  et  on  la  considère  comme 
parfaitement  établie. 

Des  formules  de  w,2  etde  Woi,  on  déduit 


ou  bien,  en  tenant  compte  des  sens  opposés  des  deux 
accélérations,  et  désignant  par  la  notation  w  une  accé- 
lération considérée  comme  vecteur 

//iia'i2-T-  m^iv-ii  =  o. 

Ce  résultat,  indépendant  de  la  loi  de  l'inverse  du 
carré  de  la  distance,  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  L'accélé- 
ration d'une  planète  P|  sous  l'action  d'une  planète  Po, 
et  l'accélération  de  Po  sous  l'action  de  P,  sont  dirigées 
suivant  la  même  dioite  en  sens  opposés;  eu  outre,  elles 

ont  entre  elles  un  rapport  constant  — -'  ?  qui  est  1  inverse 

du  rapport  des  coefficients  d^influence  de  P,  et  de  Po.  » 
Cette  loi  astronomique  a  été  étendue  par  Nevs'ton  à 
l'action  réciproque  de  deux  corps  quelconques  agissant 
l'un  sur  lautre,  soit  à  distance  (cas  de  deux  astres), 
soit  an  contact  (cas  de  deux  corps  liés  l'un  à  l'autre,  ras 


(9  ) 
de  deux   corps  qui  se  clioquent).  Elle  n'a  jamais   été 
mise  eu  défaut  et  paraît  être  d'une  rigueur  absolue. 

Ces  résultats  étant  acquis,  il  suffira,  pour  entrer  dans 
le  domaine  de  la  Dvnamique,  de  poser  le  principe  et 
les  définitions  qui  suivent. 

\\[.     PlUIVCIPE    FO:\nAMENTAL    ET    DÉFIJVITIOKS 

DE  LA.  Dynamique. 

On  admet,  comme  principe  fondamental  de  la  Dyna- 
mique, la  loi  de  Newton  qui,  dans  le  cas  d'un  couple 
de  deux  points  matériels,  s'énonce  de  la  manière  sui- 
vante : 

Si  un  point  matériel  A(  acquiert^  sous  l'action  d'un 
point  Ao,  une  accélération  W\2i  réciproquement  Aj  ac- 
quiert,  sous  l'action  de  A),  U7ie  accélération  W2\  '•,  ces 
deux  accélérations  sont  opposées  suivant  une  même 
droite  [joignant  A,  et  A.2)  et  liées  par  la  relation 

(i)  /«i  a'12-t- motVîi  =  o, 

Tn^  et  m.2  désignant  deux  coefficients  d' influence  pro- 
pres aux  points  A,  et  Ao  respectivement. 

Définition  des  masses.  —  Ainsi  les  divers  points  ma- 
tériels A,,  Ao,  A3,  .  .  .  ont  des  coefficients  propres  m^, 
mo,  /«a,  .  .  . ,  dont  les  rapports  deux  à  deux  sont  par- 
faitement déterminés  en  vertu  de  celte  loi,  l'un  deux, 
m,i  par  exemple,  pouvant  être  choisi  arbitrairement. 
On  donne  à  ces  coefficients  le  nom  de  masses.  Les 
masses  des  divers  points  matériels  sont  donc  leurs  coef- 
ficients d'influence  respectifs  au  point  de  vue  des  actiojis 
qu'ils  exercent  sur  d'autres  points  matériels. 

L  application  directe  du  principe  de  Newton,  résumé 


(  lo  ) 
par  la  formule  (i),  ne  saurait  fournir  un  procédé  pra- 
tique de  comparaison  des  niasses  entre  elles  (sauf  en 
Astronoinfe).  Mais  ce  principe,  qui  est  la  base  de  la 
théorie  des  systèmes  de  points  matériels  soumis  à  des 
liaisons,  notamment  de  la  statique  et  de  la  dynamique 
des  corps  solides,  permet  d'établir  les  propriétés  des 
instruments  destinés  à  la  mesure  des  poids  ou  des  masses 
(levier,  etc). 

Dèfinilloii  des  forces.  —  Définissons  maintenant  la 
grandeur  et  la  direction  d'une  force  /,  qui  imprime  une 
accélération  tv  à  un  point  matériel  A  de  masse  /;/,  par 
la  formule 

f  =.  m  w . 

On  pourra  alors  exprimer  la  relation  (i)  en  disant 
que  la  jorce  ni^  \.v^<^  t=z  f^^  exercée  par  le  point  maté- 
riel A^  sur  le  point  Ai  est  égale  et  opposée  à  la  force 
moiv.2\  =f-2\  exercée  par  le  jtoint  A|  sur  le  point  Ao* 
C'est  là  l'énoncé  ordinaire  du  principe  de  l'égalité  de 
Faction  et  de  la  réaction. 


RIvMAROLE  Slll  LA  SIRFACE  DO\T  FOIS  LES  POIXTS 
SOXT  DES  OMBILICS; 

Par    m.    g.    BOURLET, 
Docteur  es  Sciences  mathématiques. 


En  désignant,  comme  de  coutume,  par  /^,  q,  r,  s,  t\es 
dérivées  partielles  de  la  fonction  z  de  x  et  y,  on  sait  que 
la  surface  dont  tous  les  j)oints  sont  des  ombilics  satis- 


(  >»  ) 

fait  le  système  d'tMjualioiis  siimillaixëos 


On  démonlr(;,  ordinairement,  que  la  sphère  est  la 
seule  surface  vérifiant  ce  système  par  un  procédé  très 
simple  mais  peu  naturel  (l'oir,  par  exemple,  le  Cours 
de  Serret).  Il  est  facile  de  voir  que  cette  proposition 
importante  s'établit  directement  sans  difticulté  en  s'ap- 
puyant  sur  une  propriété  générale  des  systèmes  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles  simultanées  que  j'ai  établie 
ailleurs.  J'ai  montré  en  ellel  {\o\v  Annales  scientifiques 
de  l'Ecole  Normale  supérieure,  1891,  Supp.  )  que 
lorsque,  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles, on  peut  tirer,  par  dérivations,  toutes  les  dérivées 
d'un  certain  ordre  de  la  fonction  inconnue  en  fonction 
des  dérivées  d'ordre  inférieur,  l'intégrale  générale  de  ce 
système  ne  contient  qu'un  nombre  /t/u'  de  constantes 
arbitraires  dont  on  peut  déterminer  le  nombre  à  l'avance 
et  que,  de  plus,  on  peut  ramener  l'intégration  de  ce  sys- 
tème à  l'intégration  d'un  système  d'équations  ditféren- 
tielles  ordinaires.  Or,  si  l'on  écrit  le  système  (i)  sous  la 
lornie  équivalente 


(^) 


ou  eu   tire,  facilement,   par  dérivations,   et  en  tenant 
compte  de  la  condition 

ôj-        as 
Oy        dx 

toutes  les  dérivées  du  troisième  ordre  de  z  en  fonction 


/• 

= 

t. 

5 

= 

P(l 

t, 
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de  /;,  q  fîl  t  : 

d^z        <Jr         op(i-r-p- 


dx^         dx  (  I  -T-  q^  )2 


t-, 


d^z  dr         ds   q  -î-  i  qp^    , 

dx^dy        dy        dx         {\-i-q'^)- 

d^  z     _  ^^  _  (^f  _  P  ~^^  P^'    ■■, 


dxdy'^        dy        dx         {i-^q'^Y 
à^z  _  dl   _      3q 

C^la  nous  prouve,  d'après  les  propositions  ([ue  j'ai 
rappelées,  que  l'intégrale  générale  du  système  (i)  ou 
(a)  ne  dépend  que  d'un  nombre  Jlni  de  constantes  arbi- 
traires et  le  nombre  de  ces  constantes  est  quatre,  car  on 
peut  prendre,  arbitrairement,  les  valeurs  initiales  de  z^ 
/?,  q  et  t.  Or  la  sphère 

z  =  c-\-  /K^  —  (x  —  ay^  —  (y  —  b)^ 

est,  manifestement,  une  surface  répondant  à  la  question, 
qui  contient  quatre  constantes  arbitraires  «,  b,  c  et  Tl  ; 
donc  c'est  la  seule. 

Remarque.  —  En  suivant  la  marche  que  j'ai  indiquée 
(^loc.  cit.)^  on  voit  qu'on  est  ramené  à  intégrer  le  système 
complètement  intègrahle  suivant  : 

/   dz  dz 

dx        ' 


(3, 


dx 
dx 


\    dx   ~  -    ~        •  .       — 


I  -+-  p- 

,  /, 

\-r-q' 

pq 

,t, 

l-^q' 

iP-^^- 

pq- 

'^y 

■  7' 

dp 

^y 

l-^q^ 

dq  _ 
dy 

f, 

dt 

3qr- 

'Jy 

l-^q- 

qui  donne  r,  p.  q  et  t.  r  et  5  sont  fournis,  ensuite,  pc 


(   '3  ) 
les  relations  (■>.).  Eu  faisant  le  changement  de  variables 
(le  Du  Rois-Reymond 

X  =  u,      y  =  uv, 

on  est  ramené  à  intégrer  le  système  d'équations  difTé- 
rentielies  ordinaires 


dz 


(4) 


àp  _   i  ~\-  p^  -^  pqv 

du  ~~  I  -i-  q- 

Oq  _  pq  -^(i-+-  q'^)v  ^ 

du  i  -h  q^ 

Ot_  _  />^3ypy2-f-3(i4-7^)yt'  ^j 

du  ~   "  (1  -^q^y^ 


où  u  est  la  variable  et  v  un  paramètre  arbitraire.  L'in- 
tégrale générale  de  ce  système  (4)  est,  alors. 


P 


c  -4-  </R'^  —  {u  —  a)-  —  { uv  —  b  )2, 

—ju  —  o) 

/R2  —  {u  —  af  —  {uv  —  b)'^ 


(5)  {^^  -(ui^-b) 


t  = 


v/R2  — (m— a)2  — (M(^  — 6)î 
(«  — ct)^  — R2 

[R2  —  {u  —  a)"-  —  {uv  —  byf 


où  a,  Z>,  c,  R  sont  qualre  constantes  d'intégration. 

En  remontant  aux  anciennes  variables  x  et  j^  on 
trouve  bien  pour  z 


z  =  c  +  ^R-'  —  ix  —  a)-'  —  (.r  — 6)2; 
ce  qui  donne  la  sphère. 


(  i4  ) 


\OTE  ÉCLAIRCISSA^T  LA  DÉFIMTIO\ 
DES  FOXCTIOXS  ELLIPTIOllES  D  APRÈS  G.  H.  IIALPHE\  C); 

Par  m.  Vladimir  VARIGAK. 
Professeur  à  l'Élcole  réale,  à  Osijek  (Esseg),  en  Croatie. 


1.  La  représentation  des  arguments  des  fonelions  el- 
liptiques par  les  arcs  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  ou  de 
certaines  autres  courbes  est  bien  connue,  mais  on  peut 
les  représenter  aussi  par  les  secteurs  d'une  courbe  dont 
la  génération  est,  d'après  Halphen,  la  suivante  :  soient 
un  cercle  et  un   point  C  intérieur  à    ce  cercle.  Par  le 


point  C,  on  mène  la  corde  iMM'  du  cercle  et  l'on  porte 
sur  elle  à  partir  du  point  C^,  de  part  et  d'autre,  une  lon- 
gueur inversement  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
de  la  corde,  c'esl-à-dire  on  fait 


y     iviM' 


C)   Traité  des  fonctions  elliptiques.  Paris,  iS86,  t.  I,  p.  i. 


(  '5  ) 

(^uaiid  on  cHeclue  cela  sur  chaque  corde  cju'on  peut 
faire  passer  par  le  point  C,  ou  obtient  la  courbe  en  ques- 
tion, couiuie  le  lieu  des  extrémités  des  rayons  vecteurs 
ainsi  obtenus.  Dans  l'expression  précédente,  R  est  le 
rayon  du  cercle,  o  la  distance  du  point  C  au  centre  de 
ce  cercle  et /une  longueur  arbitraire  qui  n'afïecte  pas  la 
nature  de  la  courbe.  Pour  fixer  les  idées,  on  peut  prendre 
le  rayon  du  cercle  pour  unité  linéaire  et  l'on  a  alors 


(I)  GN  =  ^R 


■2R(R-f-oj 
MAI' 


La  valeur  de  la  fraction  sous  le  signe  du  radical  peut 
être  construite  comme  la  quatrième  proportionnelle  à 
trois  droites  et  l'on  obtient  enfin  CX  comme  la  moyenne 
géométrique.  Par  ce  procédé,  on  obtiendrait  une  courbe 
convexe,  de  symétrie  bilatérale.  C'est  une  courbe  du 
(juatrième  degré,  dont  nous   allons  trouver  l'équation. 

2.  Soil  C  l'origine  des  coordonnées.  Les  abscisses  des 
points  M  et  M',  dans  lesquelles  la  corde  >•  =  «.r  coupe  le 
cercle 

sont  données  par  l'équation 

oilrv/R-(  !-!-«*;— «232 

^1.2=   5 • 

I  +  a- 

En  posant  a  =  arc  tanga  on  a,  pour  les  segments  CM 
et  CM'  de  la  corde  MM', 

CM  =  Xi  séc  a  =  3^1  ^1  -i-  a-, 


CM'  ='X2  séc(-  -;-  a)  =  —  To\/i  -h  a-, 


CM  = 


CM'  =  —  ^-v^f^'(i  +  «''-  a- 


(  I<^  ) 

Si  l'on  additionne  ces  deux  expressions,  on  a 


MM 
ou 


V  \  -^  a- 

MM'  =  1  /R2— o2  sin2a. 


Après  avoir  déterminé   la  longueur  de  la  corde  MM', 
on  a  pour  le  rayon  vecteur 


Vts 


CN  =  "      '  «-*-« 


2— 32sin2a 


Posons  CN=rp,    il    s'ensuit    l'équation  polaire   de   la 
courbe  (G), 

/R2_8îsin2a 
ou,  dans  le  système  des  coordonnées  rectangulaires, 

(3)  (x2-f-^2)2--^(:r2-f.X2)_^2^R4^,+  ^y. 

3.  Dans  l'Ouvrage  déjà  cité  d(»  Halplien,  on  désigne 
par  II  le  rapport  de  l'aire  d'un  secteur  de  la  courbe  (G) 
au  carré  /^  resp.  R-.  Elïéctuant  la  quadrature  de  la 
courbe  dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  on  a, 
pour  la  mesure  du  double  secteur. 


(4  )  11  =  1  f 


\/R^—o^  sin2 


La  valeur  de  cette  intégrale  dépend  de  la  limite  supé- 
rieure; Il  et  a  sont  fonctions  l'un  de  l'autre  :  a  est 
l'ampliiude  de  //.  Halphen  nomme  ainsi  uu  autre  angle, 
mais  nous  croyons  que  la  dépendance  de  ces  deux  gran- 
deurs est  pins  directe.  Nous  avons  pris  d'ailleurs  pour  z/ 


(  '7) 
la  mesure  de  l'aire  du  double  secteur,   parce  que  cela 
répoud  à  la  délînitiou  de  rargunient  des  fonctions  cir- 
culaires et  hyperboliques,  dans  le  système  absolu. 

Le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  y.,  ou  de  l'amplitude 
de  u  sont  les  fonctions  elliptiques  principales.  Géomé- 
triquement on  les  peut  représenter  par  l'ordonnée  et 
l'abscisse  du  point  X  situé  sur  la  courbe  (C)  et  dont 
le  rayon  vecteur  fait  langle  a  avec  l'axe  des  x. 

4.  Quant  au  module,  Halphen  le  représente  par 
l'excentricité  de  la  courbe  (C),  et  dit  que  sa  valeur 
numérique  est 

_  2v/R^ 

Mais  on  chercherait  en  vain  la  déduction  de  cette 
formule  selon  la  définition  citée.  En  effet,  par  l'excen- 
tricité de  la  courbe  (C)  on  ne  peut  entendre  autre 
chose  que  le  rapport  S  :  R  et  c'est  précisément  le  mo- 
dule qu'on  doit  supposer  renfermé  dans  les  expres- 
sions sua  et  en  u  quand  u  est  donné  par  (4).  Du  reste, 
il   est  facile   de  ramener  ces   modules    l'uu  à  l'autre. 

INlodule  ^  est  le  premier  et  ^—j  le  second  terme  dans 

l'échelle  des  modules,  qui  sont  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion connue 


ki-^,  = 


ki 


On  voit  donc  que  le  module  cité  par  Halphen  est  dé- 
duit du  module  primitif  ~,  qui  correspond  à  l'excen- 
tricité de  la  courbe  (G). 

Le  changement  du  module  entraine  nécessairement 
le  changement  de  l'amplitude  d'une  manière  bien  con- 

Ann.de  Mathéniat.,  3'série,  t.  XIV.  (Janvier  iSgS.)  2 
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nue  (').  L'équation  (4)  peut  être  écrite 

2(R+0)  Z-»^  doL 


et  elle  prend,  (juaiid  ou  change  convenablement  ('  )  le 
module  et  l'amplitude,  la  forme  nouvelle 


Il  =  /  — 

J^     /i  -  A-2  sin 


où  k  signifie  le  module  de  Halphen  ^ — ^'  Le  résultat 

obtenu  établit  l'harmonie  parfaite  entre  le  procédé  de 
Halphen  et  celui  des  autres  géomètres. 

o.  Pour  les  arguments  purement  imaginaires,  on  peut 
établir  une  représentation  géométrique  analogue, 

La  conjuguée  imaginaire  (C)  à  abscisses  réelles  de  la 
courbe  (C)  est 

Cette  équation  'se  déduit  de  (  3  )  en  y  remplaçant  y  par 

y  y/ — I.  On  peut  la  réduire,  au  moyen  des   fonctions 
hyperboliques,  à  la  forme 

R2(R4-ô) 


(5) 


y/R2^_g2sh2, 


en  posant  x  :=  p  ch  a,  j  =  p  sh  a.  L'équation  (2)  se  trans- 
forme aussi  en  (5)  par  la  substitution  de  ay/ — i  à  a, 
et  c'est,  comme  l'on  sait,  la  manière  de  trouver  la  con- 
juguée imaginaire  de  la  courbe  réelle,  quand  son  équa- 


(')  Voir   J.-A.  Serret,  Cours  de  Calcul  différentiel,  etc.,  li 
t.  II,  p.  245. 
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lion  est  donnée  en  coordonnées  polaires  (').  Par  les 
secteurs  de  cette  courbe,  qui  a  le  type  d'une  hyper- 
bole, seront  représentés  les  arguments  imaginaires  des 
fonctions  elliptiques.  On  a  pour  la  mesure  du  double 
secteur,  qui  est  limité  par  le  rayon  vecteur  tracé  sous 
l'angle  a,  l'arc  de  la  courbe  (C)  et  l'axe  des  x, 


(  R  -!-  0  )  ^a 
X      V 
Evidemment  il  est 


et,  comme  slii'a  =  i  sina, 

r'""     (K-^o)doL      _  .    r""      (R  +  o)</a 
j^       v/R--t-ô2sh-''ot  J^      \/R2  —  o2  sin^a' 

c'est-à-dire 

ftm  iu'  =  iamM 
et  réciproquement 

tam  ii'  =  am  m. 

Avec  l'argument  imaginaire,  il  faut  lier  le  module 
complémentaire.  Pour  la  troisième  fonction  elliptique, 
on  a 

àniu'  —  v/R2-i-  o2  sh^a  =  \/K^-{-  S^  tan  g- «a 

^/R2_(R2_32^sin2ta 

=  ; y 

cosia 
ou 

,     .    ,        d  n  ;/  ' 

an  m  =   , 

en  u 

ï'a  étant  amw'. 

Il  faut  se  rappeler  encore  les  relations  qui    existent 
entre  les  fonctions  hyperboliques  et  circulaires,  et  l'on 

(')   Voir  M.  Marie,   Théorie  des  /onctions  de  variables  imagi- 
naires, t.  I,  p.  268,  Paris,  187!). 


(   ^o   ) 
pourra  aussitôt  écrire  les  équations  suivantes 

sn(i«,  A)  =  sinam(ia,  A)  =  siniam(M',  k')  =  i sham{u',  k' ) 

,,,         .  sin  am(?f,  k') 

=  i  tangamfii,  k  )  =  i 77-, 

°  cosain(M,  A-) 

cn(tw,  k)  =  cosam(  iu,  k)  =  cos  jam(a',  k')  =  cham(  11',  k') 
I 
cosam  {u.  k') 
ou  enfin 

,         .  sii(  u,  k') 

sn  (  lu,  k  )  =  i  — Yj-  , 

cn{u,  k  ) 

en  (m,  k) 


en  (m,  k'  ) 


Remarque.  —  L'interprétation  de  la  dégénérescence 
des  fonctions  elliptiques  est  maintenant  très  facile. 
Pour  0^0,  la  courbe  (C)  se  réduit  au  cercle  et  la 
courbe  (C)  à  une  hyperbole  équilatère.  Alors  le  mo- 
dule A"  se  réduit  à  zéro,  et  le  module  k'  à  l'unité. 


DÉMONSTRATION  NOUVELLE  DES  EQUATIONS  FONDAMENTALES 
DE  LA  GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE  DE  COURBURE  CON- 
STANTE NÉGATIVE; 

Par  m.   h.  KAGAN,  à  Saint-Pétersbourg. 


La  démonstration  des  formules  trigonométriques  et 
de  l'équation  fondamentale  de  la  Géométrie  de  Lobat- 
clieflsky,  que  j'ai  l'honneur  de  présenter,  comparée  aux 
autres  qui  me  sont  connues,  me  paraît  avoir  l'avantage 
de  déduire  toute  la  théorie  avec  beaucoup  de  simpli- 
cité d'un  seul  théorème  fondamental.  Cette  démonstra- 
tion est  fondée  sur  les  principes  suivants,  qui  se  trouvent 
énoncés  et  démontrés  dans  toute  exposition  de  la  Géo- 
métrie de  l'espace  hyperbolique. 


(    2.     ) 

1.  Une  droite  parallèle  à  une  autre  fait  en  chaque 
point,  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
l'autre  droite  du  côté  du  parallélisme,  un  angle  aigu  (w), 
variable  avec  la  distance  (x)  de  ce  point  à  l'autre  pa- 
rallèle.   Nous   allons   exprimer   cette    dépendance   par 

l'équation 

a)=n(y.)  ou  y.  =:'ïî(to) 

(selon  Lobatclieffsky).  Tout  angle  aigu  peut  être  consi- 
déré comme  un  angle  de  parallélisme. 

2.  Les  deux  côtés  BA  et  BC  d'un  angle  ABC  étant 
parallèles  aux  côtés  B'A'  et  B'C  d'un  autre  angle  A'B'C, 
qui  est  placé  dans  un  autre  plan,  les  deux  plans  se  cou- 
pent et  la  droite  d'intersection  est  parallèle  aux  droites 
BA  et  B'A' dans  une  direction  et  aux  deux  autres  BC 
et  B'C  dans  la  direction  opposée. 

3.  La  trajectoire  orthogonale  d'un  système  de  pa- 
rallèles, qui  se  trouvent  dans  un  même  plan,  est  une 
ligne  courbe,  que  l'on  appelle  cercle  limite.  Elle  jouit 
de  la  propriété  fondamentale  que  chaque  axe  (c'est-à-dire 
l'une  des  parallèles  qui  coupent  la  courbe  orthogona- 
lement),  qui  passe  par  le  milieu  d'une  corde,  est  per- 
pendiculaire à  celte  droite  et  divise  aussi  l'arc  en 
parties  égales.  La  longueur  d'un  arc  limite  est  parfai- 
tement définie  par  sa  corde. 

4.  La  trajectoire  orthogonale  d'un  système  de  paral- 
lèles dans  l'espace  est  une  surface  courbe,  nommée 
sphère  limite,  qui  peut  être  produite  par  la  révolution 
du  cercle  limite  autour  d'un  de  ses  axes.  L'intersection 
de  cette  surface  avec  un  plan,  qui  contient  un  axe,  est 
un  cercle  limite,  avec  tout  autre  plan,  un  cercle. 

o.   La  Géométrie  de  la  sphère  limite  est  celle  d'Eu- 
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clide.  Les  lignes  géodésiques  de  cette  surface  sont  des 
cercles  limites. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  fon- 
damental dont  nous  avons  fait  mention  ci-dessus. 

Soient  AA'  et  BB'  {Jig-  i)  deux  axes  d'une  sphère 
Fig.  I. 

A 


limite  et  AB  un  arc  d'un  cercle  limite,  qui  est  posé  sur 
cette  surface.  Par  le  point  B,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  AA'.  Le  cercle  d'intersection  de  ce 
plan  avec  la  sphère  limite  donnée  peut  être  considéré 
comme  un  cercle  plan,  dont  le  centre  est  en  E,  ou  bien 
comme  un  cercle  géodésique,  dont  le  rayon  est  BA  et 
le  centre  se  trouve  en  A.  Menons  la  tangente  recliligne 
à  ce  cercle  BG  et  la  tangente  géodésique  BC.  Toutes  les 
deux  se  trouvent  dans  le  même  plan,  qui  contient 
l'axe  BB'  et  qui  est  perpendiculaire  au  plan  des  axes  AA' 
et  BB'.  Soit  EF  parallèle  à  BG.  L'intersection  de  la  sur- 
face avec  le  plan  FEA'  est  un  cercle  limite  AC.  Nous 
allons  démontrer  que  les  arcs  AC  et  BC  se  coupent  en 
un  point  C  et  que  la  longueur  de  l'arc  BC  est  con- 
stant(N  c'est-à-dire  qu'elle  ne  dépend  pas  de  la  lon- 
gueur AB. 

En  effet,  comme  EF  1 1  BG  cl  EA'  1 1  BB',  les  plans  B'  BG 


(  ^3  ) 
et  A'EF  se  coupent  {voir  n"  2)  oL  la  droite  d'intersec- 
tion ce  est  parallèle  à  BB'  et  à  BG.  Le  point  C,  où 
l'axe  ce  rencontre  la  surface,  appartient  aux  deux  cer- 
cles limites  AC  et  BC.  En  outre,  la  perpendiculaire, 
abaissée  de  B  sur  la  droite  CC,  divise  l'angle  droit  B'BG 
par  moitié.  Donc  {voir  n'^  1) 

<GBD  =  45'^  et  BD=*(45"). 

Si  nous  prolongeons  la  droite  BD  jusqu'à  la  seconde 
rencontre  avec  le  cercle  limite  en  E',  la  corde  BE'=  aBD 
aura  une  longueur  constante;  donc,  l'arc  BC  =  ^  BE'  a 
aussi  une  longueur  constante,  que  nous  désignons  par 
/  {voir  n"  3).  Le  triangle  géodésique  ABC  étant  rectan- 
gle, on  trouve,  selon  le  n"  o, 

AB  =  /cotA. 

Or,  l'angle  géodésique  A  a  la  même  mesure  que 
l'angle  rectiligne  BEF.  D'autre  part,  BG  étant  perpen- 
diculaire à  BE,  •<  BEF  =  n  (BE).  Donc,  désignant  la 
longueur  de  l'arc  AB  par  s  et  le  ravon  BE  par  p,  on 
trouve 

(I)  5  =  /cotlT(p). 

Cette  équation  détermine  la  longueur  d'un  arc  de 
cercle  limite  en  fonction  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d'une  extrémité  de  cet  arc  sur  l'axe  qui  passe  par  l'autre 
extrémité. 

En  posant  encore  arc  BAH  =  2i-  =  a-  et  BH  =  ).,  on 
trouve  l'équation 

(II)  7=  2/cûtn  (  - 


qui  constitue  la  dépendance  entre  la  longueur  d'un  arc 
limite  (a-)  et  la  corde  (A). 

Pour  développer  la  trigonométrie  plane  de  ces  for- 
mules, considérons  un  triangle  rectangle  {Jig-  2)  ABC, 
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dont  l'hypoténuse  soit  désignée  par  c,  et  les  callièles 
par  a  et  b.  Prolongeons  AC  à  une  distance  CD  =  AC  et 
menons  la  droite  BD.  Prenons  ensuite  la  perpendicu- 
laire EB  au  plan  du  triangle  pour  axe  et  construisons  la 

Fig.  2. 


sphère  limite  qui  passe  par  le  point  A.  Le  point  D  se 
trouvera  aussi  sur  cette  surface,  parce  que  la  révolution 
autour  de  l'axe  EB  y  amène  le  point  A. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  de  la  surface  avec 
l'axe  EB.  Le  triangle  géodésique  AED  étant  équilatère, 
l'arc  limite  EF,  qui  passe  par  le  milieu  F  de  AD,  fait 
un  angle  droit  avec  AF.  Donc 

AF  =  AE  sînç, 

(p  désignant  l'angle  géodésique  AEF  dont  la  mesure  est 
égale  à  celle  de  l'angle  rectiligne  ABC. 
Or,  selon  les  équations  (I)  et  (II), 

AE  =  /cotn(c),         AF  =  JâD  = /cotn(è;; 
donc 

(III)  cotn(6)  =  rotn(c)sinB, 

et,  par  analogie, 

flV)  cotn(«)  =  cotn(c)  sin  A. 

Pour  trouver  la  troisième  équation,  construisons  de 
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nouveau  une  sphère  limite,  mais  qui  passe  maintenant 
par  le  sommet  C  {Jîg-  3)  de  l'angle   droit;  pour  axe 


Fis.  3. 


nous  conservons  la  perpendiculaire  BB'  au  pian  du 
triangle.  Le  triangle  géodésique  DEC  est  rectangle,  parce 
que  le  plan  ACC,  contenant  la  droite  AC,  est  perpen- 
diculaire au  plan  ce  B;  donc 

DG  =  CE  tangE. 

Mais,  l'angle  géodésique  E  ayant  la  même  mesure  que 
l'angle  rectiligneB,  l'équation  précédente  devient,  selon 
la  formule  (I), 

colW{p)  =  cotn(a)  tangB, 

où  p  signifiela  perpendiculaire  CF  abaissée  du  sommet  C 
sur  la  parallèle  AA'.  Or,  l'angle  A'AC  étant  égal  à 
n  (Z>),  l'équation  (IIJ),  appliquée  au  triangle  ACD,  nous 

donne 

cotlK/?)  =  cosn(^*), 

et,  après  la  substitution  à  l'équation  précédente, 

(V)  cosII(6)  =  cotn(a)tangB. 

Les  trois  équations  (III),  (TV)  et  (V)  déterminent 
toute    la    trigonométrie    rectiligne.    Pour    en    déduire 
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toutes  les  dix  équations  du  triangle  rectangle,  il  ne  faut 
qu'un  procédé  analytique  d'élimination,  que  nous  lais- 
sons au  lecteur.  Nous  ne  ferons  mention  que  d'une  seule 
équation,  dont  nous  aurons  besoin  : 

(VJ)  cosll(a)  =  cosn(c)  cosB. 

On  l'obtient  1res  facilement  en  éliminant  l'angle  n(è) 
entre  les  équations  (V)  et  (III). 

Pour  passer  au  triangle  obliquangle,  menons  la  hau- 
teur BD  =  h  du  triangle  ABC  {_fig-  4)«  Selon  l'équation 
(III),  nous  tirons  des  triangles  rectangles  ABD  et  CBD 

cotn(7i  )  =  cotn  (c  )  sinA, 
cotn(/<  )  =  cotn  (a)  sinC. 

En    éliminant     cotn(A)    entre     ces     équations,    nous 
trouvons 

cotlI(«)        cotn(c)        cotn(6) 


D  b-a>   C 


La  troisième  partie  de  cette  équation  est  adjointe  par 
analogie  bien  légitime. 

En  désignant  le  segment  AD  par  x,  nous  tirons  des 
mêmes  triangles  rectangles  (^'I) 

i  cosn(T  )  =  costlf  c  )  cosA, 

(VIII)  • 

I  cosn(è  —  .r)  =  cosn(a)  cosC. 

Pour  trouver  la   troisième  relation  entre  les  angles  et 
les  côtés  d'un  triangle  obliquangle,  il  ne  faut  qu'élimi- 
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lier  x  entre  les  équations  (VIII).  Mais  cette  élimina- 
tion n'est  pas  si  simple,  parce  que  ce  n'est  plus  l'angle 
n(x)  qui  est  à  éliminer,  mais  la  variable  x  elle-même. 
La  réalisation  de  cette  élimination  exige  une  transfor- 
mation de  la  fonction  cosn(Z»  —  x).  Cette  transforma- 
tion fourait  aussi  l'expression  analytique  de  la  fonction 

n(^). 

Pour  effectuer  la  transformation  dont  il  s'agit,  con- 
sidérons un  cercle  limite  et  menons  par  le  milieu  H 
(Jig-  5)  d'une  corde  AC,  ainsi  que  par  les  points  E  et  E 
arbitrairement  choisis  sur  cette  corde  et  sur  son  prolon- 
gement, les  axes  B^,  D<f;  DV/'. 

Comme  nous  vo^'ons 


(») 


arc  AC  =  arc  AD  -h  arc  DC, 


AL  et  CK  étant  perpendiculaires  à  D<^,  l'équation  (I) 
nous  donne 

arc  AD  —  /cotn(AL),         arc  DC  =^  /cotn(CK). 

Désignons  la  demi-corde  KC  par  x  et  le  segment  HE 
par  y.  Il  est  évident  que  l'angle  HEL  est  égal  à  n(  j/-)-, 
donc,  selon  Téquation  (III),  les  triangles  rectangles  ALE 
et  CKE  nous  donnent 

cotn( ALj  =  colU{x  -h  j- )  sinUijn, 
coin(CK)  =  coin(a"  —y)  sinFICj  ). 


(  28) 
Comme,  selon  l'équalion  (II), 

AG  =  2/cotn(a7), 
l'équation  (a),  après  la  substitution  des  valeurs  trouvées, 
devient 

2C0tn(:r)  =  [cotn(5"  -4-j)  -+■  coiU{T  —  y)]  sinn(jK), 


D'autre  part, 

(a')  arcAC  =  arcAD' — arc  CD'. 

Désignons  maintenant  HC  par  y  et  HE'  par  x.  L'angle 
CE'D'  étant  égal  à  il{x),  nous  transformons  l'équa- 
tion (a')  par  un  procédé  parfaitement  analogue  en 

2C0tn(^)  =  [coiU{x  -\-y)  —  cotn(.r  — j)]  sinn(a^), 


Comme  les  quantités  x  et  y  dans  les  équations  ([^)  ei 
([3')  ne  sont  soumises  qu'à  la  seule  condition  x^y,  nous 
pourrons  leur  attribuer  la  même  valeur  dans  les  deux 
équations,  ce  qui  nous  donne  par  élimination  les  for- 
mules bien  connues 

„,  ^       cosII(  r) -4- cosllfa?) 

coin(37-i- y)=  — .    „  -  '      .    „ ,  \     > 
^  -^  '  sinn(jK)  sinn(a7) 

„,  ^        cosIICa")  —  cosll(r) 

cotn(a7  — r)  =  — ^-— - — ^ — ■„,•,? 

d'où  nous  trouvons  sans  peine 

cosn(j-)-!- cosITC  v) 
^  ' ''  -^  '        1-4- cosn(rj  cosn(  j) 

cosn(a7)  — cosn(jK) 

sans  ambiguïté,  parce  que  toutes  les  quantités  qui  y 
figurent  sont  positives. 

En  éliminant  cosn(j:)  des  équations  (VIII)  au  moyen 
de  l'équation  (o),  nous  trouvons  la  troisième  équation 


(  -9  ) 
trigonoinc'trit|ue  du  triangle  obliquanglc 

ces  II  (  ^  )  [  i-H  cos  11  (  a  )  cos  U(c)  cos  A  cos  G  ] 
=  cos  II  (a)  cos  G  -I-  cosll(c)  cos  A. 

En  outre,  l'équation  (v)  nous  donne 

I  H- cosn(a7 -t-j)  _   i-4-cosn(^)   I -t- cosII(jk) 
1  —  cos  II  (a?  —  y)        i  —  coslI(j7)  I  —  cosn(_/) 

ou  bien 

(IX)  cotf  I1(:î:^-I-^)  =  cot{n(a7)  cot|n(/). 

Comme  la  seule  fonction  qui  satisfait  à  l'équation 

fonctionnelle 

o(x-{-y)=  o{x)f{y), 

x  et  y  étant  parfaitement  arbitraires,  est  o(^x)=^a-^'y 
nous  trouvons 

.y 

cot|n(a")  =  e^. 

C'est  l'équation  fondamentale  de  la  Géométrie  de  Lo- 
balcheffsky.  Pour  compléter  la  théorie,  il  ne  reste  qu'à 
^  déterminer  la  constante /r. 

Soient  AEB  (  Jig.  6)  un  arc  de  cercle,  C  son  centre,  C 

Fig.  fj. 


son  centre  géodésique  sur  la  sphère  limite  à  laquelle  il 
appartient.  Le  triangle  rectiligne  ACB  et  le  triangle 
géodésique  ACB  sont  équilatères.  D  et  F  étant  les 
milieux  de  l'arc  ADB  et  de  la  corde  AB,  nous  désignons 
AF  par  X,  AD  par  t.  Soient  ;•  le  rayon  plan  AG  du  cercle, 


(  3o  ) 
p  le  rajon  gëodésîque  AC  11  est  évident  que 

a  =  P  sin  -  =  /  coin  (  r)  sin  —  > 

2  2 

cotn  (A)  =  cotn(r)  sin  -  , 

(0  désignant  la  mesure  commune  des  angles  AC'B  et 
ACB.  Si  cet  angle  devient  intiniment  petit,  la  corde  a)^ 
le  devient  aussi  et  le  rapport 


cotn(X):  À  =  — 


aX 


tend  vers  y-  Donc 


25        e 
lim  —  =  —  (  10  =  o). 

2C         A- 

Or,  cette  limite  est  égale  à  i  ;  donc  /r  =  e,  et 

cot|n(a?)  =  e'', 

il  désignant  la  longueur  d'un  arc  limite  dont  les  axes 
extrêmes  font  des  angles  de  45*^  avec  sa  corde. 

Remarquons  encore  que  la  formule  (I)  détermine  bien 
simplement  la  longueur  de  la  circonférence  de  cercle. 
En  effet,  c  étant  son  rayon  géodésique  et  r  son  rayon 

plan, 

C  =  2  7:p  =  27r/  cotn(r). 


SIR  LE  THEOREME  DE  CARNOT;  > 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


I.  —  Sur  le  théorème  corrélatif  de  celui  de  Carnot. 
Nous  partirons  de  la  proposition  suivante  : 

(A)    Considérons   sur   chaque   côté  d'uji   polygone 
ABC. .  .HRL  un  même  nombre  de  points  a,  jj,  y,  ...,  X; 


(  ■^'  ) 

a',  jii',  y',  ...,)/;  .  .  .  i  'J.,n  ,^«,  Y/o  •  •  • ,  />«  ^tY'i-  />rt7-  la  rela- 
tion segnientnire 

Aa  Ap  AX  Bo^  B^'         B)/         L^  L^  LXi  _^ 

Bâ  Bp  *  "  bI  G^  G^  ■  "  CT  ■  ■  ■  Aa„  Ap„  "  '  A  l„  "—  '' 

<jrue  nous  appellerons  relation  de  Carnol. 

Prenons  la  figure  polaire  réciproque  relativement  à 
un  cercle  de  ce  polygone  et  des  points  situés  sur  ses 
côtés.  INous  obtenons  ainsi  un  nouveau  polygone 
A  1  lî|  Cl  .  . .  Hi  K,  L)  et  des  droites  issues  en  nombre 
égal  de  chaque  sommet  de  ce  nouveau  polygone,  et  cor- 
respondant aux  points  a,  [S,  . . .,  a',  ,3',  ....  Ces  droites 
rencontrent  chaque  côté  du  polygone  ne  passant  pas  par 
le  sommet  d'où  elles  sont  issues  en  un  certain  nombre 
de  points. 

Entre  tous  les  points  ainsi  obtenus  et  les  sommets  du 
polygone  il  existe  une  relation  de  Carnot. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  joint  un  point  O  à 

Fig.   I. 


D  E 

tous  les  sommets  d'un  polygone  ABCDEF,  on  a  la  rela- 
tion 

sinOAB  sinOBG  sitiOFA 


(I) 


sinOBA  sinOGB  sinOAF 

On  a  en  effet 

sinOAB        OB  sinOBC 


siiiOBA 


OB 

OA 


i'in  (JCB 


OC 
OB' 


(  32) 

En  inulli pliant  membre  à  membre,  le  second  membre 

devient  égal  à  l'unité. 

En  particulier,  si  l'on  joint  un  sommet  A  du  polygone 

à  tous  les  autres  sommets,  on  a 

sinABG  sinAGD  sinAEF 

(2) 


sinACB  sinADG 


siuAFE 


Joignons  maintenant  le  point  O  à  un  certain  nombre  n  de 
points  a,  [î,  y,  . . .,  X  situés  sur  le  côté  AB.  On  peut  écrire 


A  a  =  O  a 


sin  AOa 
sinOAB 


Ba  =  Oa 


sin  BOa 
sinOBA 


donc 


Aa  _  sinOBA  sin  AOa 
¥â  ""  sinOAB  sinBOa' 


(3) 


»      7       B   fi   S 


On  aura,  par  suite, 

Aa  Ap  AX 

B^  B^  ■  '*  BX 


J  /sinOBAN"  sinAOa  sinAO^  ^       sinAOX 

(      ^VsuîOAB/     sinBOa  sinBOp  *"  sinBOX* 

En  joignant  de  même  le  point  O  à  «  points  a',  [j',  ..., 
a'  ^  ...  -,  a„,  ^«,  . . .,  X«  pris  sur  chaque  côté  du  polygone, 


on  aura 

Aa  Ap  AX  Ba'  B^' 

Bï  Bp  ■■*  BX  Ga'  C[i' 
sinOAB  sinOBG 
sinOBA  sin 0GB  ' 
sin  AOa  sinAOp 
'  sinBOa  sinBOp 


La„  Lp„   ^  ^  ^  LX;t 
Aa„  Ap„  AX,i 

sinOLAy 

sinOAL/ 
sinBOa'  sinBOp' 

■  ^nGOa'  sin  GO  ^'  " 


sin  LOX„ 
sinAOX,, 


(  33  ) 
Lapremière  partie  du  second  mendire  estégaleà  l'unité 
d'après  (2).  Donc,  si  les  points  considérés  sont  liés  par 
une  relatioji  de  Carnot,  le  premier  membre  étant  égal  à 
l'unité,  il  en  est  de  même,  alors,  de  la  seconde  partie  du 
second  membre,  et  l'on  a  la  relation 

/  sinAOa  ?iiiA03  siiiAOÀ   sinBOa' 

)  siiiBOa  siuBO'ï  '  '  '  sinBO).   sinCOa' 
*^     )                         «in  BOX'  sinLOx„  sinLOÀ„ 

l  ^iiiCUÀ'  çinAOa„  sinAOX/t 

Prenons  maintenant  la  polaire  réciproque  du  poly- 
gone P  et  des  points  situés  sur  ses  côtés  par  rapport  à 
un  cercle  de  centre  O.  Au  côté  ABcorrespond  le  point  A, , 
et  aux  points  a,  |5,  ....  A  situés  sur  AB,  des  droites  A 
issues  de  A).  Appelons  a,,  p^^  .  .  .,  À|  les  points  où  ces 
droites  rencontrent  le  côté  B|  C(  du  polygone  P'.  On  a 
[relation  (?>)] 

B,ai  B,^,  B.Xi 

Cjai  GiJ^i  CiXi 

/sinAiBiCiV'  sinCiAiX,   sinCiA]^i  sinCiAiXi 

^\sinAiGiBi/      siiiBiAïai    sinBiAj^i  sinBjAiX, 

Appelant  de  même  ao,  ^So,  . . ,,  Ào  ;  •  • .  ;  y.,ii  ptn  •  •  -,  ^>« 
les  points  où  les  droites  A  rencontrent  les  côtés  C(  D, ,  ..., 
K,  L,  du  polygone,  on  a 

G,  a.   G,  3,  G,X 


1  '-2 


Dja.  0,3,  D,X, 

;inA,GiD,\«  sinD,A,3;2  sinD,A,j3o  sinD,A,X, 


sinAiDjGi/      sinGiAjaj  siiiGiAi^,  siiiGiAiXo 

Kia„,  K|  3„  K,X„  _  /?inAiK,Li\"  ?inLiA,a„ 


L,a„    L, ':J„  LjX/j        \sinAiL,K,/      sinLiA,a,, 

Multiplions  membre  à  membre,  la  première  partie 
du  second  membre  est  égale  à  l'unité  [d'après  la  rela- 
tion (2)];  dans  la  seconde  partie,  les  angles  tels  que 
C,  A,  a,  et  C|  A)  y.n  étant  les  mêmes,  il  reste  finalement 
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(  34  ) 
la  relation 

Bjo;,  Bi)v|  Cl «2  G1X2  Kja,,  KiX„ 

Cl  ai  CiXi  Dia2  DiXo  Liot^  i^i^u 

sinLiAiai   sinLiAiP,  sinLiAiX] 

sinBiAïai   sinBjAipi  sinBiAiXi 

Ainsi,  en  formant  pour  les  points  d'intersection  avec 
les  côtés  du  polygone  P'  des  droites  A  issues  de  A,  le 
produit  que  représente  le  premier  membre,  ce  produit 
est  égal  au  produit  des  rapports  des  sinus  des  angles 
que  chaque  droite  A  fait  avec  les  côtés  du  polygone  issus 
du  sommet  A|  d  où  elles  partent;  de  même,  en  formant 
pour  les  droites  A'  issues  de  B,  le  produit  analogue;  ce 
produit  sera  égal  au  produit  des  rapports  des  sinus  des 
angles  que  chaque  droite  A'  fait  avec  les  côtés  B|  A,  et 
B,  Cl,  etc. 

En  multipliant  membre  à  membre  toutes  les  égalités 
ainsi  obtenues,  dans  le  premier  membre  on  obtiendra 
le  produit  des  rapports  des  distances  de  fous  les  points 
d'intersection  sur  chaque  côté  aux  deux  sommets  du 
polygone  limitant  ce  côté;  quant  au  second  membre,  il 
sera  égal  (en  valeur  absolue)  à  l'unité  d'après  la  rela- 
tion (4),  car  l'angle  L,  A,a,  par  exemple  est  égal  (ou 
supplémentaire)  à  l'angle  AOa,  dans  le  premier  poly- 
gone, les  côtés  de  ces  deux  angles  étant  perpendiculaires. 
Donc  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

Conséquences  du  théorème  précédent.  — Trois  points 
étant  pris  en  ligne  droite  sur  les  côtés  d'un  triangle,  il 
existe  entre  ces  points  une  relation  de  Carnot(  théorème 
de  Ménélaûs). 

Transformons  par  polaires  réciproques  et  appliquons 
le  théorème  (A).  On  voit  que  trois  droites  concourantes, 
issues  des  ti^ois  sommets  d'un  triangle,  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  entre  lesquels  existe  une 


(  -^^  ) 

relation  de  Carnot.  C'est  le  théorème  de  Jean  de  Céva. 

Plus  généralement,  les  six  points  d'intersoelion  d'une 
conique  et  des  côtés  d'un  triangle  sont  liés  par  une  rela- 
tion de  Carnot.  Corrélativement,  d'après  le  tiiéorème(A)i 
si  l'on  mène  par  les  sommets  d'un  triangle  les  tangentes 
à  vinc  conique,  elles  rencontrent  les  côtés  du  triangle  en 
six  points  liés  par  une  relation  de  Carnot. 

Plus  généralement  encore,  on  est  conduit,  dans  le 
cas  d'un  polygone  quelconque  et  d'une  courbe  algé- 
brique quelconque,  à  un  théorème  énoncé  et  démontré 
algébriquement  par  M.  L.  Ravier  [lYoïwelles  annales, 
août  189C1)  et  relatif  aux  points  d'intersection  avec  les 
côtés  d'un  polygone  des  tangentes  menées  par  chaque 
sommet  à  une  courbe  algébrique.  Ces  points  sont  liés 
par  une  relation  de  Carnot. 

On  sait  que,  dans  le  cas  d'une  conique  et  d'un  triangle, 
la  réciproque  du  théorème  de  Carnot  est  vraie.  La  réci- 
proque de  son  corrélatif  l'est  également,  de  sorte  que 
l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Six  points  étant  pris  sur  les  côtés  d'un  triangle,  deux 
sur  chaque  côté,  et  liés  par  une  relation  de  Carnot  : 
1°  Ces  six  points  sont  sui'  une  même  conique  ;  [ 

2"  Les  droites  joignant  chaque  sommet  du  triangle  ^ 
aux  deux  points  situés  sur  le  côté  opposé  touchent  une 
même  conique. 

En  d'autres  termes,  \gs  points  d'intersection  avec 
chaque  côté  d'un  triangle  des  tangentes  menées  par 
chaque  sommet  à  une  conique  sont  sur  une  même  co- 
nique, et  inversement  les  droites  joignant  chaque  som- 
met aux  points  d'intersection  d'une  conique  avec  les 
côtés  touchent  une  même  conique. 

Cas  particuliers  : 

En  joignant  les  points  d' intersection  de  deux  trans- 


(  ^G) 
versales  avec  les  côtés  d'un  triangle  aux  sommets,  on 
obtient  six  droites  tangentes  à  une  même  conique. 

En  joignant  chaque  sommet  d'un  triangle  à  deux 
points  du  plan,  les  droites  ainsi  obtenues  rencontrent 
les  côtés  du  triangle  en  six  points  situés  sur  une 
même  conique. 

Cette  dernière  proposition,  bien  connue,  est  due 
à  Steiner. 

II.   —  Applications   (triangles  homologiques). 

(B)  Théorîlme.  —  Lorsque  deux  triangles  sont  ho- 
mologiques : 

1°  Les  points  où  chaque  côté  de  l'un  sont  rencontrés 
par  les  deux  côtés  non  correspondants  de  l'autre  sont 
sur  une  même  conique; 

2*^  Les  droites  joignant  chaque  sommet  de  l'un  aux 
deux  sommets  non  correspondants  de  l'autre  touchent 
une  même  conique; 

3°  Les  droites  joignant  chaque  sommet  de  l'un  aux 
points  oii  le  côté  opposé  à  ce  sommet  rencontre  les 
deux  côtés  non  correspondants  de  l'autre  touchent  une 
même  conique  ; 

4**  Les  points  d'intersection  de  chaque  côté  de  l'un 
avec  les  droites  joignant  le  sommet  opposé  à  ce  côté 
aux  deux  sommets  non  correspondants  de  l' autre  sont 
sur  une  même  conique. 

Soient  ABC,  abc  deux  triangles  homologiques.  Les 
sommets  coi'respondants  (A,  «),  (B,  Z»),  (C,  c)  sont 
situés  sur  trois  droites  concourantes  et  les  côtés  cor- 
respondants (AB,  rtè),  (AC,  ac),  (BC,  bc)  se  rencon- 
trent en  trois  points  situés  sur  une  même  droite  IFJ. 

Ces  six  points  H,  K,  L,  G,  D,  E  où  chaque  côté  d'un 
triangle  est  rencontré  par  les  côtés  non  correspondants 


de  l'autre  sont  sur  une  même  conique.  Eu  effet,  le  théo- 
rème de  INIénélaiis  appliciué  au  triangle  ABC  coupé  par 

Fig.  3. 


les  transversales  bc^  ac,  ah^  IFJ,  donne  successivement 
les  relations 


AD  X  BF  X  CG 
ÂË  X  BÏÏ  X  CÏ  : 
ÂJ   X  BK  X  CL  : 


ÂGxGFx  BÏ5, 
Âî  X  GH  X  BE, 
ÂL  X  GK  X  BJ, 


AI   X  BJ  X  GF  =  AJ  X  BF  X  GI. 
Multiplions  membre  à  membre  ces  quatre  relations, 
il  vient,  après  simplifications, 

(  ÂD  X  ÂË  X  BÏÎ  X  BK  X  CL  X  CG 

j        =ÂGxÂLxCRxGHxBËx  BD. 

1°  Donc  (réciproque  du  théorème  de  Carnot)  les 
points  H,  K,  L,  G,  D,  E  sont  sur  une  même  conique. 

2"  Transformons  par  dualité  :  à  deux  triangles  ho- 
mologiques  correspondent  deux  triangles  homologiques  ; 
on  obtient  la  proposition  énoncée. 


(  -?  ) 

3*^  La  troisième  partie  résulte  de  la  relation  (i)  et 
de  la  réciproque  du  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Carnot.  , 

4°  La  quatrième  partie  s'obtient  en  appliquant  à  la 
troisième  le  principe  de  dualité. 

Réciproques. —  i°  Une  conique  quelcoïKjae  coupant 
les  côtés  d  un  triangle  en  six  points,  si  Von  numé- 
rote ces  points  en  jmrtant  d'un  sommet  du  triangle 
1,2,3,4^5,6,  les  droites  2  3,  4  5,  6  i  forment  un  trian- 
gle homologique  du  triangle  donné. 

En  eiï'et,  en  appliquant  le  théorème  de  Garnol,  on  a 
la  relation 

ÂDxÂExBHxBkxCLxGG 
=  ÂGxÂLxCKxCHxBËxBÏ3, 

et,   en   appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis   au  trian- 
gle ABC  coupé  par  les  transversales  bc^  ac,  ab, 

ÂDxBFxGG  =  ÂGxGFxBD, 
ÂËxBHxCÎ  =  ÂTxGHxBE, 
XJxBKxGL=ALxCKxBJ. 

Multipliant  membre  à  membre  les  iiois  dernières 
l'elatîons  et  tenant  compte  de  la  première,  il  vient 

ÂîxBJxGF  =  ÂJxBFxGÏ. 

Donc  ( réciproque  du  théorème  de  Ménélaiis)  les  trois 
points  I,  F,  J  sont  en  ligne  droite  et  les  deux  triangles 
ABC,  rtZ»c  sont  homologiques. 

2°  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  on  mène  les 
tangentes  à  une  conique  quelconque,  et  si  l'on  numé- 
rote successivement  ces  tangentes  à  partir  d' un  som- 
met 1 ,  2,  3,  4^  5,  6,  les  points  de  rencontre  des  tangentes 
(2,  3),  (4,  5),  (6,  i)  forment  un  triangle  homologique 
du  premier. 


(39) 

Ce  llieorème  est  corrélatif  du  précédent. 

On  peut  encore  énoncer  ainsi  les  deux  réciproques 
précédentes  : 

1.  Lors(ju'un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique, 
si  l'on  numérote  successivement  les  côtés  i,  i,  3,  4i 
5,  6,  les  côtés  (i,3,  5)  et  (2,4^  6)  forment  deux  trian- 
gles homologiques  ('). 

Donc  : 

1°  IjCs  points  de  rencontre  des  côtés  (i  el4),  (2et5), 
(3  et  6)  sont  en  ligne  droite  (théorème  de  Pascal)  ; 

2°  Les  droites  joignant  les  points  (i,  3)  {^)  et  (4,  6)  \ 
(2,  4)  et  (5,  1)5(3,  5)  et  (6,  2)  sont  concourantes. 

Fig.  4. 


Coi'ollaires.  — Les  droites  joignant  le  sommet  (i,  3) 
aux  points  (2,  4)  et  (2,  6)  et  les  droites  analogues 
(droites  joignant  chaque  sommet  d'un  triangle  aux  som- 


(')  Il  nous  parait  préférable  d'énoncer  ainsi  le  théorème  de 
Pascal,  car  cet  énoncé  implique,  outre  la  propriété  si  connue  de 
l'hexagone  inscrit,  d'autres  propriétés  intéressantes. 

(')  On  a  appelé  point  (i,3)  le  point  situé  à  l'intersection  des 
côtés  numérotés  t  et  3. 


(  4o  ) 

mets    non    correspondants    de    l'autre)    touchent    une 

même  conique. 

rit;.  5. 


Ou  obtiendra  deux  autres  corollaires  en  appliquant 
les  deux  dernières  parties  du  théorème  fondamental  (B). 

II.  Lorsqu'un  hexagone  est  circonscrit  à  une  conique, 
si  l'on  numérote  successivement  les  sommets  i,  2,  3, 
4,  5,  6,  en  joignant  les  sommets  (i,  3,  5)  et  (2,  4?  6), 
on  forme  deux  triangles  homologiques. 

Donc  : 

1"  Les  droites  joignant  les  sommets  correspondants 
(1  et  4),  (  2  et  5),  (3  et  6)  sont  concourantes  (tiiéorème 
de  Brianchon). 

2°  Les  points  de  rencontre  des  côtés  correspondants 
(i,  3)  et  (4,  6);  (2,4)  <3t(5,  i)-,  (3, 5)  et  (6,  2)  sont 
en  ligne  droite. 

En  appliquant  le  théorème  (B),  ou  obtiendra  trois 
autres  propriétés  intéressantes  de  la  figure. 


(  4.  ) 
THÉORÈMES  SIK  LES  TUANSVERSAIES; 

Pak  iM.  le  professeur  Francesco  FERRARI 


M.  L.  Ravier  démontra  {Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques, t.  XI,  3^  série)  uu  théorème  analogue  à 
un  théorème  de  Carnot  et  qui  est  une  généralisation 
du  théorème  de  Ceva.  Ce  théorème,  si  un  point  d'un 
côté  d'un  polygone  A,  Ao  .  . .  A^  signifie  un  point  de  la 
droite  à  laquelle  appartient  le  côté,  et  si  le  rapport  dans 
lequel  un  point  M  divise  un  côté  A^A^^i  du   polygone 

signifie   le  rapport   positif  ou  négatif  r^^ — 5  peut  être 
énoncé  ainsi  : 

I.  Si,  par  tout  sommet  d'un  polygone  plan,  on  mène 
toutes  les  tangentes  à  une  courbe  algébrique  de  son 
plan,  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés  du  po- 
lygone non  adjacents  à  ce  sommet  divisent  ces  côtés 
dans  des  rapports  dont  le  produit  est  -h  i . 

Sur  cet  intéressant  argument,  je  veux  faire  remarquer 
les  autres  théorèmes  suivants  : 

II .  Si,  par  tout  sommet  d' un  polygone  plan  de  n  cô- 
tés, on  mène  m  droites  dont  les  points  d'intersection 
avec  les  côtés  non  adjacents  à  ce  sommet  divisent  ces 
côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est  -\- 1  et 
mn  —  I  de  ces  droites  sont  tangentes  à  une  même  courbe 
de  mn^*"^^  classe,  la  mn'^'"^''  droite  sera  aussi  tangente 
à  la  même  courbe. 

En  effet,  si  la  /««''""' droite  (soit  A,  T,  )  n'était  pas 
tangente  à  la  courbe,  la  m'**"""  tangente  à  la  courbe  pas- 


(  4^  ) 

sant  par  A,  serait  une  autre  droite  A,  T',  et  en  appelant 
respectivement  pi^  p'  les  produits  des  rapports  dans 
lesquels  les  côtés  du  polygone  non  adjacents  à  A,  sont 
divisés  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  droites 
A,T,,  A(  T',  devrait  être,  à  cause  de  l'hj'^pothèse  et  du 
théorème  I,  /?)  ^p'-  Mais  si  M,  N  sont  respectivement 
les  points  où  les  A,  T,,  Ai  T' coupent  la  diagonale  A^Ao, 
le  polygone  Ao  A3  . .  .  A„  coupé  par  A,  T, ,  A,  T'  donne 

^'MA,       ^      ^       '  ^  NA.2  ~^       '       ' 

et  de  là  il  s'ensuivrait  que 

A„M  ^  A^ 
MA,        NA,  ' 


ce  qui  est  absurde. 

Par 

(   m  =  \ 

\   '" 

=  2 

\   n   z^3' 

'/    n 

=  3 

on  obtient  les  deux  propriétés  : 

1.  Si  trois  points  di\^isent  les  côtés  d'un  triangle 
dans  des  rapports  dont  le  produit  est  -\-  i ,  les  droites 
qui  les  joignent  aux  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point  [situé au Jîîii  on  à  l'infini). 

2.  Si  sur  les  côtés  d'un  triangle  sont  situés  six 
points  (deux  sur  chacun).^  qui  divisent  ces  côtés  dans 
des  rapports  dont  le  produit  est  -+- 1 ,  les  droites  qui 
les  joignent  aux  sommets  opposés  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

III.  Si,  par  les  sommets  d'un  polygone  plan  d'un 
nombre  impair  de  côtés,  on  mène  toutes  les  tangentes 
à  une  courbe  algébrique  de  son  plan,  leurs  points 
d  intersection  avec  les  côtés  respectivement  opposés 
divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit 
est  -h  I . 


(  4.>  ) 
Héciprocjui'iucnl  :  6i,  sur  tout  côté  cl  un  polygone 
plan  d\in  nombre  impair  n  de  côtés,  existent  m  points 
t/ui  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  pro- 
duit est  +  I ,  ei  mn  —  i  des  di'oites,  qui  les  joignent 
aux  sommets  respectivement  opposés,  sont  tangentes  à 
une  même  courbe  de  z?/'^""^  classe,  la  mn'^'"^  droite 
sera  aussi  tangente  à  la  même  courbe. 

IV.  Si,  par  tout  sommet  (Ai)  d'un  polygone  plan 
A)  Ao  ...  A,i,  on  mène  toutes  les  tange fîtes  à  une  courbe 
algébrique  de  son  plan  à  rencontrer  deux  côtés  quel- 
conques équidistants  de  ce  sommet  (A^A^^,,  A„_^^j, 
A„_s+2)}  ensuite  par  le  sommet  successif  (A 2)  les  tan- 
gentes à  la  même  courbe  à  rencontrer  les  deux  côtés 
successifs  aux  précédents  (  A^^,  Aç^^,  An-s+21  A,i-s+2)i  et 
ainsi  de  suite  par  chacun  des  autres  sommets,  tous  ces 
points  d'intersection  divisent  les  côtés  du  polygone 
dans  des  rapports  doiit  le  produit  est  -+- 1 . 

Ces  deux  théorèmes  III,  IV  se  démontrent  à  l'aide  des 
formules  mêmes  établies  par  M.  Ravier. 

V.  Si,  par  tout  côté  d'un  polygone  gauche,  on  mène 
tous  les  plans  tangents  à  une  surface  algébrique,  leurs 
points  d'intersection  avec  les  côtés  du  polygone  noJi 
adjacents  à  ce  côté  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports 
dont  le  produit  est  +  i. 

Réeiproquement  :  Si,  par  tout  côté  d'un  polygone 
gauche  de  n  côtés,  passent  m  plans,  dont  les  points 
d'intersection  avec  les  côtés  non  adjacents  à  ce  côté 
divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est 
-h  I ,  e^  mn  —  i  de  ces  plans  sont  tangents  à  la  même 
surface  de  classe  m,  le  7h«"^'"'"  plan  sera  aussi  tangent 
ri  la  même  surface. 
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Le  théorème  direct  peut  être  démontré   suivant  un 
procédé  analogue  à  celui  de  M.  Ravier  par  le  théorème I. 
Soit,  en  effet, 

f{ll,  f,  (P,  w)  =  o 

l'équation  en  coordonnées  de  plans  de  la  surface  de 
classe  m.  La  condition,  pour  qu'un  plan  passant  par 
trois  points  (jtr,,  j,,  z,,  /,),  (xo,  j^,  z.,^  fo),  (^',.7',  2',  t') 
soit  tangent  à  la  surface,  sera 


(0 


/ 


ri 

-Si 

ti 

y-. 

•^2 

h 

,     — 

y' 

-■' 

fi 

Xi 

yi 

h 

Ti 

y^ 

'2 

,     — 

x' 

y' 

(' 

^1 

^i 

'1 

^2 

•^2 

^2 

.r' 

■>i 

t' 

J"i 

yi 

^1 

X-i 

J2 

-2 

7 


Si  x' 


r' 


t'  sont  variables,  la  (i)  représente  le 
faisceau  de  plans  tangents  à  la  surface  et  passant 
par  la  droite  (x, ,  ...){x2,  .  .  .).  Si  (x,-^  Jri  ^r-,  ^r)-, 
(xs,  Vs')  ''si  ts)  sont  deux  points  quelconques,  en  met- 
tant dans  la  (i) 

au  lieu  de  x',  y' ^  z',  î',  on  a  une  équation  de  m'''™*"  degré 
en  ).,  dont  les  solutions  sont  les  m  rapports  dans  les- 
quels le  segment  {x,-,  .  •  •)  {xs,  ■ .  .)  vient  d'être  divisé 
par  les  plans  du  faisceau.  Le  produit  de  ces  rapports, 
en  désignant  ^arft^^^r  et/,^2,^  ce  que  devient  le  pre- 
mier membre  de  la  (i)  si,  au  lieu  de  x' ,  j\  z\  t' ,  on  met 

Xr->  yri   Zr,    t,.  OU  Xs.  fs-, 


^s,  ts,  sera  de  là  égal  à 


(-1)' 


A 


Si  les  sommets  d'un  polygone  gauche  A^A-2  •  • .  A„ 
sont  (x,,  j,,z,,«,),  (j:2,  •••)'  •■■•>  i^'n  •••)'  •«  produit  P 
de  tous  les  rapports,  dont  on  parle  dans  l'énoncé  du 
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ihéorème,  sera  de  là  donné  par  la  Ibrmulc 


/l,2,4  yi,2,5  ./l,2,« 

/  '  3  i  /2,3,â  ,  J  ■l.i-.ii 

X  (— 1/«  V^  < -  'V"  ^ (—  •  )'"  -7 — 

/2,3,5  /2,3,6  /2,3,1 


/s, '.,6  /a.i.-  /3,i,2 

X 

fnA.2  ,  Jn,\,3  ,  .lii,\,il 


^  (_  iynnin-3)  lhl±    ll±ï    Û^î  .  .  .     •^"''-      ; 
Ji,-2,'l     ./a, 3,1     y3,l,2  ./«.1,«-1 

et  puisque  ni^n  —  3)  est  nombre  pair,  et 

/l,2,3  =  f 2,3,1-    •••  , 

on  a 

La  réciproque  se  démontre  comme  le  théorème  II. 
De  là,  ayant  égard  aux  théorèmes  de  Carnot.  déri- 
vent les  corollaires  : 

1.  Les  plans,  qui  passent  par  les  côtés  d'un  quadrila- 
tère gauche  et  par  un  même  point,  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  points  situés  dans  un  même  plan-, 
réciproqueuiejit,  si  quatre  points  sont  les  intersections 
d'un  plan  avec  un  quadrilatère  gauche,  les  plans  pas- 
sant par  chacun  d'eux  et  par  les  côtés  opposés  passent 
par  un  même  point. 

2.  Si  par  tout  côté  d'un  pentagone  gauche  et  par  un 
même  point  passe  un  plan,  les  points  d'intersection  de 
ces  plans  avec  les  côtés  du  pentagone  non  adjacents  à 
ce  côté  sont  situés  sur  une  même  surface  de  second  ordre. 

3.  Si,  par  tout  côté  d'un  pentagone  gauche  passent 
deux  plans  qui  coupent  les  côtés  non  adjacents  en  points 
qui  divisent  ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit 
est  4-  I,  les  dix  plans  sont  tangenls  à  la  même  surface 
de  deuxième  classe. 
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4.  Si,  par  les  côlés  d'un  quadrilatère  gauche,  passent 
les  plans  tangents  à  une  surface  de  deuxième  classe,  et 
si  quatre  de  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés 
non  adjacents  sont  les  points  d'intersection  d'un  plan 
avec  les  côlés  du  quadrilatère,  les  autres  quatre  soïit 
situés  aussi  dans  un  même  plan;  ou,  si  quatre  de  ces 
plans  (deux  quelconques  ne  passant  pas  par  le  même 
côté)  passent  par  un  même  point,  les  autres  passent 
aussi  par  un  même  point. 

o.  Si,  par  les  côlés  d'un  pentagone  gauche  passent  les 
plans  tangents  à  une  môme  surface  de  deuxième  classe, 
et  si  dix  de  leurs  points  d'intersection  avec  les  côtés  non 
adjacents  sont  les  points  d'intersection  d'une  surface  de 
second  ordre  avec  les  côtés  du  pentagone,  les  autres  dix 
sont  aussi  situés  sur  une  même  surface  de  second  ordre. 

Si  la  surface  du  théorème  V  est  de  deuxièjue  classe, 
et  le  polygone  a  les  côtés  tangents  à  la  surface  même, 
les  deux  plans  tangents  qui  passent  par  tout  côté  coïn- 
cident, et  le  produit  des  rapports,  etc.,  pourra  être  -\-  i 
ou  —  I .  Pour  ;i  =^  4î  'î  =  5,  on  a  donc  : 

6.  Les  plans  tangents  à  une  même  surface  de  deuxième 
classe,  qui  passent  par  les  côtés  d'un  ([uadrilatère  gauche 
circonscrit  à  elle-même,  coupent  les  côtés  opposés  en 
quatre  points,  qui  sont  dans  le  même  plan  ou  tels  que 
trois  quelconques  d'eux  et  le  conjugué  harmonique  de 
l'autre,  par  rapport  aux  sommets  du  côté  sur  lequel  il 
est  situé,  sont  dans  le  même  plan. 

7 .  Les  plans  tangents  à  une  même  surface  de 
deuxième  classe,  qui  passent  par  les  côtés  d'un  pentagone 
gauche  circonscrit  à  elle-même,  coupent  les  côtés  non 
adjacents  en  dix  points,  qui  sont  situés  sur  une  même 
surface  de  second  ordre  ou  tels  que  neuf  quelconques 
d'eux  elle  conjugué  harmonique  de  l'autre,  par  rapport 
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aux  sommets  du  côté  sur  lequel  il  est  situé,    sont  sur 
une  même  surface  de  second  ordre. 

Le  polygone  du  théorème  V  direct  peut  être  aussi 
plan:  s'il  est  j)lan,  le  lliéorème  devient  le  suivant  : 

8.  Dans  un  polygone  plan,  les  points  d'intersection 
de  tout  côté  avec  les  côtés  non  adjacents  à  lui  divisent 
ces  côtés  dans  des  rapports  dont  le  produit  est  4-  i . 

VI.   Si  A|  Ao  .  •  •  A«  est  un  polygone  plan,  en  faisant 

As  A.s-i-1  =  Us        (s  =  \,i,  .  .  .,  n;  n  -+- 1  =  i), 

et  désignant  peu-  f/,  ?/,  .  -  .,  t^'"  les  m  tangentes  con- 
duites par  As  à  une  courbe  de  classe  ni^  on  a  la  rela- 
tion 


(.  n 


sin(aç.«^+,)       sin(a,,. .  f/^,  )  sin(«,  .^j^V) 


sin  (,  t's^y .  a,-Hi  )  sin (  t^'+i .  a^_,.i  )  sin (  ijf ,' .  Us+i  ) 


En  etï'et,  si  ts^\  est  une  droite  passant  par  un  sommet 
A^^,  du  polygone  et  M  le  point  où  ts^i  coupe  la  diago- 
nale A^A^^2i  le  produit  des  rapports,  dans  lesquels  les 
points  d'intersection  de  t^^t  avec  les  côtés  non  adjacents 
à  A^^i  divisent  ces  côtés,  est 


MA, 
et  pour  cela 

a  g       sin(  /,-i-i  .Us  ) 

et  donc  le  produit  de  tous  les  rapports  analogues  corres- 
pondant aux  mn  tangentes  t'^  ,  t]  ,  ....  f^"*  '  est  égal  à 
l'inverse  du  premier  membre  de  la  (2). 

VII.   Si  A(  Ao  .  .  .  A,j  est  un  polygone  gauche,  et  si 
C on  désigne  par  a^  le  côté 

Aj-  A4M-1         (s  =  1 ,  2,  ..../*  :   /i  -I-  I  =  1  ;  n  -^  1  ■=■  1), 
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par  ps  le  triangle  A^A^^,  A,ç_|.2  ou  sou  plan,  et  par  ?^', 
t.l  y  .  .  . ,  t'"'''  les  m  plans  tangents  conduits  par  as  à  une 
surface  déclasse  ni^  on  a  las  relations 


sin  ('  a^  .  /ç'j.  I  )        sin  (  rr^  .  t"^^  )  sin  {a,. .  ^j"',' } 


^  n 


TT     sin(/?,.^,^ 
11  sin( /;^i  . />., 


s=l 


s  i  II  (  //+ 1  .  «^+2  )    s  i  n  (  </:;  1 .  a.ç+2  )  s  i  n  (  t^!l'l .  a^+a  ) 

s  i  n  (ps  .  /.ç+ 1  )       si  n  (  p^.  t"+  j  )  sin(/'.,  .  ^t'"V  ) 

-1  )  siiH^;+i  .ps+i)  "  '  sin  (  /^'/V  .  /'..+i  ) 


En  elï'et,  si  t^^t  est  un  plan  passant  par  «.94.1,  et  M  le 
point  où  fs^f  coupe  la  diagouale  A?  Aç^g,  le  produit  des 
lapporls  dans  lesquels  les  points  d'intersection  de  f^^, 
avec  les  côtés  non  adjacents  à  «f^,  divisent  ces  côtés  est 


égal  à 


A.S+3M 


MA., 
Mais  on  a 

A5+3  M  _  a,-+2  sin(<7,,+2  .  /^+i) 
M  A.S  «^.s-        sin(  /,.4_i .«,,.) 

et  aussi 

Ajt+sM  _  tétraèdreA,ç+3A5+2  A,,._Hi  M  _  p^+i   si n(/),,.+i. /,,_,_,  ) 
iMa^  tétraèdre  MA^+iA^s+aA^-  yj,,-       sin(<^.^.i  ./>^  ) 

et  pour  cela  le  produit  de  tous  les  rapports  corres- 
pondant à  tous  les  plans  tangents,  comme  au  théo- 
rème V,  est  égal  soit  à  l'inveise  du  premier  membre 
de  la  (3),  soit  à  l'inverse  du  premier  membre  de  la  (4)- 

VIII.  J'observerai  encore  que  l'on  peut  formuler  des 
théorèmes  analogues  aux  théorèmes  I,  11^  III,  IV,  VI  et 
relativement  au  polygone  sphérique,  et  relativement  au 
polygone  gauche,  par  les  sommets  duquel  passent  les 
plans  tangents  à  nue  surface  algébrique  et  parallèles  à 
une  même  droite  PQ-  Ces  théoi'èmes  se  démontrent  en 
ayant  recours,  dans  le  premier  cas,  à  la  projection  de 
la  ligure  du  centre  de  la  sphère  sur  un  plan,  dans  le 
second  cas,  à  la  projection  sur  un  plan  parallèlemeut  à 
la  droite  PQ. 
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SUR  l\  PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  VUM  ('); 

Par  m.  Romuald  BLAZEIEVSKI. 


Nous  avons  les  équations  de  trois  hyperboles 

dont  les  coordonnées  sont  liées  par  la  relation 

y{-i.x  —  i)  =  x{i  —  x). 

Le  paramètre  u  dépend  de  l'inconnue  D,  diamètre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle,  dont  les  bissectrices  (V) , 
tVo.  ^3  sont  données.  En  elFet,  nous  avons  posé 

.-r,  X.-,  3-3 

Pour  fixer  les  idées,  nous  avons  supposé  que  x, ,  oto,  ^3 

C 


sont  des  qviantités  positives,  mais  yi  et  u  peuvent  avoir 
un  signe  quelconque.  Pour  u  négatif,  nous  aurons  l'hyper- 
bole tracée  par  points  sur  la  figure;  les  intersections 

C)   Voir  y  série,  t.  XIII,  p.  c.S. 
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(  5o  ) 
{X,  p.'  de  celte  courbe  avec  la  courbe  en  trait  continu 

y{'ix  —  i)  =  x{i  —  x) 

peuvent  être  au  delà  des  ordonnées  AC,  aV .  Il  est  facile 
de  justifier  cette  méthode  :  comme  nous  savons,  il  y  a 
dans  le  triangle  des  cercles  exinscrits  5  si  nous  prenons 
le  rayon  d'un  tel  cercle  avec  le  signe  négatif,  on  peut, 
en  conservant  pour  x/  les  signes  positifs^  continuer  la 
représentation  géométrique  du  problème  avec  le  para- 
mètre négatif  u. 

Nous  avions  établi  les  équations 

rtiiD  Xi{i  —  Xi)  =  ix\XiX^ —  X2X3, 


/     ni2iJX2,{l X^)  :=:■  IXyX'iXz XiXi\ 

la  soustraction  donne 

nii  Dj"i  (î —  Xi  )—  m^Dxi{\  —  ^2)  =  (^\  —  ^2)^3  ! 

la  relation  d'Euler  X3  =  2  —  Xy  —  Xo  permet  de  faire  la 
séparation  de  variables 

iniX)Xi{\  —  X^)-^X\  2^1  =   W.2Da?2(l ^2)-*-  ^2 2  3^2, 

et  de  même  nous  avons  cette  expression  égale  à 

W3  D3  a"3  ( I  —  j^a  ) -+- ar|  —  2 373. 

Ajoutant  l'unité  et  chassant 

miX)iXi{\  —  Xi) 

à   l'aide  des   équations  (i),   désignons    la    valeur  com- 
mune de 

miïiiXi{i  —  Xi)-{-{Xi—\y- 
par  F, 

F  =  ixix^xz-^ixi  —  1)-  —  .r2a"3 

=  i      6X1372373+  \(a?i—l)2—\    37,^3      , 

quantité  par  rapport  aux  racines  de  l'équation  en  t  qui 


(  5i  ) 
peul  ùlre  écrite 


t(t-iy-^{y-i)t-^{y-i)- 


le  coefficient  y  est  donné  par  la  relation 

qx- —  9'  -t- 


(2^—  2)(j—  0  = 


LiX- 


1  —  X'   = 


De  l'équation  en  t  nous  avons 

^(^1 -I)'-- 3(7-1)  -  1(7-1)2  ^  =  "> 


mais 


2(2-- l)2+  3(y  _I)_J  =  o. 

Ainsi,  en  se  reportant  aux  relations 

XiX23Ci=  ^  {y —  i),  y  x-iXz  =  y^ 

nous  avons 

F  =  -f{y-i)-(y-i)=  -j—î-- 

Nous  obtenons  l'équation 

T  —  n 

niiDxiii  —  Xi)-i-(xi  —  i)- 


.\x^ 

Comme    x^ —^     k  =  m,  ttij,  -+-  77?o  m-^  -\-  m^  m,  , 

D  y  ^' 

/  =:  /«,  m2/?2;{,  </  =  —>  l'équatioti  pour  x,  sera 
(2)         mil>Xi{i  —  xj  )-h{Xi  —  iy-  —  ^D'-(/c  —  ID)  =  o. 
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Poui'  x-2-,  X3  nous  aurons 

ni.Dx^ii  —  x.2)-h(.T.2—  ly-  \î)^'{k  —  ID). 
Ordonnant  (2)  par  rapport  à  X( ,  nous  avons 

(1  —  7?iiD)a7f -i-(miD  —  ■2)  Xi-hi  —  lT>-{k  —  IB). 
Introduisons  à  la  place  de  Xi,  Xo,  ^3, 

a^i  — i=:DjKi,         a".>  — i  =  Dj2,         -2:3  —  1  =  073, 
nous  aurons 

-  m,  DVi(n-  O71  )+  D^jI  =  i  D2(A-  -  ^D); 
en  divisant  par  D^,  nous  aurons 

([  -  m,D)f\-mryi  =  l{k-lT)), 
[(I  -  m,D)  j,  -  I  mi]2  =  1  [m?  -+-(Â-  _  ZD)  (  i  -  miD)]  ; 
il  est  facile  de  constater  que 

mf  -h  A-  —{kiiii  -f-  ^)  D  -f-  /miD2 

=  (  mi-t-  /?i2 —  /«i/H^D)  (  Wi-i-  m3 —  nii  m^T)). 

Introduisant  pour  un  moment 

II  ,11  II 

a  = 1 >  o  =  — 1 ,  c  =  ■ 1 ) 

/;i2        "Î3  '"1         "^3  "^1         /'^2 

nous  aurons 

(i  —  mi  D)yi  —  I  /«i  =  j  nii  \/m-2nis  \/(D  —  b  )  (D  —  c), 
(i  —  niiD  )yn  —  i  m^  =  v  '«a  s/niini^  \/(D  —  c)(D  —  «), 
(i  —  ms D )  j3  —  \  nis  =  {  tn^  sfm~[m^  /(D  —  «)(  D  —  6); 

les  inconnues  yi  sont  exprimées  par  les  radicaux  dans 
lesquels  entrent  trois  facteurs  D  —  «,  D  —  ô,  D — •  0. 
Les  (juantités  «,  Z»,  c  ne  peuvent  être  égales,  sinou  que 
deux  quantités  ///,,  //Zo,  '"3  sont  égales;  et  ces  dernières 
sont  différentes  toujours  si  les  données  du  problème  ÇV|, 
cp'o,  (V3  ne  sont  pas  égales;  par  exemple  si  /7z,  = /«o» 
on  a 

-^ =     ,  iVj    =   (V|. 


(  53  ) 
Ainsi,  le  problème  amène  A  la  coîisidération  dn  poly- 
nôme du  troisième  degré  ^(D —  <''■)  {^  —  ^)  (^  —  ^')- 
Posons 

dD 

di>  =     ,  ■> 

/(D  — rt)(D— 6j(D  — c) 
nous  aurons 


dv  v/D  —  a  «'^ 

Ainsi,  nous  aurons 


(i  —  /Hj  D  )y\  —  \  nii  =  nii  \J m.i  nii 


rf\/D 


dv 


,  r>\      ]  ,  t^  1  / d  v/D  —  b 

t^6)      <   (i  —  moDjj-,  —  i /«o  =  "'-2  V  "'i'"3 — —? ' 

/  n  N  1  / ^^  v/f)  —  f 

(i  —  m^\))y^  —  i  W3  =  m3  </niiin.2 -j- 

Si  l'on  fait  D  —  a  =  A  A-,  A  étant  une  constante  que 
nous  déterminerons  après,  on  a 

D  — Z»  =  «  — 6 -f-AX2,         D  — c  =  a  — c^- A}.2. 

Supposons    a';>  b^  c^    nous    aurons    l'avantage   de 

prendre  A=:b — a,    et    désignant  -^^ par  A-,   nous 

aurons 

\/l>  —  a  =  >/b~  al. 


v/D  — 6  =(a  — 6)v/i  — X-^ 
y/D  —  c  =  y/a  —  c  y/i  —  /:-  X- . 

ïiCS  équations  (3)  donnent  yi  et  D  comme  fonctions 
elliptiques  de  la  variable  i^.  Faisons  cette  remarque,  que 
les  équations 

(i  — miD}j-^—  miji  —  |(A-  —  lD)^o, 

sont  unicursales  ;  et  s'il  fallait  considérer  une  seule  de 
ces  équations,  il  n'y  aurait  aucune  nécessité  d'introduire 
des  transcendantes.  La  résolution  de  la  première  amène 
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un  radical  portant  sur  un  trinôme  du  second  degré. 
Mais  si  l'on  considère  l'ensemble  de  trois  équations,  on 
est  contraint  de  recourir  aux  transcendantes  elliptiques. 
On  voit  une  réciprocité  entrey,  et  y^D — a.  La  pre- 
mière est  fonction  de  D  —  a  et  de  sa  dérivée;  on  peut 
constater  qu'il  en  est  de  même  de  yD  —  a.  DifFéren- 
tions  l'équation 

(I  -  m,V>)y\  -  m,y,  _  1  (A-  -  /D)  =  o 

par  rapport  à  ?/,  comme 

2(1  —  rrii  \y)y\ —  wj 

/ /~r -1 r / d  i/D  —  a 


du 


on  a 


ou  bien,  en  éliminant  j^^, 


réduisant  le  coefficient   de  y/D  —  a  et  divisant   par   le 
terme  constant  m^ , 

^m^rtii  -^ p-  (7712-1-  '«3-+-71)  VD  — a  =0. 

du         4    •  —  Wi  U 

En  général,  J7  dépendent  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  mais  cette  équation,  compliquée, 
ne  nous  apprend  pas  grand'cliose  sur  le  mode  d'exis- 
tence des  j'i.  On  a  l'habitude,  en  discutant  les  cubiques 
planes  (Halphen,  t.  II,  p.  4i3),  de  prendre  l'origine 
de  coordonnées  sur  la  courbe;  rien  de  plus  facile  que 
de  changer  la  variable  D  en  x  lié  à  D  par  la  relation 


(  ^-  ) 

nous  aurons 


niik       mix\     ,^  I 


-V' 


niiK        ni\X 


mais  les  formules  sont  plus  compliquées. 

Pour  compléter   la  discussion  des  formules,  remar- 
quons que  les  points  donnés  par  les  équations 
(i  —  /«iD)j'2 —  //jj  Dj'  —  F  =  o, 
(i  —  m2D)jK- —  raiYiy  —  F  =  o, 
(i  —  /;î3D)^2 —  ni'iXiy  —  F  =  o, 

si  Ton  représente  les  racines  par  les  abscisses 

d'une  ligne  droite,  sont  en  involution.  Eu  effet,  nous 
avons 

mi{m<i  —  ^3)-+-  m^ims  —  mi)-\-  m3(mi —  m.2)  =  o. 

Désignant  les  premiers  membres  des  équations  par 
A,  B,  C, 

(mj —  '"3)  A  -+-(/n3  —  W]  )-f-  mi(mi  —  m?)  C  =  o. 
Supposant  G  =  o,  nous  aurons 

(ma— m3)(i  — /niD)(jK3— 7i)(73  — 7î) 

-^(013—  mi )  (1  —  m, D)  (^3  —  72  )  (73  —  72  )  =  o, 

mais  la  présence  de  l'inconnue  D  empêche  d'appliquer 
cette  théorie  :  s'il  n'y  entrait  pas  la  variable  D,  alors 
cette  équation  permettrait  de  la  prendre  arbitraire  sans 
que  l'involution  cessât  d'exister.  Et  alors,  de  la  nature 
des  valeurs  quelconques  y/,  on  pourrait  conclure  sur  le 
mode  d'existence  de  celles  qui  résolvent  le  problème, 
par  exemple  si  l'équation  donnant  D,  qui  est  d'un  degré 
élevé,  est  irréductible  ou  non. 
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Wm  NOUVELLE  DÉFIiMTIO^  DU  PLAN'; 

Pau  m.  E.  BALLUE, 

Professeur  au  lycée  de  Lorient. 


On  définit  ordinairement  le  plan  :  une  surface  telle 
que  Ja  droite  qui  passe  par  deux  quelconques  de  ses 
points  est  tout  entière  située  sur  cette  surface. 

Cette  définition  présente  le  grand  inconvénient 
d'assujettir  le  plan  à  une  infinité  de  conditions. 

Ne  pourrait-on  définir  le  plan  par  une  propriété  ca- 
ractéristique plus  simple  que  la  précédente,  et  déduire 
celle-ci  de  la  nouvelle  définition? 

Tel  est  l'objet  de  cette  étude. 

Nous  commencerons  par  rappeler  la  définition  de  la 
ligne  droite  et  une  de  ses  propriétés  fondamentales. 

Ligne  droite.  —  On  appelle  ligne  droite  une  ligne 
possédant  la  propriété  suivante  :  Par  deux  points  on 
peut  faire  passer  une  ligne  droite  et  l'on  n'en  peut 
faire  passer  quune. 

On  déduit  de  cette  définition  la  propriété  suivante  : 
Si  l'on  fixe  deux  points  A  et  B  d'un  corps,  et  qu'on 
imprime  un  mouvement  à  ce  corps,  tous  les  points  du 
corps  situés  sur  la  droite  AB  restent  immobiles. 

Plan.  —  Par  analogie  avec  la  ligne  droite,  nous 
appellerons  plan  une  surface  possédant  la  propriété  sui- 
vante :  Par  trois  points  on  peut  faire  passer  un  plan, 
et  V on  n'en  peut  faire  passer  qu  un  si  les  trois  points 
ne  sont  pas  en  ligne  droite. 


(  •>7  ) 
Théorème.  —  Deux  plans  quelconques  P  et  P'  sont 
superposai) les  dans  toute  leur  étendue. 

Prenons  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite, 
dans  le  plan  P'.  Transportons  le  plan  P'  de  manière 
que  A  et  B  viennent  s'appliquer  sur  le  plan  P,  et  faisons 
tourner  P'  autour  des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes 
jusqu'à  ce  que  le  point  G  vienne  s'appliquer  sur  le 
plan  P.  Les  deux  plans  P  et  P',  passant  par  les  trois 
mêmes  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite,  coïncident 
par  définition. 

Corollaire  I.  —  Un  plan  est  une  surface  qui  s'étend 
à  V infini  dans  tous  les  sens. 

En  clTct,  un  plan  est  déterminé  par  trois  points  A, 
B,  C  non  en  ligne  droite,  et  ces  trois  points  peuvent  s'é- 
loigner dans  tous  les  sens  aussi  loin  qu'on  le  désire. 

Corollaire  II.  —  L^n  plan  coïncide  encore  avec  lui- 
même  lorsqu'il  a  subi  un  déplacement. 

Corollaire  III.  —  Un  plan  coïncide  encore  avec 
lui-même  après  qu  on  l'a  retourné  ('  ). 

Corollaire  IV.  —  Une  figure  plane  peut  être 
transportée  dans  son  plan  sans  altération. 

Théorème.  —  Par  trois  points  en  ligne  droite  A, 
B,  C  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans. 


C)  Il  conviendrait  peut-être  de  définir  exactement  le  sens  du  mot 
retourné.  On  y  parvient  de  la  façon  suivante  :  Un  plan  étant  une 
surface  qui  s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens  partage  l'espace  en 
deux  régions  distinctes.  On  peut  considérer  un  plan  comme  ayant 
deux  faces,  la  premièx'e  adjacente  à  la  première  région,  la  deuxième 
adjacente  à  la  seconde.  Retourner  un  plan,  c'est  le  déplacer  dans 
l'espace  de  manière  que  sa  seconde  face  devienne  adjacente  à  la 
première  région  et,  par  suite,  la  première  face  adjacente  à  la  se- 
conde région. 
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Par  définition,  on  peut  faire  passer  un  plan  P  par 
les  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  C.  Faisons  tourner 
ce  plan  autour  des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes. 
D'après  la  propriété  de  la  ligne  droite,  le  point  C  reste 
immobile.  Le  plan  P  passe  donc  constamment  par  le 
point  C.  Autrement  dit,  il  passe  une  infinité  de  plans 
par  les  trois  points  A,  B,  C. 

Théorème.  —  Un  plan  contient  la  ligne  droite  qui 
passe  par  deux  de  ses  points. 

Soient  A  et  B  deux  points  d'un  plan  P,  C  un  point 
quelconque  situé  sur  la  droite  AB.  Il  suffit  de  démon- 
trer que  le  plan  P  passe  par  C. 

Par  les  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite,  faisons 
passer  un  plan  quelconque  P'  et  faisons-le  tourner  au- 
tour des  deux  points  A  et  B  supposés  fixes  jusqu'à  ce 
qu'un  autre  de  ses  points,  D,  non  situé  sur  la  droite  AB, 
vienne  rencontrer  P.  Les  deux  plans  P  et  P'  passant 
par  les  trois  mêmes  points  A,  B,  D,  non  en  ligne  droite, 
coïncident.  Le  point  C  n'a  pas  bougé  pendant  le  mou- 
vement de  P'.  Donc  le  plan  P  contient  le  point  C. 

c.    Q.    F.    D. 


NOTE  SUR  L'ÉOUATION  DIFFÉRENTIELLE  DES  SURFACES 
RÉGLÉES; 

Par  m.  d.  SINTSOF, 

Agrégé  de  l'Université,  à  Kasan. 


C'est  une  forme  nouvelle  de  ladite  équation  que  je 
veux  établir  dans  ce  qui  suit.  Sous  forme  fixée  une  sur- 


(  ^^9  ) 
face  réglée  peut  être  déterminée  par  deux  équations 

}  y  =  bx  -h  ^, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  d'un 
paramètre  variable  9.  La  seconde  de  ces  équations  en 
donne  la  valeur  en  fonction  de  x  et  dey,  que  l'on  porte 
dans  la  première  et  reçoit  ainsi  l'équation  explicite  de 
la  surface.  On  peut  donc  différentier  les  équations  (i) 
en  j  comptant  9  fonction  de  x  et  dey,  ce  qui  donne 

d'où,  en  éliminant  xa'^  -+-  H  ^^  ^^'%  +  %  î 
(a')  P  =  a-^~q, 

(2")  o=.6+^; 

et  enfin 

(3)  p  =  a  —  bq. 

Différentions  (3)  encore  une  fois  par  rapport  àx  et  ;^, 
et  posons  comme  à  l'ordinaire  y^  =  '">  •  •  -, 

bs -^  r  =  {a\^— qb'f^)W^, 
bt-\-  s  ={a'^—qb'^)^'y., 
bs  -\-  r  ^  Q'^  _^ 

bTT's  ""  ô^  ""  ■"    ' 
d'après  (2"),  c'est-à-dire 
(  \  )  tb'^-^  2sb  -\-  r  —  o. 

Différentions  de  nouveau  (4),  et  posons  pour  abréger 


l'écriture 


A, 


()3. 


(     60     ) 


nous  aurons 


dx'^  dy 

i{bt-\- s)b\^'^=^—{h->-m-v-  ibl  -+- /c), 

i{bt  -H  5)696'^.  =  — (62/1  +  26m  +  i), 

b-jn  —  26/  ^-  A" 


b'^ Il  -1-  'ibni-{-  l 


=  ÔC=-*' 


c'est-à-dire 

(5) 


nb^  -\-  3m6--i-  3  Ib  -{-  k  =  0. 


C'est  à  l'aide  de  ces  équations  (4)  et  (y)  que  Ton  dé- 
finit ordinairement,  depuis  Monge,  l'équation  différen- 


tielle des  surfaces  réglées. 


Remarquons  d'aboixl  que,  symboliquement,  on  peut 
écrire  (4)  et  (5)  ainsi  : 


ou 


àx  ày  ^     ^ 


o, 


à  ,    à 

àx  dy 


dX'^ 


Formons  les  combinaisons 


(6)  j  [r(5)  — A-(4)]=o  =  (3rZ  — 2sA-)+(3/-m  — M-)6-+-/viè^ 

(7)  t(5)—  fib{i)  =  o  =  tk  +{3  tl  —  m) b -i-Ci  tm  —  2sn)fr. 

En  éliminant  des  équations  (4),  (6)  et  (7),  linéaires 
en  b  et  è-,  ces  quantités,  nous  avons  l'équatiou  sous 
forme  d'un  déterminant  : 


(8) 


r  'is  t 

3  ri  — isk     3  rm  —  tk  r/i 

tk  3tl  —  rn      3  tni  —  2  sn 


t^  k^  -^  qrr- 1"-  -{-  qr"-  tm"-  -j-  r^  n^ 
(8')   }  —6s(tikl-h'irtlm  +  r-^nin)-h6s''(tkm-^rln) 

I  —  -xs^kn  —  6(rt  —s^){rln  —  3nk  +  tkm)—  o. 


(  6I  ) 

Pour  lui  donner  une  Ibruie  plus  symétrique,  remar- 
quons que  les  surfaces  développables  sont  un  cas  parti- 
culier des  surfaces  réglées;  l'équation  difTérentielle  de 
ces  dernières  doit  donc  être  satisfaite  en  vertu  de  l'équa- 
tion rt  —  2  5-  =  G  et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  x  et  r  : 


(9') 

(9") 


kt 

a 


isl  -\-  r  m  =  o, 
i.sm-\-rii   =  o. 


Le  premier  membre  de  l'équation  (8')  doit  donc  s'an- 

nuler  avec  A  = /£  —  s-.   -—  et  -— ,  ce  qui  nous  donne 

ox  oy  -• 

l'idée  de  le  présenter  à  l'aide  de  ces  trois  quantités.  En 
remarquant  que  nous   avons  un   terme  t^  x-  qui  peut 

provenir    de    t  (  —  1     et  un  autre    r^n-^r[rn)-^   qui 

vient  de  ;■(  —  j  ,  nous  recevons  par  un  calcul  facile  la 
forme  suivante  de  l'équation  considérée  : 


'itT 


\dxj  \dy 


'■m 


(lo) 


r 

dr 
àx 

'ày 


s 

ds 
Ox 

ds 
ày 


t 
dx 

ày 


Le  déterminant 


Or 
dx 
Oj^ 
Ox 


s 

Ox 
El 


t 

Ot 

dx 


o\ 


d\ 


s'annule  aussi  en  vertu  de  A  =  o,  -—  =0,^  =  0.  C'est 

dx  dy 

l'équation  (10)  que  nous  avons  voulu  donner  dans  cette 
Note. 


(  62  ) 

SUR  LES  DÉTERMIXANTS  DONT  LES  ÉLÉMENTS  PRINCIPAUX 
VARIENT  EN  PROGRESSION  ARITHMÉTIQIE; 

Par  m.  Alfredo  CAPELLI,  à  Naples. 


Les  déterminants  dont  les  éléments  principaux   va- 
rient en  progression  arithmétique  sont  de  la  forme 


F(^,7): 


(0 


«11 -T-^  «12  <^13 

«31  «32  «33 -+---^27 


««3 


«2/t 
«3« 


(Inn-^  -  -l-(/l  —  J)y 


Ils  dépendent  de  deux  variables  z  et  j'5  mais  ils  peu- 
vent toujours  se  développer,  d'une  façon  très  simple,  à 
l'aide  de  déterminants  qui  jouissent  de  la  même  pro- 
priété et  ne  dépendent  que  de  la  variable  y.  On  a,  en 
effet,  l'identité  suivante 

F(^,  J)  =  -(^-+-JK)(^^-27)•••[-^-('^-0J] 

-hziz-^y)(z^-iy)  ...[z-i-{n  —  i)y]^an 

^ziz^y)(z---iy)...[z-^{n-3)y]   ^ 


-sC-^  ^-7)  (-2 -+- 2j>')  ...[--*-(«  — 4)j] 


'■</>" 


X      2^  aji     ajj-^y  aj,, 

«11  «12  .   .   .  «171 

«21         «22-+-^^        •••  «2« 


a, 


ann-^in  —  i)y 


(63) 

Dans  le  second  membre  de  cette  identité,  chaque 
somme  doit  s'étendre  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des 
indices  i,  j.  h,  ...  qui  satisfont  à  l'inégalité  qu'on  voit 

au-dessous  du'signe  \  . 

Ainsi,fpar  exemple,  on  aura,  pour'«  =  3  : 


«u  — - 

«12 

«13 

«21 

ctii^z^y 

«23 

«31 

«32                    « 

zz^z-^iy 

=  z(z^ 

-  v)(-  — 2:k)> 

-''-  — r)(«n  -^  «22-+-  «33) 

-\ 

«11              «12 
«21        «22 -^-J 

«11         « 

«31        «33 

13 

- 

«22 

«32 

a 
«33 

-y 


«u  «12  «13 

«21       «22-'-JK  «23 

«31  «32  a.i3H-2r 


L'identité  (1)  se  déduit  facilement  d'une  identité  que 
j'ai  établie  par  des'considérations'empruntées  à  la  théorie 
des  opérations  invariantes  (voir  Rendiconti  deLV  Ac- 
cademia  délie  Scienze  di  Napoli;  marzo  1889).  Ce  ne 
serait  donc  pas  sans  intérêt  si  l'on  pouvait  donner  une 
démonstration  directe  de  cette  formule. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSEE  AU  C0\C011RS 
D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  E\  1894; 

Par  m.  J.  LEMAIRE. 


On  considhe  les  coniques  représentées  par  l' équa- 
tion 

J"' -f-  2 À xy  —  i\bx  —  \{a  —  b)y  =  o. 

où  ft,  b  sont  deux  constantes  et  A  un  paramètre  va- 
riable : 


(  64  ) 

1°  Prouver  que,  si  \  varie,  les  polaires  d'un  point 
fixe  M  par  rapport,  à  ces  coniques  passent  par  un  point 
fixe  P,  dont  oji  calculera  les  coordonnées.,  au  moyen 
des  coordonnées  du  point  M  5 

2°  On  fait  décrire  au  point  M  une  droite  arbi- 
traire A, 

ux  -t-  vy  -t-  tv  =  o; 

prouver  que  le  point  P  décrit  alors  une  conique  S  et 
que,  lorsque  A  se  déplace  dans  le  plan,  la  conique  S 
se  déforme  en  passant  par  trois  points  fixes  A,  A',  A". 
Inversement^  quand  le  point  P  décrit  la  conique  S,  le 
point  M  décrit  la  droite  A  ;  que  devieiit-il  quand  le 
point  P  vient  en  l'un  des  trois  points  A,  A',  A"? 

3"  Oii  doit  être  pris  le  point  M  pour  que  le  point  P 
soit  rejeté  à  l'infini?  Quelle  position  doit  avoir  la 
droite  A  pour  que  la  conique  S  qui  lui  correspond  soit 
une  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole? 

4"  On  considère  toutes  les  coniques  S  qui  sont  des 
paraboles  et,  en  paj'ticulier,  les  axes  de  ces  courbes. 
Prouver  que  par  tout  point  du  plan  il  passe  trois  de 
ces  axes;  distinguer  les  points  du  plan  pour  lesquels 
ces  trois  axes  sont  réels  et  ceux  pour  lesquels  un  seul 
axe  esl  réel; 

5°  Trouver  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  de 
ces  axes  se  coupent  à  angle  droit. 

I.  Les  coniques  C  représentées  par  l'équation 

(i)  x^-\-  iXxy  —  i\bx  —  4(«  —  b)y  ^=  o 

passent  par  les  quatre  points  fixes  communs  à  la  para- 
bole 

(a)  a72— 4(a  —  b)y  =  o 

et  aux  deux  droites 
(3)  x{y—b)  =  o. 


(  65  ) 
On  sait  (théorème  de  Lamé)  que  les  polaires  d'un 
point  fixe  ^I(^o,jyo)  par  rapport  à  ces  coniques  ont  un 
point  commun  P  :  la  polaire  de  M  est 

Xocr  —  2{a  —  b){yo-^y')-+-'>'[^o7-+-^yo—biT-^Xo)]  =  o. 

Si  donc  J|,j',  sont  les   coordonnées  de  P,  elles  sont 
liées  à  celles  de  M  par  les  relations 


(4) 

d'où  Pou  tire 


Xi 


yi 


_      i{a  —  b)xo(yo-+-b) 
~  xl-+--2{a  —  b){yo—b)' 
bxl—7.(a  —  b)yo(yo—b) 
xl-i-i{a  —  b){yo—b) 


Les  équations  (4)  sont  symétriques  par  rapport  aux 
coordonnées  des  points  M  et  P;  donc  on  aurait  les  va- 
leurs de  3:0  et  }'o  en  fonction  de  a:,,  jK(  par  une  simple 
permutation  d'indices  :  la  transformation,  qui  cliange 
M  en  P  et  réciproquement,  est  une  transformation  uni- 
forme du  second  ordre. 


IL  Si  M  décrit  la  droite 

(A)  ux-h  vy-A-  w  =  o, 

P  décrira  une  courbe  dont  nous  aurons  l'équation  en 
éliminant  Xo,  jKo  entre  les  équations  (4)  et  la  suivante 

ux(j-^  i'yo-\-  <f  =  o. 

Nous  obtenons  ainsi  la  conique 

X        —  ^{a  —  b)     —  2(a  —  b)y 
(S)  y  —  b  X  —  bx 

U  V  w 

Afin,  de  Matliemat.,  Z"  série,  l.  \IV.  (Février  iSçp.) 


(  66  ) 
Cette  équation  peut  s'écrire 

2 (a  —  b)ux{y  -ir  b)^  v[b x-  —  li a  —  b)y{y  —  b)\ 

-+-  iv[x'-^  i{a  —  Z>)  (_7  —  è)]  =  o. 

Elle  est  de  la  forme 

?iCi-i-  f  Co-i-  tf  G3  =  o. 

Quand  A  varie,  les  coniques  (S)  forment  un  réseau  ; 
on  voit  sans  peine  que  les  trois  coniques  C|  =  o, 
C2  =  o,  C3  =  o  ont  trois  points  communs 

A(o,  è). 

A'[-4-'2/è(a  — 6).  —b\ 

A"[—  i\Jb{a  —  b),  —b]. 

Donc,  quand  A    se  déplace,  S  se  déforme  en  passant 
par  ces  trois  points  fixes. 

Remarquons  que,  si  nous  désignons  par  C, ,  C!,,  C!, 
ce  que  deviennent  C(,  Co,  C3  quand  on  y  remplace 
X  et  y  par  les  coordonnées  de  M,  celles  de  P  peuvent 
s'écrire 

_  c; 

g:. 
ji  =  7^' 

et  c'est  parce   que  les  trois  coniques   ont  trois  points 
communs  que  la  transformation  définie  par  les  équa- 
tions (4)  est  uniforme. 
Si  P  vient  en  A,  on  a 

^1  =  0,        Ji  =  b\ 
les  expressions  de  Xq,  jo  en  fonction  de  x,  et  y  t  se  pré- 
sentent  sous  la  forme  -  •  Remarquons    que  les  équa- 
tions (4)  se  réduisent  alors  à 

y^-^b  =  0. 


(6-  ) 

Le  point  M  correspondant  à  A  est  donc  sur  la  droite 
A' A",  et  par  conséquent  au  point  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  A. 

De  même  si  P  vient  en  A'  ou  en  A",  le  point  M  cor- 
respondant se  trouve  au  point  de  rencontre  de  A  avec 
A"  A  ou  avec  AA'. 

Ce  résultat  s'explique  si  l'on  observe  que  AA'A"  est 
le  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  (C). 

III.  Le  point  P  sera  rejeté  à  l'infini  si  les  valeurs 
de  ûTi ,  yi  sont  infinies,  c'est-à-dire  si  le  point  M  est  sur 
la  parabole 

C3  =  x'- -\-  2{a  —  b)  (y  —  0)  =  o. 

Toutefois  si  M  est  en  A,  point  de  cette  parabole,  les 
coordonnées  de  P  ne  sont  plus  infinies,  mais  indéter- 
minées, les  équations  (4)  se  réduisent  à 

JK1-+-6  =  0. 

P  est  indéterminé  sur  A' A"-,  cette  droite  est  en  effet  la 
polaire  de  A,  quelle  que  soit  la  conique  S. 

De  même  si  M  vient  en  A'  ou  A",  points  situés  aussi 
sur  la  parabole  C3  =  o,  le  point  P  est  indéterminé  sur 
A"  A  ou  sur  AA'. 

La  conique  S  est  une  ellipse,  une  parabole,  ou  une 
hyperbole  selon  que  l'on  a 

(a  —  b)-u^->T-  i{a  —  b)  (bv  -+-  tp )  r  =  o, 

011,  si  nous  supposons  ci'^  6,  selon  que 

(a  —  b)u--T-  7.(bv  -h-  ivji'  ^  =  0, 

c'est-à-dire  selon  que  la  droite  A  a  o,  i  ou  2  points 
communs  avec  la  conique 

(  5  )  (a  —  b)  u-  -h  ■2{bi>  -\-  (V  )  i'  =  o, 


(  68) 

qui  est  précisément  la  parabole  €3  =  0  déjà  obtenue; 
conclusions  inverse*  si  a  ■<  ^. 

IV.  Supposons  que  S  soit  une  parabole;  son  axe  est 

(6)  {u--\- ^i>-)( ux  —  ■ii'y) — ■2au^i^  =  o. 

Cette  équation,  qui  exprime  que  l'axe  passe  au  point 
(jrjj^),  détermine,  avec  la  condition  (5),  les  coordon- 
nées tangentielles  des  droites  A  correspondant  aux  pa- 
raboles dont  les  axes  passent  au  point  (x^y). 

Le  coeflficient  angulaire  de  la  droite  (6)  a  pour  va- 
leur—  Posons  —  =  |JL,  l'équation  (6)  devient 

(7)  x^i^  —  ( y -h- a)  u.^ -{- X II — y  =  o. 

C'est  l'équation  aux  coeflScients  angulaires  des  axes  des 
paraboles  qui  passent  au  point  (x,  j'). 

Par  le  point  (x,r)  passeront  un  ou  trois  axes  réels, 
selon  que  l'équation  (7)  aura  une  ou  trois  racines 
réelles  distinctes.  Le  lieu  des  points  (x,  jk),  pour 
lesquels  elle  aura  une  racine  double,  séparera  donc  les 
points  du  plan  pour  lesquels  un  seul  ou  trois  axes 
seront  réels.  Ce  dernier  lieu  s'obtient  en  écrivant  que 
les  dérivées  de  (7)  par  rapport  à  pi, 

(3[j.'-h  i)x  —  2  ixy  —  2a[jL  =  o, 

et  par  rapport  au  paramètre  i  d'homogénisation, 
i^xx  — ( ;a2 -!^  ^^y  —  a  [x-  =  o, 

ont  une  solution  commune  en  îj.,  ce  qui  donne,  en  ré- 
solvant ces  deux  équations  par  rapport  à  x  et  à  y,  la 
courbe  sous  forme  unicursale 

2 <2  u,  aix-ii 1X2) 

a;=- ^>         y—  —. rV"' 


(  ^9  ) 

II 
ou,  en  posant  a  =  col  -» 

■y.a    .                                                 a 
a:  =  — -  sln^^(I  —  co5i<).         y  = cosm(i  -4-  co?,u). 

On  reconnaît  immédiatement  les   coordonnées  d'un 
point  de  l'hypocycloïde  engendrée  par   un    cercle    de 

rayon  -  roulant  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  triple 
dont  le  centre,  situé  sur  l'axe  des  y,  a  pour  ordon- 
née —  j'^^  point  de  contact  du  cercle  qui  roule,  situé 

sur  l'axe  des^,  a  pour  ordonnée,  au  départ,  —  a. 

Cette  courbe  partage  le  plan  en  deux  régions  :  pour 
les  points  de  la  région  intérieure,  pour  le  point  x  =  o, 

y  =^ '  par  exemple,   l'équation    (-)   a   ses    racines 

réelles,  et  par  conséquent  par  chacun  de  ces  points  pas- 
sent trois  axes  de  paraboles  réels;  pour  les  points  de 
la  région  extérieure,  pour  le  point  a:  =  co,  j/  =  o,  par 
exemple,  l'équation  (7)  a  deux  racines  imaginaires,  et 
par  chacun  de  ces  points  passe  un  seul  axe  réel;  quant 
aux  points  de  la  courbe,  par  chacun  d'eux  passent  deux 
axes. 

V.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  des  axes 
se  coupent  à  angle  di'oit  s'obtient  sans  peine  :  soit 
{x^j)  un  pareil  point;  [jl',  jx",  <j!"  les  coeificients  angu- 
laires des  axes  passant  par  ce  point.  On  a,  par  exemple, 

Comme  0.''/'-/"=  —  ?  on  en  déduit  u' =  —  —  • 

>     »     '  a?  '  X 

Écrivons  que  —  —  est  racine  de  l'équation  (7),  nous 

obtenons 

^(aa:--)-  2JK--+-  (> y)  =  o. 


(   lo  ) 
Le   lieu  est  donc  un  cercle,    car  si  y  =  o,  comme 
^''x"ix"'  =  —,  nous  ne  tenons  pas  compte,  en  somme,  de 

la  condition  p."  pi."'  =  —  i . 
Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Barisien. 


SUR  LES  RÉDUITES  DES  FRACTIONS  CONTINUES 
SYMÉTRIQUES; 

Par  m.  g.  MUSSO,  à  Gênes. 


A  la  page  4^3  de  sa  Tliéoi'ie  des  nombres,  Edouard 
Lucas  a  donné  la  proposition  suivante  : 

Quand  une  fraction  continue  est  symétrique,  on 
peut  calculer  les  deux  dernières  réduites,  si  l' on  con- 
naît les  deux  dernières  réduites  qui  correspondent  à 
la  première  moitié  de  son  développement. 

Il  a  distingué  deux  cas,  selon  que  la  fraction  est 
symétrique  paire,  ou  impaire,  c'est-à-dire  de  l'un  des 
types 

(I) 


fn   _                         I 

^«             gi-^-. 

1 

I 

q^-^-. 

1 

^"    -  70    1               ' 

f/i 

I 

gn-^^"'     q.+. 

I 

I 

^v-lH-..^ 

I 

I 

(  70 
et  a  trouve,  dans  le  premier  cas, 

I  fil  =  /v'  ^~  y V— 1  ' 

V    o  ra— 1  —  6  V  ^^  6  V— 1  » 

et,  dans  le  second, 

j  /«=  'i/v/v-l, 
(  2  )  j    ^«  =  /v  ^v-1  -t-/v-l  gy  =  /«-l  , 

Cependant,  tandis  que  le  premier  système  de  rela- 
tion subsiste  réellement,  le  second  est  erroné.  Cela, 
on  le  pourrait  vérifier  sur  des  exemples  numériques^ 
mais  nous  le  déduirons  moyennant  la  considération 
d'une  fraction  continue  plus  générale  que  celle  des 
types  (I),  laquelle  nous  accorde  de  trouver  des  rela- 
tions analogues  aux  (i),  qui  comprennent  les  (i) 
mêmes  en  particulier,  et  nous  fournissent  les  vraies 
valeurs  àe  fn,  §n,  fn-\-)  gn-\i  dans  le  cas  qu'il  s'agisse 
d'une  fraction  continue  symétrique  impaire. 

Que  l'on  considère  la  fraction  continue  du  type 

(II)       -^^qo^  ' 


g  II  Çt-t--.  T 


^v 


^V  +  l 


q^+r 


9r 


Nous  avons  d'abord  par  la  propriété  de  l'inversion 

qo- 


9o 


gn  <ll-^-.  I 

qv+r  -+■  —p- 

/v 


/ 


v-i 


(  72  ) 
et  comme 

Jv+r   __    y  v-(-r  /v+/-  1  +  /  v+>— 2 


^v+r  ^v+z-  ,é?'v-i-r-l  -+-  ^v-t-/-— 2 


il  sera 

/•  (  5'v+rH 7—  j  /v+r-1  +  /v+/— 2 

(  gv+r  -4-  ^^  j  é'v+r- 1  -+-  .^v+r-2 

yv/v-t-r  +  ./v— 1  Jv+r—l  . 

y  v^v+/-  +  /v-l  ff^+r-l 

d'où  résultent  déterminées  les  valeurs  dey„  et  ^rt. 

Mais,  par  la  propriété  de   l'inversion,   nous    avons 
encore 


fn  _              ^         I 

^«       ■'"  '    5^1  •+• 

I 

I 

I 

I 

^^"'    '     yv  +  . 

l 

I 

'71-+-- 
qo 

par  conséquent, 

fn      __    /v/v+;-l-yv-l/v+j— 1 
/«- 1  é'v yv4-;- -H  ^v- 1  fy+i-1 

Enfin,  puisque 

fnga~X-fn-ign  =  (-  0"-'  =  (-  l)2(v-l)+r, 

nous  pourrons,  moyennant  la  substitution  en  celle-ci 
des  valeurs  de  f„,  /„_,  et  g^^  déterminer  gn-\-  On 
trouve 

gn-l  =  ^v /^v+r -î-  ,^v-l,5'v+;— 1- 

En  conclusion,  on  voit  que  pour  les  fractions  conti- 
nues du  type  (II)  subsiste  le  système  suivant  de  rela- 


lions 


(3) 


(  73) 

Jn  =^  f'jf'/+r  H-  /v—  I  /  V4-  /—  1 , 


et  nous  pourrons  par  conséquent  calculer  les  deux  der- 

f  f 

nières  réduites  -^ "■~'^ ,  tJi,  seulement  quand  l'on  connaît 

les  quatre  suivantes 


'j-\-r 


ffy-1  .^v         gy+,-1  gy+r 

Mais  les  relations  (3)  comprennent  encore  comme 
cas  particulier  celles  du  système  (r)  données  par  Lu- 
cas (il  suffit  de  faire  /■  ^  o),  et  donnent  enfin  les  vraies 
relations  qui  devraient  former  le  système  (2),  eu  fai- 
sant 7-  =:  I .  On  trouve  en  effet,  par  cette  dernière  liypo- 
thèse, 

l  fn  =  fv  f-/+ 1  -I-  /v- 1  /v , 
(2')         {  fa-l  =  g')f'i+\-+-  g'i-lf-i  ~  f'iS'i~\  -î-/v-lrt'v=  gtii 

Nous  pourrons  conséquemment  conclure  :  que  la 
proposition  énoncée  par  Lucas  subsiste  seulement  pour 
les  fractions  continues  symétriques  paires,  et  que,  s'il 
s'agit  de  fractions  continues  symétriques  impaires,  ou 
peut  calculer  les  deux  dernières  réduites,  seulement  si 
l'on  connaît  les  trois  suivantes 

An,    h,    h±i. 
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SUR  L'EMPLOI  DE  LA  MULTIPLICATION  EXTERIEURE 
m  ALGÈDRE; 

Par    m.   h.  FEHR. 


1.  Dans  le  t.  X  des  Nouvelles  annales,  M.  Car- 
vallo  ('),  après  avoir  défini  très  clairement  la  multipli- 
cation extérieure,  a  donné,  à  l'aide  de  cette  notion,  une 
exposition  fort  simple  de  la  théorie  des  déterminants. 
La  notion  de  produit  symbolique,  due  à  Caucliy  et  à 
Grassmann,  joue  un  rôle  fondamental  dans  la  mélliode 
de  ce  dernier.  Elle  a  été  employée  avec  succès  par 
M.  F.  Gaspary  (-),  qui  a  su  faire  ressortir,  d'une  façon 
très  nette,  les  avantages  que  pouvait  offrir,  en  Géomé- 
trie, l'emploi  de  la  multiplication  extérieure.  En  Algèbre, 
ce  procédé  de  calcul  est  également  d'un  usage  très  fé- 
cond. C'est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  cette 
Note,  en  me  bornant  simplement  à  la  résolution  d'un 
système  d'équations  linéaires  et  à  l'élimination  d'après 
Sylvester.  Enfin  j'exposerai  brièvement  la  notion  d'in- 
variance d'une  forme  algébrique. 

2.  Rappelons  simplement  que  la  multiplication  exté- 
rieure repose  sur  la  convention  unique  que  le  produit 


(')  Nouvelles  Annales,  3°  série,  t.  X,  p.  219-224,  34i-3'|5;  1891. 
Dans  le  t.  XI,  le  même  auteur  présente,  avec  une  remarquable  clarté 
d'exposition,  les  principes  essentiels  de  la  méthode  de  Grassmann. 
Voir  aussi  le  Bull,  de  la  Soc.  math..,  t.  XV,  p.  i58-i66. 

(^)  Bull,  des  Sciences  math.,  2' série,  t.  XI,  p.  222-242;  1887.  Voir 
surtout  dans  le  t.  XIII,  p.  202-240,  son  Mémoire  intitulé  :  Sur  une 
m,éthode  générale  de  la  Géométrie  qui  forme  le  lien  entre  la 
Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analytique. 
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des  quantités  e,,  Co,  .  . .,  e,„,  appelées  unités,  change  de 
signe  quand  on  in  tervertit  l'ordre  des  facteurs,  et  que,  par 
conséquent,  tout  produit  renfermant  deux  fois  la  même 
unité  est  nul. 

On  vérifie  sans  peine  que  ces  propriétés  s'étendent 
encore  aux  quantités 

fonctions  linéaires  des  e/. 

En  particulier,  si  ii  =  m,  on  arrive  à  la  définition  des 
déterminajits  donnée  par  M.  Carvallo 

le  crochet  []  étant,  suivant  la  notation  de  Grassmann, 
le  symbole  de  la  multiplication  extérieure.  Comme  on 
peut  toujours  supposer  les  ei  tels  que  l'on  ait 

[6162  . .  .e,n]  =  i, 

le  déterminant  formé  par  les  a^-^/t  sera  représenté  par 

A=  [piP2...p„,]- 

Le  choix  des  unités  dépend  des  applications  que  l'on 
a  en  vue.  En  Algèbre,  on  peut  les  considérer  comme  de 
simples  quantités  auxiliaires.  Cauchy  (  '  )  leur  a  donné  le 
nom  de  clefs  algébriques. 

3.  Résolution  d'un  système  de  n  équations  linéaires 
à  n  inconnues  {^).  —  Soit  le  système 

Multiplions  ces  équations  respectivement  par  61,^0,  • . ., 


(•)  Cauchy,  Exercices,  t.  IV,  p.  356;  1847,  et  Comptes  rendus, 
i853. 
(  =  )   Voir  Grassmann.  Ausdehniingslehre,  A,,  §§  45,  46. 
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e,i  et  additionnons   membre  à  membre.  Nous  obtien- 
drons, en  posant 

«UA^i-t-  «o,A-e2-+-.  .  .+  an.k^n  —  Pk         (k  =  1,2,...,  «), 
biCi      H-  626-2     H--..-H6/ie«      =p, 

l'équation  unique 

(3)  pi:Ci^pia:.2  +  . .  .-hpnXn  —  p 

qui  peut  remplacer  le  système  (i).  On  retrouve  une 
équation  de  ce  système,  par  exemple  celle  de  rang  /,  en 
faisant  e/=  i,  et  les  autres  quantités  e  égales  à  zéro. 

De  l'équation  (3)  on  déduit  immédiatement,  à  l'aide 
de  la  multiplication  extérieure,  la  valeur  de  l'une  quel- 
conque des  inconnues.  Ainsi  on  obtient  x^  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  cette  équation  par 

[P2P3---Pn]\ 

d'où 

[PIP2-  ■  -Pn]^!  =  [PP^Ps-  •  -Pn]- 

En  effet,  les  autres  termes,  renfermant  chacun  deux  fois 
Je  même  facteur  ;7j,  disparaissent.  D'une  façon  générale, 
nous  aurons,  pour  la  valeur  de  a:/,  la  relation  simple 

^.^    [pPlP2.-.Pn] 
[piPi...pn] 

Si,  comme  plus  haut,  nous  supposons  [ e,  eo • .  .e„]  =  i , 
le  dénominateur  représentera  le  déterminant  du  sys- 
tème. On  reconnaît  l'analogie  de  ce  procédé  avec  la 
méthode  ordinaire. 

Résultant  du  système.  —  Supposons  les  quantités  ^, 
égales  à  zéro,  le  résultant  du  système  proposé  sera 
exprimé  par 

{p\P2.--Pn]  =  0. 

4.  ^élimination.  —  La  multiplication  extérieure  faci- 
lite tout  particulièrement  le  calcul  dans   le   cas  de   la 
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mélhode  de  Sylvester.  Proposons-nous  donc  d'éliminer 
X  entre  les  deux  équations 

CIqX'"^  -r-  Uy  r"»"'  -f-  . . .  -t-  a ,„  —  o, 
60 J""  H-  b\x"-^  -\- . .  .-^  b,i  =0, 

dans  lesquelles  les  a  et  les  b  sont  des  fonctions  des 
autres  variables,  ou  des  quantités  constantes,  n„i  et  Z»„ 
étant  différents  de  zéro. 

Multiplions  la  première  équation  successivement  par 
I,  x,  X-,  . . .,  x"~',  et  la  seconde  par  i,  j:,  a:-,  . . .,  x"^~K 
lien  résultera  un  système  de  m -\- n  équations  entre 
lesquelles  nous  pourrons  éliminer  les  ni  -{-  n  —  i  quan- 
tités a:,  x-,  ...,  x"^^"~^  considérées  comme  inconnues 
indépendantes. 

C'est  ici  que  s'applique  avec  avantage  la  méthode  de 
Grassmann  (').  En  effet,  si  nous  additionnons  ces 
m  +  71  équations,  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  e, ,  eo,  ...,  e,„^„,  nous  aurons  l'équation  unique 

dans  laquelle  les  quantités  pi  sont  des  fonctions  li- 
néaires des  e.  Multiplions  les  deux  membres  de  cette 
relation  par  [;;, /?2  . .  ./7ot^„_<  ],  il  restera  simplement 
l'expression 

[pip-l.  .  .p,n-hn]  =  O 

qui  est  le  résultant  des  deux  équations  proposées.  Ce 
n'est  évidemment  qu'une  forme  abrégée  du  déterminant 
de  Sylvester,  ce  que  l'on  reconnaît  facilement,  d'après 
la  méthode  de  M.  Carvallo. 

o.  La  nof.ion  d'invariance.  —  Considérons  la  forme 

o-  =  371  ei  -<-  X,  6-2  -+-...  -^  X,n  Cm 

(')  Loc.  cit.,  §  93. 
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et  supposons    que   l'on  ait  [e,  e.y  . . .  e„,]^  i .    Si    nous 
effectuons  sur  les  variables  x^,  Xy-,  -  • .,  x^  la  substitu- 
tion linéaire 

Xi    =«11    ^1-4- «12    ^2-+-- • --^  «1/71   ?/n) 
.T2    =  «21    Çl-l-«22    b  +  '--+«2w    ?'«' 


^m  =  (f/nl  ?1  ■+■  <^/«2  Ç2  ~5~  •  •  •  "+"  ^mm  ^//z> 

le  module  de  la  transformation  étant  égal  à  un,  la  forme 
X  devient 

OÙ  £|,  £21  •  •  •  î  ^TO  forment  un  nouveau  système  d'unités 
exprimées  linéairement  en  fonction  des  anciennes. 
Elles  sont  données  par  la  substitution  inverse 

El   =«11  ei-l-«2i  e,-!-.  .  .-+-«„,,  e,n, 

£,    =«12    e2-^-«22    62-4-.  .  .-f-  «„22    e,n, 


î/«  —  «j/;j  'î)  +  «2/H  ^2  ~i~  •  •  •~^  ^^f-mni^^m- 

Et,  puisque  le  module  a  été  pris  égal  à  l'unité, 
nous  avons  [s,  £0  î.i  •  •  •  'w]  =  [e,  ea  . . .  e,„]  =  i . 

Nous  arrivons  donc  à  la  remarque  importante  qu'une 
transformation  linéaire  des  variables  Xi  ,Xo,  . . . ,  x„^  re- 
vient à  un  simple  changemert  d'unités.  On  est  immé- 
diatement conduit  à  la  définition  très  simple  que  : 

Les  formes  ifivariantes  sont  celles  qui  ne  changent 
pas  pour  une  transformation  linéaire  des  unités. 

Cette  définition  est  d'un  caractère  très  général,  vu 
qu'elle  comprend  à  la  fois  les  invariants,  les  covariants, 
les  contrevariants  et  les  autres  formes  analogues. 

A  l'aide  de  la  multiplication  extérieure,  toute  fonc- 
tion homogèney"=/(.r, ,  .r^,  . .  .,  Xm)  peut  être  ramenée 
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à  la  forme  abrégée  (  '  ) 

où  l'on  a 

Cette  notation  diffère  peu  de  celle  d'Aronhold,  généra- 
lement usitée  en  Allemagne,  où  l'on  pose 

/=  «"•  =  {axXx^an.x.2-^..  .)". 

On  a,  par  exemple,  pour  la  forme  quadratique  bi- 
naire dans  l'un  des  systèmes 

/=  «j"2—  a{xxei~T-  XiCi)-  =  ae\x\-^  lae^e^iX^x^i-^-  ae\x\ , 
tandis  qu'on  a  dans  l'autre 

y  =  aj.  =  (aiJ"i-f-  «2^2)-  =  ci\x\  -4-  icix  a^xxx,-^-  a'I  x\. 

Mais  si  la  notation  d'Aronliold  est  purement  symbo- 
lique, celle  de  Grassmann  paraît  tout  à  fait  intuitive  et 
présente  ce  grand  avantage  de  permettre  une  interpré- 
tation géométrique  immédiate. 

Dans  un  de  ses  derniers  Mémoires  (-),  Grassmann 
montre  encore  les  liens  étroits  qui  existent  entre  sa 
méthode  et  l'Algèbre  moderne.  Du  reste,  son  Ouvrage 
de  1844  renferme  les  germes  de  la  théorie  des  formes 
algébriques,  telle  qu'elle  a  été  développée  en  Allemagne 
par  Aronliold,  Clebsch  et  Gordan. 


(')  Voir  la  démonstration  dans  l'Ouvrage  de  Grassmann,  Aj,  §  358. 
Consulter  aussi  le  Traité  de  M.  Schlegel  {Algèbre,  Leipzig,  1875), 
établi  sur  les  principes  de  Grassmann.  L'auteur  consacre  une  place 
importante  à  un  exposé  élémentaire  des  formes  binaires  et  ter- 
naires. 

(')  Math.  Annalen.  t.  \'II,  p.  538;  1874.  Voir  aussi  p.  12  du 
même  tonip. 
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VARIABLES.  Paris,  Gauthier- Villars  et  lils^  1894-  In-8° 
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Les  Traités  d'Algèbre  supérieure  contiennent  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  inverses  et  des  substitutions,  ou  la  théorie 
des  transformations  que  l'on  peut  faire  subir  aux  fonctions  en- 
tières, sans  eu  altérer  certaines  propriétés  essentielles.  Aucune 
de  ces  théories  n'est  abordée  dans  ce  petit  opuscule,  dont  le 
but,  très  modeste,  est  de  compléter  l'Algèbre  élémentaire  en- 
seignée officiellement,  en  étudiant  les  propriétés  fondamentales 
des  polynômes  à  plusieurs  variables,  et  en  essayant  de  généra- 
liser les  propriétés  connues  des  polynômes  à  une  variable. 

On  y  trouve  une  théorie  complète  de  l'élimination  et  des 
fonctions  symétriques,  fondée  entièrement  sur  un  théorème  de 
Jacobi,  qui  a  déjà  rendu  des  services  dans  l'analyse  des  fonc- 
tions abéliennes,  et  qui  est  appelé  à  en  rendre  encore  beau- 
coup d'autres. 

L'auteur  croit  avoir  considérablement  simplifié  la  théorie  de 
l'élimination,  assez,  pense-t-il,  pour  la  mettre  à  la  portée  de 
toutes  les  personnes  qui  ont  suivi  un  Cours  de  Mathématiques 
spéciales. 

Essai  d'une  théorie  élémentaire  des  surfaces  du 
TROISIÈME  ordre,  par  F.  Dumont,  professeur  au  lycée 
d'Annecy.  Annecy,  Joseph  Dépollier  et  C''';  1894. 
Iu-8''  de  1-6  pages. 

C'est  une  étude  intéressante  des  propriétés  déjà  connues  des 
surfaces  du  3*  ordre,  auxquelles  l'auteur  a  ajouté  les  résultats  de 
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SOS  recherches  personnelles.  l*oinla  rapidité  tle  l'exposition,  les 
démonstrations  analytiques  ont  été  mêlées  aux  raisonnements 
géométriques.  Voici  la  composition  des  Cha|)itres  :  Les  droites 
de  la  surface  générale  du  troisième  ordre.  Principaux  modes  de 
irénéralion.  Surfaces  à  singularités  et  surfaces  atiallagniati(|nes 
du  troisième  ordre.  Généralités  sur  les  pôles  et  polaires  dans  les 
surfaces  du  troisième  ordre.  Propriétés  de  la  hessienne.  Repré- 
sentation sur  un  plan.  Intersection  d'une  surface  cubique  avec 
un  pian,  une  quadrique  ou  une  seconde  surface  cubique.  Élé- 
ments d'une  classification. 

A^^uAiKE  POUR  l'an  1895,  publié  par  le  Bi  rf.aiî  des 

LOAGITLDES,     HVCC     dc'S     JNoTlCES     SC  lEAïlFIQUES.     Pan's, 

Gautliier-Villars  et  lils;  1895.  In-i8  tle  iv-826  pages, 
avec  deux  cartes  magnétiques.  Prix  :  broché,  i'^'",  5o; 
cartonné,  s^''. 

Gomme  tous  les  ans  à  pareille  époque,  V Annuaire  du  Bu- 
reau des  Longitudes  vient  de  paraître.  L'Annuaire  pour  1893 
renferme  une  foule  de  renseignements  pratiques  réunis  dans  ce 
petit  Volume  pour  la  commodité  des  travailleurs.  On  y  trouve 
également  des  articles  dus  aux  savants  les  plus  illustres  sur 
les  Monnaies,  la  Statistique,  la  Géographie,  la  iVIinéralogie,  etc., 
enfin  les  Notices  suivantes  :  Les  Ondes  atmosphériques  lu- 
naires; par  M.  Bouquet  de  la  Grve.  —  Sur  le  Congrès 
géodésique  d'Inspriick ;  par  M.  F.  Tisserand.  —  L'observa- 
toire du  mont  Blanc;  par  M.  J.  Ja.nsse.n.  —  La  Photométrie 
photographique;  par  M.  J.  Janssen.  —  Rapport  sur  les  pro- 
positions d' unification  des  jours  astronomique  et  civil;  par 
M.  H.   PoiXCARÉ. 

Leçoks  de  Ci?iématique  proléssées  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  par  Gabriel  Kœnigs,  chargé  d'un 
cours  de  Cinématique  à  la  Sorbonue,  professeur  sup- 
pléant au  Collège  de  France,  maitre  de  conlérences  à 
l'EcoIeNormale  supérieure.  Paris,  A.  Herniann;  i8g5. 
Grand  iu-S".  Un  premier  fascicule  de  viii-240  'pages 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  XIV.  (Février  iSgô.)  6 
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avec  62  iigiiri's  dans  le  texte  a  paru.  Le  second  et  cUrnlcr 
fascicule  paraîtra  en  janvier  iBgo.  Prix  :  l'i'"". 

Ce  Livre  représente,  avec  les  développements  que  jai  cru 
nécessaires,  le  cours  que  je  professe  depuis  sept  ou  huit  ans, 
soit  à  l'École  Normale,  soit  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
-  Dans  un  ordre  d'idées  où  l'Analyse  et  la  Géométrie  ont  tour  à 
tour  fait  leurs  preuves,  le  clioix  des  méthodes  pourrait  sembler 
n'être  qu'une  question  d'école;  s'il  est  vrai  qu'il  se  trouve  en- 
core des  mathématiciens  pour  bannir  systématiquement  de 
leurs  écrits,  les  uns  l'Analyse,  les  autres  la  Géométrie,  ce  sys- 
tème d'exclusion  absolue,  quel  qu'en  fût  le  sens  et  le  caractère, 
ne  m'a  pas  semblé  convenir  à  un  enseignement  véritablement 
scientifique.  Malgré  les  redites  auxquelles  on  s'expose  en  re- 
venant sur  ce  lieu  commun  de  la  prétendue  rivalité  entre 
l'Analyse  et  la  Géométrie,  qui  parait  bien  plutôt  être  celle  des 
analystes  et  des  géomètres,  faut-il  rappeler  quelles  complica- 
tions entraîne  l'analyse  [jratiquée  sans  précautions;  combien  il 
est  faux  de  penser  qu'elle  suffit  à  tout  donner,  pourvu  que  l'on 
s'y  abandonne.  La  méthode  géométrique  a  les  avantages  de  la 
vue  directe  et  de  la  rapidité  des  solutions  dans  quelques  cas 
choisis;  souvent  aussi  elle  constitue  un  procédé  d'exposition 
et  de  synthèse,  très  propre  à  mettre  en  relief,  après  coup,  les 
rapports  cachés  des  choses.  Mais  ce  succès  n'est  pas  assuré.  On 
nous  parle  des  problèmes  où  elle  a  réussi;  on  ne  nous  dit  rien 
de  ceux  où  elle  a  échoué.  En  Géométrie  infinitésimale  surtout, 
où  le  problème  se  traduit  par  une  équation  difTérentieile,  il 
faut  avoir  sous  la  main  une  méthode  plus  sûre,  qui,  tout  en 
suivant  pas  à  pas  les  indications  de  la  Géométrie,  puisse  la 
suppléer  à  l'instant  où  elle  se  dérobe;  une  méthode,  surtout, 
où  la  question  des  signes  des  éléments,  si  essentielle  à  la  pré- 
cision, ne  fasse  jamais  un  doute.  On  ne  saurait  croire  combien 
ces  questions  de  signes  deviennent  délicates  dans  la  Géométrie 
livrée  à  elle-même.  11  fallait  donc  introduire  dans  ces  ques- 
tions une  méthode  ayant  la  précision  et  la  rigueur  de  l'analyse, 
donnant  au  temps  voulu  les  équations  différentielles,  qui  con- 
centrent sur  elles  et  précisent  toutes  les  difficultés  du  problème, 
et  manifestent  si  souvent  des  parentés  entre  des  problèmes 
d'origines  très  éloignées.  Et  cependant,  cette  méthode  devait 
à  chaque  pas  s'inspirer  des  faits  géométriques,  tout  en  écartant 
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les  incoiivt'iiitMits  iiihéiciits  à  l'emploi  tics  coordonnées  ordi- 
naires. 

L'usage  d'un  trièdre  de  référence  mobile,  choisi  de  la  ma- 
nière la  plus  appropriée,  olïVe  tous  ces  avantages.  Entre  les 
mains  d'Albert  Ribaucour  et  de  M.  Darboux,  il  est  devenu  un 
instrument  de  découvertes.  Il  était  donc  naturel  d'introduire 
le  trièdre  de  référence  mobile  en  Cinématique,  et  de  familia- 
riser ainsi  de  bonne  heure  les  étudiants  avec  la  méthode  la 
plus  sure  et  la  plus  puissante  qui  soit  en  Géométrie  infinitési- 
male. 

ÎNous  n'ignorons  pas  que  la  synthèse  géométrique  se  prête 
avec  une  rare  élégance  à  l'exposition  des  faits  les  plus  essen- 
tiels de  la  Cinématique;  mais  nous  estimons  qu'un  professeur 
qui  se  borne  à  démontrer  et  à  exposer,  sans  fournir  en  même 
temps  à  ses  élèves  des  moyens  pratiques  d'investigation,  n'a 
rempli  qu'une  faible  partie  de  sa  tâche.  Un  enseignement  qui 
se  confine  dans  un  cadre  fermé,  et  qui  se  contente  de  moyens 
qui  n'en  sortent  pas,  ne  saurait  être  un  enseignement  scienti- 
fique. Or  l'emploi  du  trièdre  mobile  constitue  une  méthode  de 
recherches,  pou^ant  atteindre  à  tout,  avec  autant  d'élégance 
que  de  sûreté. 

On  verra  que  j'ai  commencé  par  développer  la  théorie 
abstraite  et  purement  géométrique  des  segments.  Il  le  fallait 
bien,  puisque  cette  théorie  n'a  pas  encore  pénétré  dans  l'en- 
seignen)ent  élémentaire.  Quant  à  la  mêler  à  l'exposition  même 
des  faits  cinématiques,  il  y  a  là  le  même  inconvénient  qu'à 
noyer  la  Cinématique  dans  la  Dynamique,  ainsi  que  cela  s'est 
longtemps  pratiqué. 

La  tâche  du  géomètre  est,  non  seulement  de  découvrir  des 
faits  nouveaux,  mais  encore  de  classer  les  vérités  acquises,  et 
de  grouper  ensemble  les  idées  d'un  même  ordre.  La  théorie  des 
segments  appartient  à  la  Géométrie,  elle  trouve  en  Statique  et 
en  Cinématique  deux  applications  importantes:  elle  peut  en 
avoir  d'autres. 

La  Cinématique  tout  entière  repose  sur  le  théorème  de  la 
composition  des  vitesses  et  sur  l'expression  de  la  vitesse  d'en- 
traînement d'un  point  d'un  corps  solide  en  mouvement.  J'ai 
déduit  ces  faits  par  l'analyse,  qui  constitue  pour  les  établir  la 
plus  simple  et  la  plus  naturelle  de«  méthodes.  L'interprétation 
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des  formules,  faite  avec  le  soin  nécessaire,  conduit  au  résultat 
classique  du  mouvement  hélicoïdal  tangent.  Plus  d'un  trouvera 
cette  méthode  un  peu  indirecte,  et,  cependant,  n'est-elle  pas  la 
plus  conforme  à  la  réalité  des  faits?  ^e  met-elle  pas  mieux  en 
lumière  ce  qu'il  y  a  d'artificiel  et  de  voulu  dans  cette  décom- 
position du  mouvement  infiniment  petit,  en  rotation  autour 
d'axes  conjugués?  Ces  rotations  n'existent  pas  en  réalité,  et 
ce  n'est  qu'au  point  de  vue  des  vitesses  que  tout  se  passe 
comme  si  elles  existaient.  J'ai  tenu  cependant  à  exposer  aussi 
les  principes  de  la  méthode  géométrique  directe. 

L'emploi  du  trièdre  mobile  conduit  en  quelques  lignes  aux 
formules  de  Bouret  au  théorème  de  Goriolis.  J'en  ai  déduit  les 
applications  classiques  aux  courbures  dans  le  mouvement  d'une 
ligure  plane,  et  dans  le  mouvement  autour  d'un  point  fixe.  J'ai, 
à  propos  du  mouvement  d'une  figure  plane,  indiqué  les  prin- 
cipes d'une  méthode  propre  à  faire  connaître  la  forme  d'une 
trajectoire  dans  le  voisinage  d'un  de  ses  points. 

Dans  le  mouvement  général  d'une  figure,  j'ai  insisté,  plus 
qu'on  ne  le  fait  habituellement,  sur  la  question  intéressante  du 
roulement  des  courbes  gauches  dans  l'espace. 

Enfin,  les  déplacements  à  plusieurs  paramètres  ont  acquis 
dans  ces  derniers  temps  une  telle  importance,  que  j'ai  cru  de- 
voir leur  consacrer  tout  un  chapitre. 

La  théorie  des  mécanismes  est  généralement  méconnue  en 
France.  On  en  est  encore  ou  à  très  peu  près  à  la  classification 
empirique  de  Monge.  Cependant  le  beau  traité  de  Reuleaux, 
publié  en  1877,  contient  les  germes  d'une  théorie  scientifique, 
devant  laquelle  les  mathématiciens  purs  ne  sauraient  rester  in- 
différenls.  Adoptant,  avec  quelques  modifications,  les  principes 
de  Reuleaux,  j'ai  développé  en  premier  lieu  la  théorie  des  sys- 
tèmes articulés,  puis  celle  des  mécanismes,  et  comme  applica- 
tions je  me  suis  occupé  des  engrenages,  cames  et  excentriques. 

Quelques  Notes  terminales  sont  consacrées  à  des  questions 
qui  ne  pouvaient  trouver  place  dans  le  corps  même  de  l'Ou- 
vrage. 

J'aurais  voulu  faire  précéder  ce  Livre  d'une  histoire  de  la 
Cinématique;  mais  le  temps  m'a  manqué  pour  les  nombreuses 
recherches  auxquelles  j'aurais  été  entraîné.  La  Cinématique  a 
des  aspects  multiples;  les  uns  géométriques,  les  autres  méca- 
niques, et  même  d'ordre  industriel.   A   ce  dernier  point  de  vue 
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j'ai   cité   Reiileaux;   pour   les   questions  géomélriques    lout   le 
monde  connaît  les  travaux  de  M.  Resal. 

il  serait  injuste  d'oublier  ce  que  l'enseignement  de  la  Ciné- 
matique doit  à  mes  vénérés  maîtres  :  Bouquet,  Darboux, 
Tannerv.  Ils  ont  apporté  dans  l'étude  des  questions  cinéma- 
tiques  cette  rigueur  et  cette  précision  inséparables  de  toute 
véritable  science.  M.  Tannerv  notamment,  par  un  enseigne- 
ment de  plusieurs  années  à  la  Faculté  des  Sciences,  a  exercé 
la  plus  salutaire  influence.  Il  a  montré  le  vrai  parti  que  l'on 
peut  tirer  de  l'étude  des  accélérations  dans  la  théorie  des 
courbures,  et  bien  mis  en  relief  ce  fait,  qu'on  paraît  trop  dis- 
posé à  perdre  de  vue,  que  le  temps  en  Cinématique  n'est 
qu'une  variable  auxiliaire  quelconque,  en  sorte  que  la  Ciné- 
matique n'est,  à  proprement  parler,  que  la  Géométrie  du  dépla- 
cement. 

Je  me  fais  un  plaisir,  en  terminant  cette  introduction, 
d'adresser  mes  affectueux  remerciements  à  deux  de  mes  élèves 
de  l'École  Normale,  M]\l.  Cotton  et  Marijon,  qui  ont  bien 
voulu  m'aider  dans  la  rédaction  des  premiers  Chapitres;  mes 
remerciements  à  mon  excellent  ami  M.  Hermann,  qui  a  apporté 
à  la  publication  de  ce  Livre  un  empressement  et  un  soin  tout 
particuliers.  G.  Koemgs. 


Exercices  d'Arithmétique.  Eivoncés  et  solutions, 
par  J.  FiLz-Patrick,  ancien  jirofesseur  de  Mathéma- 
tiques, et  Georges  Chevrel,  directeur  de  l'institution 
Charleniagne  à  Tours,  avec  une  Préface  de  M.  Jules 
Tanner  y,  sous -directeur  des  études  scientifiques  à 
l'Ecole  Normale  supérieure.  Paris,  A.  Hermann^  iSgS. 
Grand  in-S"  de  ix-490  pages.  Prix  :  10*''. 

L'Ouvrage  que  M.  Hermann  vient  de  publier  n'a  pas  de  simi- 
laire dans  notre  littérature  scientifique.  Il  existe  un  grand 
nombre  de  recueils  de  problèmes  d'Arithmétique  avec  ou  sans 
solutions,  mais  ces  recueils,  dont  plusieurs  ne  manqnent  pas 
d'intérêt,  se  rapportent  à  l'Arithmétique  pratique.  Le  recueil 
que  publie  M.   Hermann  renferme  un  certain   nombre  de  pro- 
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blêmes  numériques,  mais  surtout  des  exercices  théoriques  sur 
les  différentes  parties  de  l'Arithmétique. 

L'Ouvrage  contenant  près  de  cinq  cents  exercices,  il  est  dif- 
ficile de  donner  en  quelques  mots  un  aperçu  de  ce  qu'il  ren- 
ferme, mais  nous  pouvons  dire  avec  M.  Tannery  que,  dans 
chacun  des  seize  Chapitres  qui  composent  l'Ouvrage,  les  exer- 
cices sont  parfaitement  gradués  elles  solutions  simples  et  élé- 
gantes. Les  auteurs  ne  se  sont  pas  bornés  à  faire  un  choix  de 
problèmes  et  à  reproduire  les  solutions  publiées  dans  divers 
recueils  scientifiques;  la  plupart  des  solutions  leur  sont  per- 
sonnelles, et,  ce  qui  est  excellent  dans  un  livre  d'enseigne- 
ment, la  plupart  des  questions  sont  résolues  à  l'aide  d'un  petit 
nombre  de  méthodes,  toujours  par  la  voie  la  plus  simple  et  la 
plus  naturelle.  On  a  évité  avec  grand  soin  ces  solutions  qu'on 
pourrait  appeler  artificielles,  qui  conduisent  au  but  à  l'aide  de 
transformations  inattendues  et  bizarres,  et  qui,  par  cela  même 
que  leur  point  de  départ  ne  peut  être  pressenti  et  prévu,  ne 
sont  véritablement  que  des  demi-solutions. 

Fvcs  deux  derniers  Chapitres  ont  une  étendue  plus  considé- 
rable que  les  autres.  Le  Chapitre  XV,  intitulé  :  Questions  di- 
verses, renferme  la  solution  des  diverses  questions  qui  n'au- 
raient pu  trouver  leur  place  dans  les  Chapitres  précédents  : 
problèmes  de  concours,  notions  sur  les  nombres  figurés,  les 
nombres  triangulaires,  quadrangulaires,  pentagones,  etc.  Le 
Chapitre  XVI  est  intitulé  :  Notions  élémentaires  sur  la 
théorie  des  nombres  ;  c'est  une  véritable  introduction  à  la 
théorie  des  nombres  encore  assez  étendue,  qui  facilitera  la  lec- 
ture des  ouvrages  et  mémoires  parus  sur  le  même  sujet. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  MM.  Fitz-Patrick  et  Chevrel  est 
un  ouvrage  destiné  à  rendre  les  plus  grands  services  aux  can- 
didats aux  Ecoles,  aux  professeurs  à  qui  il  fournira  une  source 
presque  inépuisable  d'exercices  à  proposer.  Ceux  qui  voudront 
se  faire  une  idée  plus  complète  du  Livre  pourront  consulter  le 
remarquable  article  que  lui  a  consacré  M.  Kœnigs  dans  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  Darboux. 
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Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  par  PawZ /^aa^,  ingé- 
nieur en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts 
el  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  Paris,  V''"  Ch.  Dunod  ; 
1898.  Gr.  in-8°  de  viii-612  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  11''. 

Cours  de  Mécanique  rationnelle,  par  Paul  Haag,  ingénieur  en 
chef  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  l'École  des  Ponts  et 
Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  Paris,  V^'  Ch.  Du- 
nod et  P.  ^'icq;  189').  Gr.  in-S»  de  viii-552  pages,  avec  figures  dans 
le  texte.  Prix  :  12''. 

Cours  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  par  J.-A.  Serret, 
membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes.  Quatrième  édition, 
augmentée  de  Notes  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  par 
M.  Ch.  Hermite.  Tome  premier  :  Calcul  différentiel.  Tome  second  : 
Calcul  intégral.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  189^.  In-S"  de  xiv- 
618  pages  et  de  xiv-904  pages,  avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  ib''. 


(  88) 

Leçons  sl'r  la  Théorie  générale  des  surfaces  et  les  applica- 
tions GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  INFINITÉSIMAL,  par  Gaston  Darboux, 
membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  P'aculté  des  Sciences.  Troisième 
Partie  :  Lignes  géodésiques  et  Courbure  géodésique.  Paramètres 
DIFFÉRENTIELS.  DÉFORMATION  DES  SURFACES.  Pavis,  Gautliier-Villars 
et  fils;  1894.  Grand  in-8°  de  viii-5i2  pages,  avec  81  figures  dans  le 
texte.  Prix  :  iS'"^. 

Questions  d'Algèbre,  à  l'usage  des  élèves  des  classes  de  Mathé- 
matiques spéciales  et  des  candidats  aux  Ecoles  Polytechnique,  Nor- 
male, centrale;  par  Georges  Maupin,  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques et  physiques,  membre  de  la  Société  mathématique  de  France, 
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Conférences  faites  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  par  M.  Jules  Tan- 
nery,  sous-directeur  des  études  scientifiques.  Paris,  Nony  et  C"; 
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SUR  LES  PODAIUES  SUCCESSIVES  D'IXE  COIRBE; 

Par  m.  le  cumt.vine  E.  BARISIEN, 

du  Service  géopraphiquo  de  TArniée. 


Le  but  de  celle  Note  est  de  donner  quelques  formules 
permettant  de  trouver  l'aire,  le  rayon  de  courbure  et  la 
rectification  des  podaires  successives  d'une  courbe,  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  équations  de  ces  podaires. 
Nous  étudierons  aussi,  accessoirement,  quelques  courbes 
dérivées  de  ces  podaires. 

Aire  de  la  m'^''"^^  podaire.  —  Soit  O  le  point  d'émis- 
sion des  podaires,  que  nous  prenons  pour  pôle  des  coor- 
données polaires,  et  désignons  par 

r=fi(i) 

l'équation  polaire  de  la  courbe  fondamentale. 

ILtudions  d'abord  la  première  podaire.  Si  P|  est  le 
point  de  la  première  podaire  correspondant  au  point  ^1 
de  la  courbe  et  si  /•,  et  6,  sont  les  coordonnées  polaires 
de  ce  point  P, ,  on  aura  pour  la  dilîërentielle  de  l'aire  L  , 
de  celle  première  podaire 

Nous  allons  calculer  /',  et  B,  en  fonction  de  H.  Pour 
cela,  désignons  par  V  l'angle  du  rayon  vecteur  OM  avec 
la  tangente  à  la  courbe  en  M,  nous  avons 

.4/?/?.  de  Mathémat..  3"  série,  l.  \1V  (Mnis  iHqS).  7 


(  9'^  ) 
et 

V  =  0,  — 0-f-  -• 

Eu  diflerentiant  cette  dernière  équation  par  rapport 
à  Ô,  il  vient 

(3)  1^-.  +  ^. 

Eu  difrérenliant  (2)  par  rapport  à  0,  ou  obtient 

/  dr \ -  d-  r 

d\        \dï))   ^  ''d¥ 


<:/0  ,       /  dr  \  2 

Si,  pour  abréger  l'écriture,  ou  pose 

dr  _    ,  d-^r  _     „ 

df)  "'''  d¥  ~''  ' 

on  a  alors 

d\^  _  r'^—rr" 

et,  par  suite,  en  portant  celte  valeur  dans  (3), 

f/Oi  _  r'^ — /■/•"  _  r^+az-'a — /•/■" 

770    ~  '    '     r^-F-  r'-2    "         7-2  +  /-'î        ^' 

D'autre  part,  le  triangle  OMP,  doune 
/■  j  =  /-  SI  n  V  =     ,  • 

La  formule  (i)  devieui  alors 

r/Ui  _   I     2  f/Oi  _   I    /•+(/---f- 2 /•'-— /■/•") 

Pour  avoir  l'aire  U)  on  n'aura  donc  qu'à  intégrer  une 
fonction  de  9,  et,  le  plus  souvent,  lorsque  la  courbe 
/■  =  /'(O)  aura  une  aire  Uq  iutégrable,  telle  que 
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la  poclain;  aura  aussi  une  aire  iiifégrable.  On  obtiendra 
donc  l'aire  U)  sans  avoir  besoin  de  connaître  l'équation 
de  la  podaire,  laquelle  peut  être  d'un  degré  fort  élevé  et, 
par  cela  même,  rendre  difficile  la  recberchc  directe  de 
l'aire  de  la  podaire. 

Pour  avoir  le  point  Po  ^^  ^a  seconde  podaire,  corres- 
pondant au  point  P,  delà  première,  on  prend  le  milieu  C 
de  OM  et  l'on  joint  P,  G  qui  est  la  normale  à  la  pre- 
mière podaire  en  P,  :  on  n'a  donc  qu'à  abaisser  de  O  la 
perpendiculaire  sur  la  tangente  en  P,  pour  avoir  le 
point  Po. 

II  est  à  remarquer  que  l'angle  PoOPi  est  égal  à 
l'angle  P,  OM  dont  la  valeur  est  (0,  — 8).  Si  9o  et  r\  sont 
les  coordonîiées  du  point  Po.  on  a 

e,  =  .^(Oi  — o)  +  o 

et 

/•■2  =  /'i  sin  V  =  r  sin^  V. 

D'une  manière  plus  générale,  si  r„,  et  ^„,  sont  les  coor- 
données du  point  P,„  de  la  m"""*"  podaire,  on  aura 

0,„  =  /»  (Oi  —  0  )  -H  0  =  n>  f\  —  - 

d'où,  en  dilférentiaut  par  rapport  à  H, 

D'autre  part, 

(<j)  '•/»=  ''m-i  '^ill^'  —  /•sin"'V=  /• 


v//-2  -+-  /-'a 


Or,  la  différentielle  de  l'aire  U,„  de  la  jji'^'"''  podaire 
est 

df)      ~    2  ''"'     di)     ' 

Par  conséquent,  en  y  portant  les  valeurs  (5)  et  (6),  il 


(  9'^  ) 
vient 

Rajon  de  courbure  de  la  in'^"""  podaire.  —  Si  R,, 
désigne  ce  rayon  de  courbure,  on  a 

3 

(8)  P     -  '"  '     '"' 


^//^  "+~  '^ '"m         fin^m 


formule  dans  laquelle 


dr,n  „        d-r 


Or,  d'après  (6), 


(/•2-t-r'2)2 


En  différentiant  par  rapport  h  9,„  et  tenant  compte 
de  (5),  on  obtient 


dr,n    c?e 
'  "•  "    db     d^„ 

Par  suite, 

(9) 

,.2    _,      ,.'2  _ 

(  r2  -f-  /■'2  )' 


(/■2-J-7-'2)2 

Au  lieu  de  calculer  r^,  remarquons  que 


r„,  r 


et  différentions  par  rapport  à  9„j,  il  vient 

r7,  —  r,nr",n  ^  r'^—rr"    d%  _ 
r',fi  /•'-         d^,n 

D'où 

(10)      /•„,  —  '•,«  '-m  =  (.,.2^,.'2)m-i[;,.2  +  (;n^i)/-'2-mr/-"] 
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En  ajoutant  (9)  et  (10),  on  obtient  la  valeur  du  dé- 
nominateur de  R,„.  On  a  donc  ainsi  pour  R„, 


ÎI  [/•2M-r'2-K(w-M)(/-'2—  rr")\ 


Pour  m  =  1^  on  a 

R    ^^   r   r^--^r'^  +  (r'-i-rr")l 

expression  que  l'on  peut  éerire 

R.= ' , 

2  — 


/■-  -4-  2  r'^  —  rr" 


Or,  le  rayon  de  courbure  Rq  de  la  courbe  fondamen- 
tale a  pour  valeur 

On  a  aussi 


Don( 


H)  - 

/•2- 

■^ 

9.  r'^  — 

ri-" 

sin 

V  = 

r 

1 

( 

r'--^  r' 

•2)2 

,r.\ 

(/•2-+-/-'2) 

2  r  ■=  —  rr 


Il  en  résulte  donc  la  formule  suivante  pour  le  rajon 
de  courbure  de  la  première  podaire 


2  /•  —  Ko  sin  V 


C'est,  aux  notations  près,  la  formule  démontrée  par 
M.  Husquin  de  Rhéville  [Nouvelles  Annales,  p.  i4i; 
1890). 

On  peut,  du  reste,  généraliser  cette  formule  pour  le 
rayon  de  courbure  R,„.  Rn  peut  s'écrire 
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et  comme 

sin- V 
on  en  déduit 

/■••!(/•— Ho  sinV) 

ri  —  /•/■    = • 

Rosin^V 

Portant  ces  valeurs  de  (/■-+/•'-)  et  (/•'- — /v")  daus 
l'équation  (i  i),  on  obtient 

r,  .         ,^,[mr  —  (m  —  i)RosinV"l 

R,„=  rsin"'-iV \ '        .  ■ 

L ( m  -+■  i)r  —  «t  Ko  SI n  V  J 

On  a  donc 


ir  —  Rn  sin  V 


R2=rsinV   ht 5 — ^"T?    ' 

L3/-  —  iRo  sinV  J 

R3=  /sinn -— — r— -    , 

[  4/-  — 3Ro  sinVJ 

et,  pour  le  produit  des  m  premiers  rayons  de  courbure, 
on  obtient  la  formule  simple  suivante 

m  un  —  1  ) 
R  1  R.j  R3  .  . .  R  ,„  =; =; ; — -T-,  • 

(m-l-i)/-— mRoSinV 

On  remarquera  aussi  que  la  valeur  (i  i)  de  R„,  permet 
d'obtenir  par  la  diflérence  des  rayons  de  courbure  aux 
extrémités  d'un  arc,  la  rectification  de  la  développée  fie 
la  m'^"'^  podaire. 

Rectification  de  la  ni^^^^  podaire.  —  En  désignant 
par  Sm  l'arc  de  cette  iit"^"  podaire,  on  a 

cm  -^'"'^'"'^  f/e-2  ■ 

D'où,  en  tenant  compte  de  (5)  et  de  (9), 

rit  7-'" 

(A  suivre.) 
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THÉORIE  GÉi\ÉRALE  DU  PLIS  GRA\D  COMML\  DIVISEUR  ET 
DU  PLIS  PETIT  MULTIPLE  COMMUN  DES  NOMRRES 
COMMEXSURARLES; 

Par   m.  p.  BâRRIEU, 

Professeur  au  lycée  de  Périgueux. 


I. 

Nous  nous  proposons  d'établir  Ja  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple  com- 
mun sur  des  raisonnements  généraux,  qui  s'appli(juent 
indistinctement  à  tous  les  nombres  commensurables, 
entiers  ou  fractionnaires. 

La  méthode  suivie  nous  permettra  de  mettre  en  lu- 
mière les  liens  qui  unissent  le  plus  grand  commun  di- 
viseur au  plus  petit  multiple  commun  et  le  parallélisme 
complet  qui  existe  entre  les  propriétés  de  ces  deux 
fonctions. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  quelconque,  entier  ou 
fractionnaire,  est  multiple  d'un  autre  lorsqu'il  est  égal 
au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre  entier. 

Ainsi  4j=  est  un  multiple  de  ~^,  parce  que  l'on  a 

J^  =  3^  X  i5. 

Nous  représenterons  par  les  notations 

D(a,  b.  c.  . . .,  /  I,         m{a,b.c,  ...,/) 

le  plus  grand  commun  diviseui'  et  le  plus  petit  multiple 
commun  des  nombres  a^  b^  c,  .  .  . .  l. 


(  1)6  ) 

Décomposition  d'un  nombre  f /actionnaire  en  fac- 
teurs premiers.  —  On  sait  que  tout  nombre  entier  est  un 
produit  de  facteurs  premiers  affectés  d'exposants  entiers 
et  positifs. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  tout  nombre  frac- 
tionnaire est  un  produit  de  facteurs  premiers  affectés 
d'exposants  entiers,  positifs  ou  négatifs.  Ainsi 

28       22  X  7 

—    =:    '-    =  2-X   3-2  X   5->  X   7. 

4^        3-x  0 

Pour  qu'un  nombre  soit  entier,  il  faut  et  il  suffit  qu'il 
soit  égal  à  un  produit  de  facteurs  premiers  affectés 
d'exposants  entiers  et  positifs. 

CONVENTION    FONDAMENTALE. 

Tout  facteur  premier  qui  n  entre  pas  dans  un  nombre 
sera  considéré  comme  y  entrant  avec  V exposant  zéro. 

D'après  cette  convention,  n  nombres  donnés  quel- 
conques, entiers  ou  fractionnaires,  pourront  toujours 
être  considérés  comme  composés  des  mêmes  facteurs 
premiers,  de  telle  façon  qu'un  facteur  premier  quel- 
conque p  entrera  toujours  dans  ces  nombres  avec  n  expo- 
sants entiers,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  que  nous  dé- 
signerons par 

a,,     a,,     aa.      ...,     a„. 

Quand  nous  dirons  que  ces  exposants  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  cela  signifiera  que  chacun 
d'eux  est  inférieur  ou  égal  à  celui  qui  le  suit,  et  que 

l'on  a 

Xilao^Ka^  .  .  .  ^a„. 

Lemme.  —  Pour  quhin  nombre  entier  ou  fraction- 
naire A  soit  divisible  par  un  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire 13,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  facteur  pre- 
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niier  entre  dan.';  A  avec  un  exposant  supérieur  ou  égal 
à  celui  (ju'il  a  dans  B. 

Eu  effet,  soit  p  nu  faeteur  premier  quelconque,  et 
soient  a  et  [3  les  exposants  entiers,  positifs,  négatifs  ou 
nuls,  avec  lesquels  ce  facteur  entre  respectivement  dans 
A  et  B. 

Le  facteur  p  entrera  dans  le  quotient  A  ;  B  avec  l'ex- 
posant entier  a —  [3.  Donc,  pour  que  ce  quotient  soit 
un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  l'exposant 
a  —  [3  soit  positif  ou  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  que  a 
soit  supérieur  ou  égal  à  [j.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  I.  —  Loi  de  formation.  —  i"  Pour 
former  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  nondires, 
entiers  ou  fractionnaires,  on  fait  le  produit  de  tous 
les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  ces  ïiombres,  en 
affectant  chacun  de  ces  facteurs  de  son  plus  faible 
exposant. 

2"  Pour  former  le  plus  petit  multiple  commun  de 
/i  nombres,  entiers  ou  fractionnaires,  on  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans^  ces 
nombres,  en  affectant  chacun  de  ces  facteurs  de  son 
plus  fort  exposant. 

(Il  demeure  entendu  que  les  facteurs  premiers  qui 
fi  entrent  pas  dans  un  nombre  doivent  y  être  introduits 
avec  l'exposant  zéro.) 

Soient 

a,     b.     c,     . . . ,     / 

//  nombres  donnés,  entiers  ou  fractionnaires. 

Soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et  soient 

les  exposants  positifs,  négatifs  ou  nuls,  rangés  par  ordre 
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de  grandeur  croissante,  avec  lesquels  le  facteur/^  entre 
dans  les  nombres  donnés. 

Considérons  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  X,  et 
désignons  para:  l'exposant  positif,  négatif  ou  nul,  avec 
lequel  le  facteur  p  entre  dans  le  nombre  X  : 

1°  Pour  que  le  nombre  X  soit  un  codiviseur  des 
nombres  donnés,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  lemme, 
que  l'on  ait 

X'S.OLy. 

Le  nombre  X  sera  donc  le  plus  grand  codiviseur  des 
nombres  donnés  lorsqu'on  aura 

X  ■=  a.1,  C.  Q.  F.  D. 

2°  Pour  que  le  nombre  X  soit  un  comultiple  des 
nombres  donnés,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  le  lemme, 
que  l'on  ait 

X  —  3C/i. 

Le  nombre  X  sera  donc  le  plus  petit  comultiple  des 
nombres  donnés  lorsqu'on  aura 

X  =  a„,  C.  Q.   F.   D. 

Exemple  de  formation.  —  Trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres 


On 


d'où 


13 


I  =  aox  Sox  5»X  7», 
63  =  îOx  32x  50x  7, 

^  =  ît2x  3-'x  ")-ix  7; 


D  =  2"  X  3-1  X  5-1  X  7"  =  -'. 

I  ^ 

m  =  2-  X  3-  X  5"  X  7  =  25?.. 
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Remarque.  —  Lorscjn'il  entre  parmi  les  nombres 
donnés  un  ou  plusieurs  nombres  Iractioniiaires,  il  ne 
serait  plus  exact  de  dire  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur se  compose  des  facteurs  premiers  communs  affec- 
tés de  leur  plus  faible  exposant,  puisqu'il  entre  généra- 
lement dans  sa  composition  des  facteurs  premiers  non 
communs^  tels  sont  les  facteurs  3  et  5  dans  l'exemple 
précédent.  C'est  ce  qui  nous  a  conduit  à  formuler  une 
loi  de  formation  plus  générale  que  l'ancienne  et  qui, 
d'ailleurs,  renferme  l'ancienne  comme  cas  particulier 
quand  tous  les  nombres  sont  entiers. 

Corollaire.  —  On  déduit  aisément  de  la  loi  de  for- 
mation que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  frac- 
lions  irréductibles  est  une  fraction  irréductible  qui  a 
pour  numérateur  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  petit  mul- 
tiple commun  des  dénominateurs. 

De  même,  le  plus  petit  multiple  commun  de  n  frac- 
tions irréductibles  est  une  fraction  irréductible  qui  a 
pour  numérateur  le  plus  petit  multiple  commun  des  nu- 
mérateurs et  pour  dénominateur  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  dénominateurs. 

Théorème  II.  —  Loi  ue  coanÉLATioiv.  —  Etant  don- 
nées deux  séries  de  nombres,  entiers  ou  jr actionnaires. 


Al,     A,,     A3, 

...,     A„ 

Ci"  série), 

B,,     Bo,     B3, 

....     B„ 

(•2*   série), 

si  V on  a 

(I) 

AiBi=   A,B.2:= 

-   A3B3  =  .  .  . 

=  A„  B„  =  C 

le  nombre  C  est  égal  au  produit  du  plus  grand  coni- 
nuin  diviseur  des  nombres  de  l'une  des  séries  par  le  plus 
petit   multiple    commun   des   nombres   de   Vautre,    et 


(    loo  ) 
Von  a 

(\)  D(A,,A,,  ...,  A„)m(B,,B2,  ...,B„)=G, 

(II)  /n(Ai,Â,,  ...,A„)D(B„B2,  ...,B„)=C. 

En  effet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  qui 
entre  dans  G  avec  un  exposant  positif,  négatif  ou  nul, 
que  nous  désignerons  par  ". 

Si  nous  remarquons  que,  d'après  l'égalité  (i),  les 
nombres    de    la    deuxième    série    sont    respectivement 

égaux  à 

G         C         C  G 

T—  5        -r—  ;       -7—'        •  •  •  ■>       -r—  y 

Al        Ao        A3  A„ 

nous  voyons  que,  si  le  facteur  premier  p  entre  dans  les 
nombres  de  la  première  série  avec  les  exposants 

a,     «0,     a,i,      ....     a,j, 

rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante,  ce  même 
facteur/»  entrera  dans  les  nombres  de  la  deuxième  série 
avec  les  exposants 

—  a,-f-Y,     —  «o-i-Y,     —  as+Y,      •••.     —  =^,^  +  7, 

qui  se  trouveront  naturellement  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante. 

D'où  il  résulte  que  le  facteur  p  entrera  dans 

D(A„A,,A3,  ...,A„) 

avec  l'exposant  77zt/iimzf//f  a,,  ei  dans 

m(B,,B,,B3 B„) 

avec  l'exposant  niaxinuun   —  a,  -\-  v. 
Jl  entrera  donc  dans  le  produit 

D(A,,A2.  ...,A„)./»(B,,B.,B3.  ...,B„) 

avec  l'exposant 


(  ■<••  ) 

c'est-!i-dire  avec  le  même  exposant  (jiie  clans  C.  On  a 
donc 

D(Ai.Ao.  .\3 A„).m(B,,B„B3,  ...,B„;  =  C.      d) 

On  a  de  même 

m(A,,A,,A3,  ...,A„).D(B,,Bo,  B3,  ...,B„)  =  G.     (II) 

c.    Q.   F.   n. 

Ce  théorème  est  fondamental.  II  renferme  implici- 
tement toutes  les  propriétés  essentielles  du  plus  grand 
commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple  commun, 
comme  nous  le  verrons  tout  à  l 'heure. 

Mais  nous  devons  auparavant  examiner  un  cas  parti- 
culier très  intéressant.  {A  suivre.) 


NOTE  DE  GËO^IETRIE; 

Par  m.  F.  FARJON. 


1.  Soient  deux  points  a  et  b  distincts  l'un  de  l'autre, 
ils  déterminent  une  droite.  Nous  dirons  que  tout  point 
de  cette  droite  est  un  centre  concourant  du  réseau  (ah). 
Chacun  de  ces  centres  concourants  forme  sur  la  droite 
deux  segments  dont  la  différence  est  égale  à  la  longueur 
ab. 

2.  Soient  trois  points  a,  b,  c,  non  situés  en  ligne 
droite,  ils  déterminent  un  plan.  Marquons  un  centre 
concourant  m  du  réseau  (ab)  et  un  centre  concourant  n 
du  réseau  (^c),  les  deux  droites  cjn  et  an  se  coupent  en 
un  point  o, ,  et  la  droite  Z>o,  détermine  sur  ca  un  centre 
concourant  q  du  réseau  (ca)  que  nous  nommerons  cor- 
respondant des  deux  centres  arbitrairement  choisis  /// 


(     I"2    ) 

et  72.  Nous  dirons  que  le  point  0|  est  un  centre  concou- 
rant du  réseau  (abc).  Inversement  tout  point  Of  du  plan 
peut  êtie  pris  pour  centre  concourant  du  réseau  (abc) 
et  détermine  trois  centres  correspondants  des  réseaux 
dérivés  (ab),  (bc)  et  (ca).  Ces  trois  centres  forment  sur 
les  côtés  du  triangle  (abc)  six  segments  qui  ont  entre 
eux  une  relation  connue. 


3.  Soient  quatre  points  «,  b,  c,  d  non  situés  sur  un 
même  plan .  Ils  forment,  pris  trois  à  trois,  quatre  réseaux, 
et,  pris  deux  à  deux,  six  réseaux  dérivés.  Prenons  trois 
de  ces  derniers  tels  que  (ab),  {^^)->  i^*^)  ne  formant  pas 
un  même  réseau  de  trois,  et  marquons  arbitrairement 
sur  chacun  d'eux  un  centre  concourant  ///,  n,  p.  Les 
droites  cm  et  an  déterminent  un  centre  concourant  Oj  de 
(abc)  et  bo^  un  centre  concourant  </  de  (ca).  Les  droites 


bp  et  dn  déterminent  un  centre  concourant  Oo  de  (bcd) 
et  ap  et  dq,  un  centre  concourant  03  de  (acd)  ;  nous  di- 
rons que  Oo  et  O3  sont  correspondants  de  o,  dans  le  ré- 
seau (abcd). 

La  droite  co-^,  détermine  un  centre  /'  de  (bd),  et  la 
droite  co^^  un  centre  s  de  (da).  Les  deux  droites  doi  et 


(  '"3  ) 
rtOo,  situées  dans  le  plan  adn  se  coupent  en  nu  point  O, 
par  lequel  passe  égalenienl  Z>o.i.  Tirons  oO,  (*ette  droite; 
perce  le  plan  nbd  en  un  point  o,,  et  Ton  reconnaît 
sans  peine  que  les  droites  <7/n,  ar  et  hs  passent  par  ce 
point  qui  est  donc  aussi  correspondant  de  0|,  Oo,  03, 
dans  le  réseau  (^nbcd). 

Nous  dirons  que  le  point  O  est  centre  concourant  du 
réseau  (abcd). 

Inversement,  un  point  quelconque  O  de  l'espace  peut 
être  pris  pour  centre  concourant  du  réseau  (abcd).  En 
effet,  en  joignant  ce  point  à  chacun  des  points  «,  b,  c, 
rf,  on  dé  termine  sur  les  pi  ans  ^c^,c<^rt,aZ' fi?,  cardes  centres 
concourants  0|,  Oo,  03,  o,,  et  Ton  vérifie  sans  difficulté 
que  ces  centres  sont  correspondants. 

Si  les  quatre  points  donnés  sont  dans  un  même  plan, 
la  construction  du  centre  concourant  se  fera  exactement 
de  même  5  il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  considérer  la 
figure  plane  comme  la  perspective  d'une  figure  de  l'es- 
pace; mais  la  construction  inverse  est  indéterminée  :  eu 
joignant,  par  exemple,  le  centre  concourant  O  au  point  J, 
on  peut  prendre  pour  centre  o,  du  réseau  (abc)^  un 
point  quelconque  de  cette  droite,  car  on  peut  toujours 
supposer  que  ce  point  est  la  perspective  d'un  point  situé 
dans  le  plan  du  triangle  dont  abc  est  la  perspective. 

On  sait  qu'il  existe  une  relation  analytique  entre  les 
positions  de  quatre  points  donnés.  Notre  construction 
en  donne  une  interprétation  géométrique  des  pi  us  si  mnles. 
De  plus,  on  peut  l'étendre  à  des  réseaux  d'un  nombre 
quelconque  de  points. 

4.   Considérons,   en  elFet,  cinq  points  a,  ^,  c,  dj  e 
ils  forment  cinq  réseaux  dérivés  de  quatre  points,  dix 
de  trois  et  dix  de  deux.  Prenons  quatre  de  ces  derniers 
ne  faisant  point  partie  d'un  même  réseau  de  quatre,  par 
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exemple  {ah)^  {^^)i  {*^(i)  ^^  {^^)  ^^  marquons  arbilrai- 
rement  sur  chacun  d'eux  un  centre  concourant  in^  7i,  p, 
(j .  La  construction  qui  précède  donnera  un  centre  con- 
courant 0(  du  réseau  [abcd)\  joignons  eOj.  On  obtien- 
dra ensuite  un  centre  concourant  correspondant  Og  du 
léseau  (deab),  et  si  l'on  tire  cOo,  on  reconnaitra 
que  cette  droite  coupe  eO,  en  un  point  0,  puisque  cOo 
et  eO)  sont  dans  le  même  plan  co,e  [o^  étant  le  centre 
concourant  du  réseau  commum  (abd)].  On  verra  de 
même  que  les  centres  correspondants  O3  de  {bcde)  et 

04  de  [cdea)  sont  respectivement  en  ligne  droite  avec 
le  point  Q  et  les  points  a  et  Z»,  et,  finalement,  que  si 
l'on  joint  r/Q,  cette  droite  rencontrera  en  un  même  point 

05  les  droites  qui,  dans  le  réseau  (abce)  joignent  chaque 
point  au  centre  concourant  déterminé  des  trois  autres, 
que  ce  point  O5  est  donc  un  dernier  correspondant  de 

0,,0„03,  o,. 

Et  nous  dirons  que  Ù  est  un  centre  concourant  du  ré- 
seau (^abcde). 

On  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche,  et, 
généralement,  on  conclura  de  la  construction  du,centre 
concourant  du  réseau  de  N  points  à  celle  du  centre  d'un 
réseau  de  N  -h  i . 

0.  Revenons  au  réseau  de  cinq  points.  Si,  comme 
dans  les  cas  précédents,  on  veut  suivre  une  marche  in- 
verse, c'est-à-dire  prendre  comme  point  de  départ  un 
point  quelconque  de  l'espace  pris  pour  centre  concou- 
rant du  réseau  et  en  déduire  les  centres  concourants  cor- 
respondants des  réseaux  dérivés  de  quatre,  de  trois  et 
de  deux  points,  le  problème  est  indéterminé,  et  l'on 
peut  prendre  pour  centre  concourant  du  réseau  (abcd), 
par  exemple,  un  point  quelconque  de  la  droite  eQ. 

Le  cas  est  entièrement  analogue  à  celui  de  quatre 
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points  pris  dans  un  même  plan.  Quatre  points  sudisont 
en  edet,  pour  déterminer  un  espace  à  trois  dimensions, 
et  le  problème  ne  sera  déterminé  que  si  Jes  cinq  points 
sont  pris  dans  l'Iiyperespace  à  quatre  dimensions,  car  il 
est  évident  que,  dans  l'iiyperespace,  une  droite  ne  peut 
rencontrer  un  espace  à  trois  dimensions  que?!  un  seul 
point,  sans  quoi  elle  serait  tout  entière  dans  celui-ci. 
Donc,  dans  ce  cas,  la  droite  eQ  rencontrera  l'espace  dé- 
terminé par  les  points  a,  ù,  c,  d  en  un  ponit  qui  seia  le 
centre  concourant  de  leur  réseau,  et  le  reste  de  la  con- 
struction s'ensuivra. 

On  raisonnera  de  même  pour  un  nombre  quelconque 
de  points,  et,  d'une  manière  générale,  la  construction 
inverse,  permettant  de  remonter  du  centre  concourant 
d'un  réseau  de  N  points  aux  correspondants  dérivés  de 
71  —  I  ,  n —  2, ...,  3,  2  points,  ne  sera  déterminée  que  si 
les  N  points  donnés  sont  pris  dans  un  espace  cà  N  —  i 
dimensions. 

6.  Ces  considérations,  d'une  sinn)licilé  tout  élémen- 
taire, nous  paraissent  donner  une  notion  assez  nette 
des  hyperespaces.  Notre  esprit  éprouve  tout  d'abord 
quelque  difficulté  à  concevoir  ces  espaces,  par  la  raison 
bien  simple  que  nous  sommes  nous-mêmes  des  êtres  à 
trois  dimensions  et  que,  par  hérédité  comme  par  édu- 
cation, nos  sens  et  notre  cerveau  nt;  se  représentent  a 
prioriV espace  autrement  qu'à  trois  dimensions.  L'espace 
à  deux  dimensions  est  déjà  une  conception  tout  idéale, 
qui  exige  un  effort  de  notie  part,  mais  lorsqu'il  s'agit 
d'aller  au  delà  de  trois  dimensions,  la  difficulté  est  bien 
plus  graiide  encoie,  d'autant  plus  que  les  moyens  de 
représenter  grapbicpiement  les  ligures  nous  font  défaut. 
Il  faudrait,  pour  les  figures  à  quatre  dimensions,  qu'un 
nouveau  Monge  imaginât  une  géométrie  desci  iptive  où 
Anii.de  Mathéinat.,  S'scrie,  l.  \IV.  (Mars  i'*^!!').)  8 
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les  plans  ilr  piojeclioii  fussent  remplacés  parties  espaces 
à  liois  dimensions.  Remarcpions,  en  passant,  que  ceux- 
ci  doivent  se  couper  suivant  des  plans,  sans  (juoi  ils 
coïncideraient. 

11  arrive  parfois  que  les  propriétés  d'une  figure  à  N 
dimensions  ne  [)euvent  s'établir  avec  toute  leur  clarté 
géométrique  que  par  la  considération  de  figures  à  plus 
de  iN  dimensions.  Habituellement,  on  esquive  la  diffi- 
culté par  l'emploi  des  imaginaires,  mais  c'est  là  un  pio- 
cédé  qui  garde  quelque  chose  d'artificiel  et  ne  nous 
semble  pas  satisfaire  entièrement  l'espiit.  On  sait  de 
quelle  façon,  à  la  fois  simple  et  ingénieuse,  Cliasles  a 
interprété  par  une  figure  à  trois  dimensions  les  pro- 
priétés du  cercle  imaginaiue  :  nous-mème  avons  indi- 
qué rap[)lication  de  cette  théorie  à  l'extension  de  quel- 
ques propositions  de  Géométrie  plane  (').  Nous  en 
citerons  ici  un  autre  exemple  qui  nous  semble  plus  con- 
cluant encore. 

7.  Les  imaginaires  s'introduisent  en  Géométrie  plane 
par  la  reclierclie  de  l'intersection  d'une  droite  et  d'un 
cercle,  ou  plus  généralement  de  deux  cercles  et  l'on  donne 
le  nom  d\ixe  radical  à  la  droite,  toujours  réelle,  qui  joint 
les  deux  points  d'intersection,  réels  ou  iuiaginaires 
conjugués,  des  deux  cercles. 

Or,  si  Ton  considère  les  deux  cercles  résultant  de  la 
section  d'une  même  splière  par  deux  plans,  l'inter- 
section de  ces  plans  jouit,  par  ra[)port  aux  deux  cercles, 
des  proijriétés  de  l'axe  radical,  et  inversement,  si  l'on 
considère  deux  cercles  situés  dans  un  même  plan  comme 
situés  dans  des  plans  distincts,  momentanément  con- 
fondus, l'axe  radical  est  la  charnière  autour  de  laquelle 

(')  Nouvelles  Annales,  année  1888;  p.  288. 
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on  [)CUL  faii»;  loniiicr  Tmi  tic  ces  plans  J'uii  aiij:;lt'  t|iR'l- 
conque,  sans  que  les  deux  cercles  cessent  d'ètie  situés 
sur  une  même  sphère. 

Il  eu  est  de  même  de  deux  coniques  dont  les  plaus 
coïncident;  leurs  cordes  communes  sont  les  droites  au- 
tour desquelles  on  peut  f.iire  touiner  le  plan  de  Tune 
d'elles  sans  qu'elles  cessent  d'être  situées  toutes  deux  sur 
un  cône  du  second  degré. 

Cette  façon  de  raisonner  dispense  de  recourir  aux  soi- 
disant  points  d'intersection  imaginaires. 

Elevons  maintenant  les  dimensions  de  nos  figures 
d'un  degré.  On  délinit  le  plan  radical  de  deux  splièi'es 
le  plan  de  Tinter  section  réelle  ou  imaginaire  de  ces 
s[)lières.  Rien  n'empêche  de  concevoir  l'existence  dans 
riivperes[)ace  d'une  sphère  à  quatre  dimensions  que  l'on 
définira  une  figure  dont  tous  les  points  sont  à  égale  dis- 
tance d'un  point  nommé  centre.  L'intersection  de  cette 
Jiypersplière  par  un  espace  à  trois  dimensions  donne 
nécessairement  une  sphère  ordinaire.  Lu  second  espace 
à  trois  dimensions  donnera  une  seconde  sphère,  et  le 
plan  d'intersection  de  ces  deux  espaces  jouna  des  pro- 
priétés du  plan  radical  des  deux  sj)hères.  Inversement, 
si  l'on  considère  deux  sphères  situées  dans  le  mênje 
espace,  comme  situées  dans  deux  espaces  distincts  mo- 
mentanément confondus,  le  plan  radical  est,  nous  ne 
dirons  plus  la  charnière,  mais  lopjmi  autour  duquel  on 
peut  faire  toniner  l'un  des  espaces  d'un  angle  quelcon- 
que, sansqu(i  les  deux  sphères  cessent  d  être  situées  sur 
une  même  hvpersphère. 

On  peut  continuer  à  raisonner  de  la  sorte  et  arriver  à 
la  notion  d'un  espace  à  N  dimensions,  radical  de  deux 
sphèj-es  à  ^l  ^  I  dimensions. 

8.    11  nous  [)arait  donc  acquis  que  le   domaine  dt;    la 
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Géouiétiie  pure  s'étend  bien  au  delà  des  limiles  que  notre 
imperfection  physique  lui  fait  assigner  au  premier  abord. 
Et  cela  admis,  l'esprit  se  rend  compte  de  l'existence  pos- 
sible de  mondes  et  de  vies  infiniment  supérieurs  aux 
nôtres.  Quel  champ  ouvert  à  l'esthétique,  par  exemple, 
etimagine-t-on  ce  que  serait  une  hjperslaliiaire  à  quati  e 
dimensions,  ou  plus  encore  ! 

On  est  aussi  conduit  dans  cette  voie  à  une  notion  nou- 
velle de  l'infini  ;  nous  ne  connaissons  ellectivement  que 
l'infini  de  la  droite,  du  plan,  ou  de  l'espace  à  trois  di- 
mensions. Mais  envisageons  l'espace  à  un  nombre  de 
dimensions  de  plus  en  plus  grand,  et  nous  nous  élèverons 
à  l'infini  de  l'espace  à  un  nombre  infini  de  dimensions. 
Nous  bornei'ons  là  ces  réflexions  qui  s'écartent  du  mo- 
deste sujet  que  nous  avons  voulu  aborder. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CUBIQUES  GAUCHES; 

Pak  m.  André  CAZAMJAN. 


Un  certain  nombre  de  théorèmes  i datifs  aux  cubicpics 
unicursales  conduisent  très  jaciicmcnt  à  des  proposi- 
tions correspondantes  concernant  les  cubiques  gautdies, 
si  l'on  fait  usage  de  cette  remarque  que  la  projection 
conique  d'une  cubique  gauche  sur  un  plan  est  une  cu- 
bique unicursale.  Par  exemple,  M  désignant  le  point 
de  vue,  aux  trois  langentes  intlexionnelles  de  huuibique 
plane  correspondent  les  trois  plans  osculaieuis  menés 
par  M  h  la  cubique  gauche,  et  de  ce  que  les  trois  points 
d'inliexion  sont  en  ligne  droite,  on  déduit  que  les  trois 
points  de  contact  des  plans  osculateurs  sont  dans  nu 
même  plan    avec   le   point    IM .    Celte   propriété,   due   à 
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Chaslt'S,  {'Si  très  couiiut'.  La  suivanU;  l'est  pcut-èlre 
moins.  De  ce  que  le  pôle  de  la  droite  des  in(le>:ions 
d'une  cul)i([ue  uuicucsale  par  lajipoi't  au  triangle  loiiné 
par  les  tiois  tan  génies  infltîxionnelles  est  le  point  double 
de  la  cubique,  on  déduit  ce  lliéorènie  : 

La  sécante  double  issue  d' un  point  M  de  l'espace  à 
une  cubi(jue  i^auclie  est  la  polai/e  du  plan  défini  par 
les  trois  points  de  contact  des  plans  oscidalenrs  menés 
par  M  à  la  cubique,  relativement  au  trièdre  formé  par 
CCS  trois  plans  osculateurs  ('). 

Mais  nous  nous  pioposons  surtout  de  transforniei- des 
propositions  relatives  aux  points  conjugués  sur  les  cii- 
l)i(pies  unicursales,  propositions  établies  par  IM.  Astor 
{Nouvelles  annales,  juillet  1892)  et  par  nous-mèine 
(résultats  démontrés  d'abord  pour  la  stroplioïde  et  éten- 
dus à  toutes  les  cubicpies  unicursales  dans  notre  Note  : 
Sur  les  cubiques  unicursales). 

Considéions  une  cubi<pie  gauche  et  un  point  M  de 
l'espace.  La  perspective  de  la  cubique  sur  un  plan  P  en 
prenant  le  point  iM  pour  point  de  vue  est  une  cubique 
unicursale.  A  deux  points  conjugués  de  la  cubique 
plane,  c'est-à-dire  à  deux  points  tels  que  les  dioites  les 
joignant  au  point  double  forment  un  faisceaïi  harmo- 
nique avec  les  tangentes  en  ce  point,  correspondent 
deux  points  de  la  cubique  gauche  tels  que  les  plans 
passant  par  la  sécante  double  issue  de  iM  et  chacun  d'eux 
loiinent  un  f'aisc(;au  harmonique  avec  les  plans  définis 
par  la  sécante  double  et  les  tangentes  à  la  cubique 
gauche  aux  points  où  elle  est  rencontrée   par  cette  sé- 

(  '  )  La  définition  de  la  polaire  d'un  plan  passant  par  le  sommet 
d'un  iiièdre,  relativement  à  ce  triédre,  étant  la  même  que  celle  de 
la  pohiire  d'un  plan  |);issaiil  par  le  soinniet  d'un  cône,  relaiivemenl 
à  Cl-  ci'ine 
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<;aiilt'  (louhlc.  Aous  appi-lleroiis  ces  points  :  points  coJi- 
jiigiiés  relativement  au  point  de  L\ispace  Al.  Cola  posé, 
on  a  les  pi'opositions  suivaiUcs  : 

I/enveloppe  des  droites  joi-  Étant    donnés  une    cubique 

gnant  deux  points  conjugués  gauche  et  un  pornt  iM  de  l'es- 
d'une  cubique  unicuisale  est  pace,  A  et  B  désignant  deux 
une  conique  touchant  les  tan-  points  conjugués  quelconques 
gentes  au  point  double.  de  la  cubique  (relativement  au 

pointlNI), l'enveloppe  des  plans 
INIAB  est  un  cône  du  second 
ordre  touchant  les  plans  défi- 
nis par  la  sécante  double  issue 
de  M  et  les  tangentes  à  la  cu- 
bique aux  points  où  elle  ren- 
contre cette  sécante. 

Deux  pointsconjiiguésdune  Les    plans    passant    par    un 

cubique  unicursale  ont  le  point  Al  de  l'espace,  et  tou- 
nième  tangentiel.  chant  une  cubique  gauche  en 

deux  points  conjugués  relati- 
vement à  AI,  ont  le  même 
tangentiel  (  '  ). 

Réciproquement,  si   par  un  Réciproquement,   si  par   un 

point  d'une  cubique  unicur-  point  d'une  cubique  gauche  et 
sale  on  lui  mène  les  deux  tan-  le  point  M  on  mène  à  la  cu- 
gentes,  les  points  de  contact  bique  les  deux  plans  tangents, 
sont  conjugués.  les    points    de    contact    sont 

conjugués  relativement  à    M. 

Le      collinéaire      de      deux  Le  plan  défini  par  un  point 

points  conjugués  d'une  eu-  M  de  l'espace  et  deux  points 
bique  unicursale  est  conjugué  d'une  cubique  gauche  conju- 
de  leur  tangentiel.  gués    relativement   à    M   ren- 

contre la  cubique  en  un 
troisième  point  qui  est  le  con- 


(')  Une  cubique  gauche  et  un  point  M  de  l'espace  étant  donnés, 
on  peut  appeler  tangentiel  d'un  point  A  de  la  cubique  le  point  où 
le  plan  défini  par  M  et  la  langeiilc  à  la  ruljique  au  point  A  ren- 
contre cette  dernière. 
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ju^m'-   <lii    liingeiiticl  coiiiiniin 
i\c.<  (l('ii\  |)ioinit'i's. 

Si  l'on  joint   un    point    fixe  Al   élanl    un    poiiil    de    l'cs- 

d'une  cubique  unicursale  à  paie,  A  un  point  lixii  d'une 
tous  les  couples  de  points  cubique  gauche,  les  plans  i)as- 
conjugués,  on  forme  un  fais-  sant  par  la  droite  M\  et  par 
ceau  involutif  dont  un  des  tous  les  couples  de  points 
rayons  doubles  est  la  dioiie  conjugués  forment  un  faisceau 
joignant  le  point  M  au  [loint  involutif  dont  l'un  des  jilans 
double.  doubles  est  le   plan  défini  par 

MA  et  la  sécante  double  issue 

de  M. 

Etant    donnés   sur   une   eu-  Etant   donnés    sur    une   cu- 

bique unicursale  deux  couples  bique  gauche  deux  couples 
quelconques  de  points  conju-  (ABl,  (A'B')  de  points  con- 
gués  (  AB),  (  A'B'),  les  droites  jugués  relativement  à  un  point 
AA',  BB'  se  coupent  en  I  sur  INI  de  l'espace,  les  plans  IMAA', 
la  cubique,  les  droites  AB',  MBB'  se  coupent  en  1  sur  la 
BA'  se  coupent  en  J'  sur  la  cubique,  les  plans  MAB', 
cubique,  et  les  points  I  et  I'  INIBA'  se  coupent  également 
sont  conjugués.  en    I'   sur   la   cubique,    et  les 

points  I  et  r  sont   conjugués 
relativement  à  AI. 


SIR  LE  CE\TRE  DE  COURBIRE  DES  PODAIRES; 

Extrait  d'l.ne  lkttriî  de  AI.  AlAVRicr:  D'OCAGNE. 


Eli  réponcJant  à  la  qtieslion  293  de  Vliitciuiédiaire 
des  Matliéniaticiens,  je  me  suis  trouvé  amené  à  donner 
une  variante  de  l'énoueé  de  eeilain  théorème  que 
j'avais  fait  connaître  en  1890  dans  le  Journal  de  Ma- 
thénialiq lies  spéciales,  pour  en  déduire  la  construction 
indiquée,  en  1891,  dans  les  Nouvelles  ^4 n unies  par 
M.  llusquin  deRliévilIe  pour  le  centre  de  courbure  des 
conchoïdes. 

Ce  théorème  génc'ial,  siisceplil)]'.-  de  nomljie  d'autres 
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applicalions,  fournit,  en  pailiculicr,  une  consLruction 
très  simple  du  centre  de  courbure  des  podaires,  qui 
peut  s'énoncer  ainsi  ; 

So\l  p  la  podaire  de  la  courbe  m  par  rapport  au  point 
O;  abaissant  du  point  O,  sur  la  normale  MN  en  M  à  la 


courbe  m,  la  perpendiculaire  ON,  nous  avons  en  PN  la 
noiiuale  en  P  à  la  podaire  p. 

Cela  posé,  si  nous  élevons  en  N  à  PN  la  perpendicu- 
laire NQ  qui  coupe  OP  en  Q,  le  centre  de  courbure  to 
de  la  podaire  p  est  sur  la  droite  qui  joint  le  point  Q 
au  milieu  R  de  la  droite  unissant  le  point  O  au  centie 
de  courbure  v  de  la  courbe  m. 

Vous  jiourriez  proposer  aux  lecteurs  des  Nouvelles 
annales  de  chercher  une  démonstration  directe  de  ce 
théorème. 


SOLUTION  GÉOIIÉTRIQIE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
AU  COXCOUUS  D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  CEATRALE  EX  1889; 

Par  ai.  G.  LEINEKUGEL. 


On  considère  les  paraboles  (P)  qui  passent  par  un 
point  fixe  O  du  plan  et  qui  admettent  comme  direc- 
trice une  droite  ^Jixe  : 

i"  Lieu  des  foyers  et  des  sommets. 


(  •^•^  ) 

2"  Par  un  point  M  du  plan  passent  deux  de  ces  pn- 
raholes;  quelle  est  la  région  du  plan  oit  doit  se  trouver 
ce  point  pour  que  ces  deux  paraboles  soient  réelles  et 
distinctes,  conjondues  ou  imaginaires. 

3"  Lieu  S  du  point  J\J  pour  leipiel  les  paraboles  qui 
y  passent  se  coupent  à  angle  droit  à  Vongine  O. 
Quand  le  point  M  se  trouve  sur  le  lieu  S,  la  droite  qin 
joint  les  deux  foyers  des  paraboles  correspondantes 
passe  par  un  point  fixe. 

I.  Le  lieu  des  foyers  de  ces  paraboles  (  P)  est  évidem- 
ment le  cercle  (C)  de  centre  O  et  tangent  à  à.  Quant 
au  lieu  des  sommets,  il  se  déduit  du  lieu  des  foyers  eu 
prenant  sur  une  parallèle  FF'  à  la  perpendiculaire  à  la 
directrice  menée  de  O  les  milieux  S,  S'  des  segments 
¥  f,F'f.  Ce  lieu  est  par  suite  une  conique,  puisqu'il  n'y 
a  que  deux  points  du  lieu  sur  FF'. 

Fis.  1. 


A 

0, 

\V 

O7 

f" 

/S'  -f 

1 

0 
(C)\ 

V) 

c 

D 

0, 

On  peut  d'ailleurs  le  montrer  de  (;ette  manière  :  on  a 
sur  Vàjig.   \ 

Ô7/=fV.f¥'- 


or 

d'où 


/F  =  R  —  a  S  .s,         /F'  =  R  ^  ■>.  S  s  ; 
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car 

0.2/=  S  s„ 

qui  représente  l'ellipse  (R)  inscrite  dans  ABCD. 

Celte  ellipse  (E)  est  d'ailleurs  la  projection  sur  le 
plan  de  la  ligure  de  I  intersection  du  cylindi'e  de  hase(C) 
dont  les  génératiices  de  front  sont  inclinées  sur  le  plan 
du  tableau  de  45"i  avec  le  plan  de  seclion  droite  pas- 
sant par  la  ligne  de  terre  A. 

II.  Pour  cou  truire  les  deux  paraboles  pa'^sant  pai- O, 
IM  et  admettant  A  pour  directrice,  nous  décrivons  le 
cercle  (M)  tangent  à  A  et  de  centje  !M  ;  les  deux  points 
communs  à  (O),  (Al)  sont  les  deux  loyeis  des  deux  pa- 
raboles clierchées. 

Ces  deux  paraboles  seront  réelles  et  distinctes,  ima- 
ginaires ou  coufondues,  suivant  que  ces  deux  cercles 
aurout  deux  points  réels  et  distincts,  imaginaires  ou 
confondus. 

Si  nous  clierebons  le  lieu  des  centi'cs  des  cei'cles  (M) 
tangents  à  (O)  et  à  A,  nous  aurons  évidemment  la  ligne 
séparant  les  portions  du  plan  pour  lescpuilles  les  deux 
parijboles  (P)  coriespondantes  sont  distinctes  et  réelles 
de  celles  où  elles  sont  imaginaires. 

Si  nous  considérons  la  droite  A'  [)arallèle  à  A  et  dis- 
tante de  celle-ci  de  la  longueur- R,  rayon  du  cercle  (C), 

on  voit  que  l'on  a 

MO  =  MN, 

pour  un  point  M  du  lieu,  IN  étant  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  INI  sur  A'.  Le  lieu  de  M  est  donc  la 
parabole  (Q)  de  fover-  O  et  de  directrice  A'.  Pour  les 
points  du  plan  de  cette  parabole  (Q)  contenant  l'axe, 
deux  paraboles  (P)  distinctes  et  réelles  \  pour- les  points 
sur  la  parabole  (Q),  deux  paraboles  confondues,  et  enfin 
dans  l'autre  légion  deux  paraboles  imagirraires. 
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IIJ.  Il  résulte  df  la  propiit'lé  coniinc  de  la  laiigcnU; 
à  la  parabole  que,  si  les  tangentes  en  O  sont  rc'ctaugu- 
laires,  les  di-ux  foyers  l\  V  tl(îs  paraboles  eoirespon- 
(lantes  sont  les  extrémilés  d'un  diamètre  de  (O). 

Le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les  deux  para- 
boles (P)  qui  passent  en  O   se  coupent  à  angle    droit, 


lia 


s'obtiendra  donc  en  eliereliant  le  lieu  des  centres  des 
cercles  tangents  à  A  et  qui  lencontient  O  eu  deux  points 
extiéniités  d'un  même  diamètre. 

Il  suliit,  |)Our  eonstruiie  un  point  du  lieu,  de  mener 
par  O  une  droite  FF'N,  de  prendre  >.,co^N,N  et 
d'élever  en  N(  et  en  O  des  perpendiculaiies  à  A  et  à 
FF';  leur  point  d'interseclion  M  est  un  point  du  lieu.  Ou 
remarque  (jue  {/ig.  2) 

(M,  est  le  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  perpendi- 
culaire élevée  en  N,  à  A).  Or  M,  déciit  une  parabole, 
puisque,  dans  le  triangle  ]M,ON(,  on  a 


2  iM , 


OF  =  M,  m, 
d'où  l'on  déduit  que  M  décrit  une  parabole  S,  homo- 


(    "(i    ) 
tliéti(|ne   à  la  précédciile  S|,  Je   soinnieL  O  et  Je  Jiiec- 
trice  A'. 


AGUÉGAT10\  DES  SCIEACES  ]ÏATI1É1IAT101IES 
(C0.\C01IIS  M  1895). 


PUOGRV.MMI':     DIÎS    QUESTIONS    DVNAI.VSn:    ET     nE    MECANIQUE 
d'où  sera  TlUÉ  LE  SUJET  DLWE  DES  COMPOSUflONS  ÉCIUTES. 


Analyse. 

Notions  générales  sur  les  intégrales  abélicnnes  relatives  à 
une  question  algébrique  de  degré  m  représentant  une  courbe  C„j 
qui  n'a  d'autres  points  singuliers  que  des  points  doubles  ou  des 
points  de  rebroussement  de  première  espèce.  Genre  de  la 
courbe.  Nombre  des  intégrales  de  première  espèce  linéaire- 
ment indépendantes.  Intégrales  de  deuxième  et  de  troisième 
espèce.  Périodes  cycliques,  périodes  polaires. 

Théorème  d'Abel  pour  les  intégrales  de  première  espèce, 
pour  les  intégrales  de  deuxième  espèce  avec  un  pôle  simple, 
pour  les  intégrales  de  troisième  espèce. 

Application  de  ce  théorème  à  la  recherche  des  conditions 
nécessaiies  et  suffisantes  pour  que  inq  poinls  de  la  courbe 
donnée  G/„  soient  situés  sur  une  courbe  d'ordre  q. 

On  étudiera  plus  généralement  ces  conditions  et  leurs  con- 
séquences géométriques  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  La  courbe  G„j  est  unicursale.  [Consulter  le  Mémoire  de 
Clebsch  Sur  les  courbes  planes  dont  les  coordonnées  sont 
des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  (Journal  de 
Crelle,  t.  64,  p.  43;  traduction  française  de  M.  Durand,  chez 
Hermann,  éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  Paris); 

1°  La  courbe  C,„  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ou  une 
courbe  du  quatrième  ordre  du  genre  un. 

Nota.  —  On  pourra  se  borner  aux  propriétés  générales  des  inté- 
grales abélicnnes  indispensables  aux  applications  géomélriques  indi- 
quées. 
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Ainsi  ou  pouiTii  hiissci' (le  (-.('•le  ce;  (|ui  concerne  les  intéi^ralcs  nor- 
males, les  périodes  normales. 

On  pourra  admettre  que  le  prohième  d'inversion  de  Jacoln,  dans 
le  cas  le  plus  général,  déduit  des  l'ouclions  unifofmes. 

Mécanique. 
Dynamique  du  corps  solide.  Frottement  de  glissement. 

SUJETS    DE    LEÇONS. 
Mathc nialiques  élémentaires. 

1.  Supposant  connus  les  i^rincipes  delà  théorie  des  nombres 
premiers,  établir  la  formule  qui  fait  connaître  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  à  un  nombre  donné  et  premiers  avec 
lui.  Théorème  de  Fermât.  Généralisation  de  ce  théorème. 
Théorème  de  Wilson. 

2.  Racine   carrée.    Hacine   carrée    à    moins   d'une    unité;    à* 

moins  de  —  •  (Indiquer  quelques  méthodes  abrégées.) 

3.  Polygones  réguliers,  convexes  et  concaves. 

4.  Calcul  de  -. 

.1.  Transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  Appli- 
cations. 

6.  Figures  symétriques  dans  l'espace. 

7.  Figures  homothétiques  dans  l'espace.  Centre  dhonio- 
thétie.  Axe  d'homothétie.  Plan  d'homothétie.  Application  à 
un  système  de  quatre  sphères. 

8.  Sphères  tangentes  à  quatre  plans. 

9.  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  un  cercle  tracé  sur  une 
sphère.  Axe  radical  de  deux  cercles,  centre  radical  de  trois 
cercles  tracés  sur  une  sphère.  Applications. 

10.  Démontrer  que  toute  conique  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homolo- 
gues de  deux  faisceaux  homographiques.  Réciproque.  Insister 
sur  l'application  de  ce  mode  de  génération  à  la  démonstration 
de  quelques  propriétés  des  coniques.  (Ouvrages  à  consulter  : 
CiivsLES,  Traité  des  Coniques;  RoLCiiÉ  et  de  CoJiBEKOtssii:, 
Traité  de  Géométrie.) 
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11.  Involution  sur  une  droite.  Faisceaux  en  involution.  In- 
volution  sur  une  conique.  Applications. 

12.  Propriétés  générales  des  polyèdres.  Théorème  d'Euler. 
Applications. 

13.  Décomposition  du  trinôme  a:*-;- /î.ï^ -H  g-  en  un  produit 
de  facteurs  réels  du  second  degré;  application  à  la  résolution 
de  l'équation  bicarrée.  (On  ne  supposera  pas  que  l'équation  bi- 
carrée ait  été  résolue  par  une  autre  méthode.) 

14.  Résoudre  et  discuter  :  1°  l'équation  P-h  v'Q  =  0)  ^^  P 
est  un  polynôme  du  premier  degré  et  Q  un  polynôme  du 
second  degré  ;  i"  l'équation  v^P  —  /Q  =  a.  où  P  et  Q  sont  des 
polynômes  du  premier  degré  et  a  une  constante.  Exemples  tirés 
de  la  Géométrie. 

io.  Théorèmes  des  projections.  Établir  les  formules  relatives 
à  l'addition  des  arcs. 

IG.  Vitesse.  Etude  de  la  vitesse  dans  quelques  mouvements. 
Représentations  graphiques. 

17.  Composition  des  mouvements.  Composition  des  vitesses. 
Composition  de  deux  mouvements  rectilignes  et  uniformément 
variés. 

18.  Tliéorie  des  couples.  Réduction  à  une  force  et  à  un 
couple  d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide. 
Conditions  d'équilibre. 

19.  Equilibre  d'un  corps  pesant  sur  un  plan  incliné  dépoli, 
en  supposant  le  corps  soumis  à  l'action  dune  force  passant 
par  son  centre  de  gravité. 

20.  Balances.  Balance  ordinaire,  balance  romaiue,  balance 
de  Rober\aI. 

21.  Systèmes  articulés.  Appareils  de  Peaucellier  et  de  Ilart. 
Parallélogramme  de  Watt. 

22.  Principes  de  la  théorie  des  engrenages  cvlindriques. 
Exemples  simples. 

23.  Enoncé  du  principe  général  des  forces  vives.  Application 
aux  machines. 

24.  Définition  et  détermination  de  la  latitude  et  de  la  lon- 
gitude d'un  lieu  soit  sur  terre,  soit  sur  mer. 

2o.   Cartes  géographiques. 

26.  Principes  des  projections  cotées.  Résolution  de  quelques 
problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et  au  plan. 

27.  Première  leçon  de  perspective. 
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MdlliéniatitjKes  spéciales. 


1.  Preiiiit'it'  I<'ri)ii  sur  1rs  ilr letiiiiiiaiils. 

2.  Résoliil  ion  (I  iiii  sYsliMiie  lie /«  écjiialiniis  du  |)reiiiicr  degré 
à  p  in  cou  nu  es. 

li.  Frartions  continues  illiiuitées:  iVactrons  continues  pério- 
diciues:  développement  des  irralionuelles  thi  second  degré. 

4.   Première  leçon  sur  les  séries. 

ri.  Définilion  et  étude  de  la  fonction  a^  pour  une  valeur  po- 
sitive de  a. 

6.  Série  de  Tayinr.  Application  au  développement  de 
arc  tangj".  Calcul  de  ~. 

7.  Application  de  la  théorie  des  déi  ivées  à  l'étude  des  varia- 
tions d'une  fonction  d'une  seule  variable.  Exemples. 

8.  Définition  de  l'intégrale  définie.  Evemples, 

9.  Elimination  d'une  inconnue  entre  deux,  équations  algé- 
briques entières  et  rationnelles. 

10.  Calcul  des  fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équa- 
tion algébri([ue.  A|)|)Iications. 

11.  Transformation  d'une  équation  algébrique  dan*  le  cas 
où  chaque  racine  de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction 
rationnelle  d'une  ou  de  deux  racines  de  l'équation  donnée. 
Exemples. 

12.  Théorème  de  Sturni.  A|)plications. 

13.  Méthode  de  .M.  Hermite  pour  déterminer  le  nond^re  des 
racines  réelles  d'une  équation  algébiique  qui  sont  comprises 
e'itre  deux  limites  données.  (Consulter  le  Cours  d'Algèbre 
supérieure  <le  Serret,  t.  1,  4'^  éd.,  p.  gS5.) 

11.  Invariants  de  la  forme  cubique.  Application  à  la  résolu- 
tion de  l'équation  du  troisième  degré. 

1.").   Résolution  algébrique  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

16.  Équations  binômes.  Racines  primitives.  Polygones  régu- 
liers. 

17.  Génération  des  surfaces. 

18.  Exposer  sur  des  exem])les  simples  la  marche  à  suivre 
pour  étudier  une  courbe  algi'-brique  dans  le  \oisinage  d'un  de 
ses  points. 

lit.  Asymptotes  d'une  courbe  dt'finie  par  son  écjualion  en 
coordonnées  rectiligncs.  (Première  leçon.) 
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20.  R(''diiclion  simultanée  de  deux  formes  quadratiques  à 
trois  variables  x,  y,  z  à  des  sommes  de  trois  ou  d'un  nombre 
moindre  de  carrés.  Triangle  conjugué  commun  à  deux  coni- 
ques. Discussion  et  exemples. 

21.  Invariants  simultanés  de  deux  formes  quadratiques  à 
trois  variables.  Triangles  inscrits  ou  circonscrits  à  une  pre- 
mière conique  et  conjugués  par  rapport  à  une  seconde  conique. 
Triangles  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 
Propriétés  analogues  des  cônes  du  second  degré.  Applications 
et  exemples. 

22.  Classification  des  qnadriques  en  coordonnées  tangen- 
tielles.  (On  prendra  comme  première  base  de  la  classifica- 
tion les  caractères  qui  restent  invariables  par  une  trans- 
formation   homo graphique,  caractères    qui  sont  du  reste 

immédiatement  fournis  par  la  décomposition  en  carrés; 
on  complétera  ensuite  cette  classification  en  ayant  égard 
aux  propriétés  métriques.) 

23.  Enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  une  conique 
à  centre  donnée,  en  restant  orthogonal  à  un  cercle  fixe. 
Trouver  les  modes  de  génération  analogues  dont  la  courbe 
enveloppe  est  susceptible.  Inversions  et  symétries  {par  rap- 
port à  des  axes)  qui  laissent  la  courbe  invariable. 

24.  Figures  polaires  réciproques  dans  l'espace.  Applica- 
tions. 

23.  Un  plan  P  coupe  une  quadrique  suivant  une  conique  à 
centre,  former  les  équations  des  axes  de  cette  conique  et  cal- 
culer les  longueurs  de  ces  axes.  (On  supposera  que  la  qua- 
drique est  rapportée  à  des  axes    rectangulaires  quelconques.) 

26.  Intersection  de  deux  quadriques  quand  cette  intersec- 
tion se  décompose. 

27.  Une  surface  étant  définie  par  les  équations 

^=f{ih^),         r  =  ?("'<■),         z^^(u,v), 

étudier  les  propriétés  infinitésimales  du  premier  et  du  second 
ordre  de  cette  surface  autour  d'un  de  ses  points.  Théorème 
de  Meusnicr,  Lignes  asymptotiques.  Lignes  de  courbure. 

28.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où 
cette  intersection  a  des  branches  infinies.  (Géométrie  descrip- 
tive.) 


(  «2.  ) 


COVCOIRS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  MVALE  M  1894. 


COMPOSITIONS    ECRITES. 


Arithmctitjue  et  Algèbre  (3  heures  et  demie). 

1"  Dérivées.  Définition.  Théorèmes  relatifs  aux  variations 
d'une  fonction  à  une  variable. 

■1°  On  donne  deux  droites  indéfinies  OM,  OP,  faisant  un 
angle  de  6o°,  et,  sur  OM,  deux  segments  positifs  OA  =  a  et 
OB  =  b.  On  demande  de  trouver  sur  OP  un  point  X,  0X  =  ^, 
tel  que,  si  l'on  mène  la  circonférence  passant  par  ce  point  et 


tangente  à  OM  en  A,  et  si  l'on  joint  au  point  B  le  point  X 
et  le  second  point  X'  où  la  circonférence  coupe  OP,  le  pro- 
duit XB  X  X'B  soit  égal  à  p  fois  le  produit  ab;  p  est  un 
nombre  positif  quelconque.  On  pourra,  dans  le  cours  de  la 
discussion,  employer  comme  paramètre  auxiliaire  la  quantité  q 
ci-après 

a        b 
1  =  T^-- 


3°  Déterminer  l'approximation  avec  laquelle  on  peut  ob- 
tenir l'angle  B  d'un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  connaissant 
à  o,i  près  les  valeurs  suivantes  des  côtés  6  et  c  : 

6  =  64'", 6;         c=i57'",  5. 
Ann.  de  Ma/hémat-,  3'  série,  t.  XIV.  (Mars  i8g5.)  9 
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Géométrie  cotée  (2  heures  et  demie). 

Un  cône  oblique,  à  base  circulaire,  a  pour  base  une  circon- 
férence C  et  de  rayon  égal  à  35""",  située  dans  le  plan  hori- 
zontal de  cote  zéro.  Son  sommet  S  est  déterminé  par  sa  pro- 
jection s,  située  à  une  distance  Os  =  5o"""  du  point  O,  et  par 
sa  cote  égale  à  109""'°;  a  est  la  projection  horizontale  d'un 
point  A  de  cote  égale  à  3o""".  Sa  distance  a  a  au  plan  vertical  Os 
est  égale  à  40""",  et  la  distance  Oa  égale  à  60'"'". 

Mener  par  le  point  A  un  plan  qui  détermine  dans  le  cône 
donné  une  section  antiparallèle  G'.  Construire  la  projection 
horizontale  de  cette  section;  déterminer  ses  axes  et  les  points 
qui  se  trouvent  sur  le  contour  apparent  du  cône. 

Construire  les  projections  des  sphères  passant  : 

1°  Par  la  base  C  et  le  sommet  S; 

2"  Par  la  circonférence  C  et  le  sommet  S; 

3"  Par  les  deux  circonférences  C  et  C'. 

Les  plans  des  intersections  de  ces  trois  sphères  prises  deux 
à  deux  se  coupent  suivant  une  même  droite  :  la  déterminer. 

Calcul  triponométrique  (i   heure). 

Trouver  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"et  j8o"  données 
par  la  formule 

sin(i5°42'46")3  X  tang(2o8°oo''23")3 
sin3(«  X  9o"-t- .r)  =  j ^ 1 

cos(277"oo'32")^  X  (0,181725)^ 
n  est  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

Géométrie  et   Géométrie   analytique  (3  heures  et  demie). 

I.  Géométrie.  —  Propriétés  des  centres  de  similitude  de 
deux  circonférences. 

Cas  où  l'une  des  circonférences  se  réduit  à  une  droite. 

Application  aux  deux  problèmes  de  mener  une  circonférence  : 

1°  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux  circon- 
férences données  ; 

2"  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  une  circonfé- 
rence donnée  et  à  une  droite  donnée. 


(  '^-^  ) 

H.  Géométrie  analytique.  —  Ox  cl  Oj-  élaiil  deux  axes 
rectangulaires,  on  décrit  de  O  comme  centre  une  circonfé- 
rence de  rayon  a  qui  coupe  l'axe  des  a?  en  A  et  A'.  Soit  P.  nn 


point  situé  sur  l'axe  des  x,  OB  =  b,  et  soit  M  un  point  va- 
riable sur  la  circonférence.  On  considère  la  parabole  cir- 
conscrite au  triangle  MAB  et  dont  l'axe  est  parallèle  à  A'M. 
Démontrer  géométriquement  que  l'axe  de  cette  parabole  est  la 
droite  OP  menée  par  O  parallèlement  à  A'M. 

1°  Equation  de  cette  parabole  en  prenant  pour  paramètre 
variable  l'angle  o  que  fait  A'M  avec  l'axe  des  x;  lieu  du 
deuxième  point  d'intersection  avec  le  rayon  OM. 

i"  Déterminer  sur  l'axe  OP  de  cette  parabole  les  distances 
du  point  O  au  sommet  S  et  au  foyer  F.  En  conclure,  en  coor- 
données polaires,  le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  foyer. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1891. 


M.VTIIEM.VTIQUES   SPECIALES. 


Mathématiques. 

On  donne  un  triangle   ABC   dont  les  côtés  ont  respective- 
ment pour  équations 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  —  o; 

une  conique  S  touchant  en  A  et  B  les  côtés  GA,  GB,  de  l'angle 
ACB,  et  dont  l'équation  est 

XY  =  Z  . 


(  M  ) 

Sur   cette   conique  S    on    prend    le   point    ;jt,    défini   par   les 

équations 

X  =  Y  =  Z, 

et  un  point  variable  IM  ;  enfin  on  désigne  par  v  le  point  où  la 
droite  C  (jl  rencontre  la  corde  de  contact  AB. 

Gela  posé,  on  joint  le  point  M  à  l'un  des  deux  points  m 
de  la  droite  AB,  qui  ont  même  polaire  par  rapport  aux  deux 
angles  AMB,  [jlMv. 

1°  Démontrer  que,  le  point  M  décrivant  la  conique  S,  la 
droite  M/n  enveloppe  une  courbe  S  du  quatrième  ordre  et 
de  la  troisième  classe,  dont  l'équation  en  coordonnées  tan- 
gentielles  est 

u^  4-  v^  =  uvw. 

2°  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S,  on 
mène  à  cette  courbe  les  tangentes  Tj,  T2,  T3,  T^,  et  l'on 
considère  la  conique  Cj  inscrite  dans  le  pentagone  formé  par 
ces  quatre  tangentes  et  la  droite  AB;  démontrer  que,  si  l'on 
assujettit  la  conique  Cj  à  passer  par  un  point  donné  P,  la 
droite  D  enveloppe  une  conique  Gj. 

3°  Montrer  que  la  conique  G2  se  réduit  à  deux  points  y,  _/' 
quand  le  point  P  est  sur  une  certaine  conique  G3  ;  trouver 
dans  ces  conditions  l'enveloppe  S'  de  la  droite  //'  et  le  lieu 
des  points/,  /'. 

Physique. 

I.  Mesure  des  températures. 

II.  En  admettant  comme  démontré  :  1°  que  le  coefficient 
de  dilatation  cubique  est  le  triple  du  coefficient  de  dilatation 
linéaire;  2°  que  la  dilatation  d'une  enveloppe  est  exactement 
celle  qu'elle  subirait  si  elle  faisait  partie  d'une  masse  solide 
et  continue  de  la  même  substance,  on  pourrait  obtenir  le 
coefficient  de  dilatation  absolue  du  mercure  par  l'expérience 
suivante  : 

Deux  tubes  de  même  verre,  de  1™  de  longueur  et  de  20""" 
de  diamètre  environ,  sont  placés  côte  à  côte  dans  une  môme 
étuve,  qu'on  peut  porter  à  diverses  températures.  L'un  est  en 
communication  avec  un  manomètre  et  constitue  une  espèce 
de  thermomètre  à  air.  On  connaît  le  volume  V  du  réservoir 
à  0°  et  le  volume   très    petit   v   du    tube   de  jonction  jusqu'au 
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repère  a  de  la  petite  hianclie  du  tal)c  inanotnéliique.  Ce  tube 
porte  vers  ses  extrémités  deux  traits,  dont  on  a  mesuré  la 
distance  Iq  à  zéro.  Un  appareil  micrométrique  extérieur  per- 
inet  de  relever  la  variation  de  distance  de  ces  deux  traits 
aux  diverses  températures;  l'autre  tube,  dont  le  volume  à  o" 
est  V,  est  rempli  de  mercure  et  constitue  un  thermomètre  à 
poids. 

Une  expérience  consiste,  l'étuve  étant  à  une  température 
T  :  i"  à  relever  la  variation  de  distance  des  deux  traits;  2°  à 
mesurer  la  pression  H'  indiquée  par  le  manomètre;  3"  à  peser 
le  mercure  sorti  de  l'appareil. 


Application  n umé/iq lie. 


V  =  V  =  3oo«. 

V  =1". 


t  température  extérieure  =  o". 

^0  774  ' 


P  =  91°'.  9^6. 

TJ-     =    1,340,. 

On    prendra    Du=;i3,5'j(î. 
I 
"  273 


C  hi/nie. 

I.  Cyanogène.   —   Acide  cyanhydrique. 

II.  Deux  gaz  différents,  occupant  le  même  volume  dans 
les  mêmes  conditions  de  température  et  de  pression,  sont  mé- 
langés dans  un  vase  A;  la  densité  du  mélange  par  rapport  à 
l'hydrogène  est  7,5.  Le  vase  A  est  séparé  d'un  vase  B,  primi- 
tivement vide,  par  une  cloison  mince  percée  d'un  très  petit 
trou.  Celui-ci  ayant  été  débouché  pendant  un  temps  très 
court,  une  certaine  quantité  des  deux  gaz  s'est  répandue  dans 
le  vase  B  et  y  forme  un  mélange  ayant  une  densité  par  raj)- 
port  à  l'hydrogène  égale  à  v '4- 

On  demande  : 

i"  Quel  est  le  poids  de  chacun  des  gaz  occupant  le  même 
volume  qu'un  poids  d'hydrogène  égal  à  2? 

2°  Quels  peuvent  être  ces  deux  gaz? 

3"  D'indiquer  une  expérience  permettant  de  lever  toute 
ambiguïté  sur  la  nature  des  deux  gaz  qui  forment  le  mélange 
primitif. 


[      !  %6 


MATHEJIVTIQUES    ELEMENTAIRES. 


Mathématiques. 


On  donne  une  ellipse  E,  et,  dans  le  plan  de  cette  ellipse,  on 
prend  une  droite  H  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  de  l'el- 
lipse. On  se  propose  de  faire  correspondre  à  la  droite  H  un 
cercle  que  nous  désignerons  par  la  notation  (ÎT),  situé  dans  le 
plan  de  l'ellipse  et  assujetti  aux  conditions  suivantes  :  son 
centre  est  sur  celui  des  axes  de  l'ellipse,  qui  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  H,  et  le  rapport  entre  la  puissance  d'un  point 
M  de  l'ellipse  par  rapport  au  cercle  (J^)  et  le  carré  de  la  di- 
stance du  même  point  M  à  la  droite  H  est  indépendant  de  la 
position  du  point  M  sur  l'ellipse. 

1°  Déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  (h^  ainsi  dé- 
fini, la  grandeur  de  son  rayon,  et  la  valeur  du  rapport  qui  est 
indépendant  de  la  position  du  point  IM  sur  l'ellipse.  Donner 
les  conditions  de  possibilité  du  problème  et,  quand  ces  condi- 
tions sont  remplies,  reconnaître,  d'après  la  position  de  la 
droite  H,  comment  le  cercle  (h)  qui  lui  correspond  est  situé 
par  rapport  à  l'ellipse  E  et  par  rapport  à  la  droite  H.  En  par- 
ticulier, indiquer  dans  quels  cas  le  cercle  fH)  ou  n'a  aucun 
point  en  dehors  de  l'ellipse,  ou  n'a  aucun  point  à  l'intérieur 
de  l'ellipse. 

2"  Soient  H  et  K  deux  droites  perpendiculaires,  l'une  à  l'un 
des  axes  de  l'ellipse,  l'autre  à  l'autre;  soit  P  le  point  de  con- 
cours de  ces  deux  droites,  et  soient  (h\  et  (k)  les  cercles  qui 
correspondent  à  ces  deux  droites. 

Démontrer  que  la  ligne  des  centres  des  cercles  (h)  et  (k^ 
passe  par  le  point  P. 

Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  P 
pour  que  les  cercles  Qi)  et  (k^  soient  tangents. 

Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le  point  P 
pour  que  l'axe  radical  des  cercles  (h)  l't  (M  passe  par  ]c 
point  P. 

3"   Soient    H,    H'  deux   droites   perpendiculaires    au    ff/and 


\ 
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axe  (le   l'ellipse;   et   soient  (Ti),  (iV)  les  deux   cercles  que  l'on 

fait  correspondre  à  ces  droites. 

Démontrer  que,  si  un  point  M  se  déplace  sur  l'ellipse  E,  la 
somme  ou  la  difTérencc  des  longueurs  des  tangentes  menées 
du  point  lAI  aux  deux  cercles  est  constante,  selon  que  l'arc 
d'ellipse  parcouru  par  ce  point  M  est  ou  n'est  pas  compris 
entre  les  droites  II  et  H'. 

Modifier  comme  il  convient  l'énoncé  de  cette  propriété, 
pour  le  cas  oia  les  droites  H  et  H'  seraient  perpendiculaires 
au  petit  axe  de  l'ellipse,  au  lieu  d'être  perpendiculaires  au 
e;rand  axe. 


PREMIÈRE-SCIENCES   (ENSEIGNEMENT    MODERNE). 

Mathématiq  ues . 

Étant  données  deux  droites  X,  Y,  qui  se  coupent  en  O,  un 
point  A  sur  X  et  un  point  B  sur  Y, 

i"  Construire  l'arc  de  parabole  tangent  à  ces  droites  aux 
points  A,  B,  et  compris  entre  ces  points. 

1°  Donner  la  condition  géométrique  pour  que  le  sommet  de 
la  courbe  soit  sur  l'arc  AB. 

3°  Le  point  G  étant  le  milieu  de  la  corde  AB,  on  représente 
par  c  la  longueur  OC  et  par  u,  v  les  angles  AOG,  COB;  cal- 
culer en  fonction  de  ces  données  le  paramètre  de  la  parabole 
et  étudier  la  variation  de  cette  quantité  quand,  le  point  A  res- 
tant fixe,  le  point  B  parcourt  la  droite  illimitée  Y';  examiner 
les  cas  limites. 

4"  Construire  a  priori  (sans  faire  usage  des  éléments  de 
la  courbe)  une  tangente  à  l'arc  considéré  parallèle  à  une  di- 
rection donnée;  conditions  de  possibilité. 


RHETORIQUE. 

Géométrie  et  Cosmographie. 

On  donne  deux  cônes  de  révolution  égaux  SAB,  S'A'B', 
placés  de  façon  que  les  plans  des  cercles  de  base  AB,  A'B', 
«iint  |i;\iallèlc?.  et  (|iil'  le  snnimcl  do  chacun  des  cônes  est  dans 


(  ^'^^  ) 

le  plan  du  cercle  de  base  de  l'autre.  On  coupe  ces  deux  cônes 
par  un  pian  P  parallèle  aux  plans  des  deux  bases,  et  situé 
entre  ces  plans;  ce  plan  P  coupe  le  premier  cône  suivant  un 
cercle  CD,  et  le  second  cône  suivant  un  cercle  CD'. 

On  désigne  par  r,  l,  h  le  rayon  de  base,  l'arête,  la  hauteur 
de  chacun  des  cônes,  par  x  la  distance  du  sommet  S  au  point 
de  rencontre  du  plan  P  et  de  l'arête  SA,  et  par  r  la  distance 
du  sommet  S  au  plan  P. 

I"  Déterminer  x  de  façon  que  le  rapport  de  la  somme  des 
surfaces  latérales  des  deux  troncs  de  cône  ABCD,  A'B'C'D' 
à  la  surface  latérale  du  cône  SAB  soit  égal  à  un  nombre 
donné  X.  —  Discuter. 

2°  Déterminer  ^  de  façon  que  le  rapport  de  la  somme  des 
volumes  tics  troncs  de  cône  ABCD.  A'B'C'D'  au  volume  du 
cône  SAB  soit  égal  à  un  nombre  donné  fji.  —  Discuter. 

3°  Au  lieu  de  supposer  les  surfaces  latérales  des  deux  cônes 
limitées  au  sommet  et  au  cercle  de  base  de  chaque  cône,  on 
suppose  ces  surfaces  latérales  prolongées  indéfiniment  dans 
les  deux  sens,  et  on  suppose  que  le  plan  P,  parallèle  aux  plans 
des  deux  bases,  au  lieu  d'être  nécessairement  compris  entre 
ces  deux  plans,  peut  se  déplacer  dans  tout  l'espace. 

Dans  ces  conditions  nouvelles,  indiquer  pour  chacun  des 
deux  problèmes  quelles  conventions  il  faut  faire  sur  la  valeur 
de  l'inconnue  et  sur  la  façon  d'entendre  l'énoncé,  pour  que 
l'équation  obtenue,  quand  on  suppose  le  plan  P  compris  entre 
les  plans  des  bases  des  deux  cônes,  convienne  encore  quand 
cette  condition  n'est  pas  remplie. 

Compléter  la  discussion  de  chacun  des  deux  problèmes  ainsi 
généralisés. 

SECONDE    CLASSIQUE. 

Algèbre  et  Géométrie. 

I.    On  considère  le  système  d'équations  simultanées 

52.r  —  34_x  —  ;;  -r-  r)«  =  o, 
^^x  —  oiy  —  3  s — b  =  o, 
?i^x  —  ii,y  -t-s-t-3«  4-26  =  0, 

dans  lesquelles  a   et  b  désignent    des    entiers   positifs  donnés, 
et  X,  y.  z  des  inconnues. 
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Késoudro  ces  cqualions,  et  chcrchor  quelles  (loi\enl  èlic 
les  valeurs  des  entiers  positifs  a  et  h,  pour  que  les  valeurs  des 
inconnues  soient  positives,  et  que,  en  outre,  la  vaîcui-  de  l'in- 
connue X  soit  la  plus  petite  possible. 

II.  On  considère  un  tétraèdre  OABC,  dont  on  suppose 
les  arêtes  piolongées  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  et  un 
plan  P  parallèle  au  plan  de  la  face  ABC;  le  plan  P  coupe  les 
arêtes  OA,  OB,  OC,  ou  leurs  prolongements,  respectivement 
aux  points  A',  B',  C.  On  désigne  par  a  le  milieu  du  côlé  BC, 
par  p  le  milieu  du  côté  AC,  et  par  y  le  milieu  du  côté  AB. 

1°  Trouver  pour  quelle  position  Pj  du  plan  P  les  droites 
A'a,  B'3,  C'y  sont  parallèles. 

1°  Démontrer  que,  pour  toute  position  du  plan  P,  différente 
de  la  position  \\,  les  droites  A'a,  B'3,  C'y  se  coupent  en  un 
même  point  M. 

3"  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  ^I,  lorsque  le  plan 
P  se  déplace,  en  restant  toujours  parallèle  au  plan  de  la  face 
ABC. 

SHcoxm-;  .modkum;. 

Mathématiques. 

I.  On  considère  une  pyramide  régulière  à  base  carrée 
dans  laquelle  le  rapport  de  la  surface  totale  à  l'aire  de  la  base 
est  2,56.  Calculer  l'angle  d'une  face  latérale  avec  le  plan  de 
base,  l'angle  de  deux  faces  latérales  et  l'angle  de  deux  arêtes 
latérales. 

Calculer  la  plus  courte  distance  d'une  arête  latérale  et  d'une 
arête  de  la  bf  se  dans  le  cas  particulier  oîi  le  volume  de  la  py- 
ramide est  543  décalitres. 

(On  fera  usage  des  tables  à  cinq  décimales.) 

II.  On  donne  la  projection  horizontale  aôcrfe,  «i  Z*]  c,  <^,  ei 
d'un  prisme  pentagonal  dont  les  bases  sont  ABGDE  et 
AjBiCiDiEi;  on  donne  de  plus  les  projections  verticales  des 
sommets  AiBi  Ci. 

i"  Construire  les  projections  verticales  des  sommets  D,  E. 
1°  Construire  le  pentagone  ABCDE  au  moyen  d'un  rabatte- 
ment sur  le  plan  de  front  du  point  A. 
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3"   Construire   la   projection    verticale  du  prisme  en  suppo 
sant  sa  hauteur  donnée. 

4°  Donner  la  ponctuation  des  deux  projections. 


TROISIEME    CLASSIQUE. 

Arithmétique,  Algèbre  et  Géométrie. 

I.  Démontrer  que    si  l'on  divise  par  iii  les  nombres  en- 
tiers a  et  looort,  on  trouve  le  même  reste. 

Déduire  de  là  que  les  nombres 

A   =  loG"+2_,_  io3«  +  l-+-  I,  B   =  I0'''«  +  ''-{-I0^"*2_t-, 

sont  divisibles  par  m,  et  que  le  nombre 

C  =  loS"  -f-IO^''  -H  I 

est  égal  à  un  multiple  de    m    plus  3.  La  lettre   ii  désigne  un 
nombre  entier  quelconque. 

II.  On    donne  un    triangle   ABC,   et,   sur   le  côté  BG   pro- 
longé, on  porte  de  part  et  d'autre  du    point  B   des   longueurs 


BB'  et  BB"  égales  à  une  longueur  donnée  p,  et,  de  part  et 
d'autre  du  point  G,  des  longueurs  CG' et  GG"  égales  à  une  lon- 
gueur donnée  y. 


(  >3.  ) 

En  menant  par  B'  cl  IV  des  parallèles  au  cùté  AH,  cl  par  G' 
el  G"  des  parallèles  au  côté  AG,  on  forme  un  parallélogramme 
MNPQ;  de  même,  en  menant  par  B'  et  B"  des  parallèles  au 
côté  AC,  et,  par  G'  et  G"  des  parallèles  au  côlé  AB,  on  forme 
un  deuxième  parallélogramme  M'N'P'Q'. 

i"  Trouver  les  lieux  géométriques  des  sommets  du  parallé- 
logramme  MNPQ,  lorsque  jJ   et  y  varient  de   manière   que  le 

rapport  —  reste  égal  à  un  nombre  donné  m. 

2°  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  les  lieux  géométriques 
des  sommets  du  parallélogramme  M'N' F*' Q'. 

3°  Pour  quelle  valeur  de  m  le  parallélogramme  MNPQ 
est-il  un  losange?  Résoudre  la  même  question  pour  le  parallé- 
logramme M'N'P'Q'. 


TROISIEME    MODERNE. 

Mathématiq  ues. 

On  donne  deux  circonférences  qui  se  coupent  aux  points  A 
et  B;  par  le  point  B  on  mène  une  sécante  quelconque,  qui 
rencontre  l'une  des  circonférences  en  G  et  l'autre  en  D;  on 
joint  ces  points  au  point  A  et  l'on  détermine  :  i"  le  centre  M 
du  cercle  inscrit;  i°  les  centres  Mj,  M^y  M^  des  cercles  ex- 
inscrits au  triangle  GAD. 

Gela  posé,  on  demande  : 

i"  Quel  est  le  lieu  géométrique  que  décrit  le  centre  M,  quand 
la  sécante  GBD  tourne  autour  du  point  B? 

•2."  Quels  sont  les  lieux  géométriques  que  décrivent  les  cen- 
tres M,,  lAI,,  M,3? 

3"  Quel  est  le  lieu  géométrique  que  décrit  le  point  G,  point 
de  rencontre  des  médianes  du  triangle  mobile  GAD? 

4"  On  suppose  que  l'on  place  la  sécante  mobile  dans  la 
position  KBH,  pour  laquelle  l'aire  du  triangle  est  maximum. 
—  Dire  quelle  est  cette  position,  et,  en  supposant  que  l'on 
joigne  les  points  fixes  K  et  H,  respectivement  aux  points  mo- 
biles G  et  D,  trouver  le  lieu  géométrique  du  point  où  se  ren- 
contrent les  drc^ites  GK  et  DM. 


(     '32    ) 


GOKOURS  D'ADMI$SIO\  A  L'ECOLE  SPECIALE  ^liLITAIRE 
M  1894. 


Matliématiques  (  i  heures). 

I.  On  inscrit  un  cylindre  clans  une  sphère  donnée;  étudier 
la  variation  du  volume  du  solide  formé  par  ce  cylindre  sur- 
monté, à  l'une  de  ses  bases,  par  riiémisphère  de  même  rayon 
que  cette  base. 

II.  On  donne  une  circonférence  O  et  la  droite  TAT'  tan- 
gente en  A  à  cette  circonférence.  On  considère  une  seconde 
tangente  qui  rencontre  la  première  en  G  et  qui  touche  la  cir- 
conférence en  B.  La  première  tangente  étant  fixe,  et  la  seconde 
variable,  on  demande  :  i"  le  lieu  géométrique  du  centre  du 
cercle  inscrit  au  triangle  ABC;  2°  le  lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit;  3"  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  hauteurs; 
4°  le  lieu  du  point  de  rencontre  du  rayon  OB  avec  la  perpen- 
diculaire en  G  à  la  tangente  TAT'. 

(Les  solutions  par  la  Géométrie  étant  simples,  il  leur  sera 
donné  la  préférence.) 

Calcul  trigononiétrique  (i  heure). 

Calculer,  à  l'aide  de  Tables  à  5  décimales  seulement,  les 
angles  et  la  surface  d'un  triangle  ABC,  connaissant  les  3  côtés 

a  =  3245,         b  =  5879,         c  =  5783. 

Epure  (2  heures  et  demie). 

Une  droite  oS  de  l'espace  a  pour  trjce  horizontale  o;  la 
cote  de  son  point  S  égale  20*"";  sa  pente  est  i;  sa  projection  os 
est  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille,  o  est  à  14"'"  du 
bord  inférieur,  et  à  g"""  du  bord  de  gauche. 

Le  point  S  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  base  dans 
Je  plan   horizontal  le  cercle  de  centre  o.    de  rayon  égal  à  8"'". 


(  >;«  ) 

La  pidjorlioii  lioiixniiialt'  os  de  la  dioiie  oS  coupe  la  rircoti- 
férence  o  en  deux  points  m  et  n,  le  point  //  étant  entre  o  et  s. 
Par  une  droite  de  l'espace,  de  pente  2,  ayant  sa  trace  horizon- 
tale au  milieu  de  om  et  coupant  la  verticale  de  o  au-dessus  du 
plan  horizontal,  passent  ■?.  plans  P  et  Pj  de  pente  4-  Parallèle- 
ment à  cette  même  droite  et  par  les  horizontales  perpendicu- 
laires à  on  en  o  et  en  n,  on  mène  les  deux  plans  Q  et  Qi.  Les 
traces  horizontales  de  ces  4  plans  déterminent  un  trapèze 
isoscèle  qui  est  la  base  d'un  prisme  dont  les  4  plans  forment 
les  faces  latérales. 

Représenter  la  projection  du  corps  opaque  commun  à  ce 
cône  et  à  ce  prisme. 

Mener  à  la  projection  horizontale  des  sections  du  cône  pai- 
les  plans  P  etPj  les  tangentes  parallèles  aux  côtés  du  trapèze 
de  base  du  prisme. 

Coter  à  l'encre  rouge  les  points  de  contact  de  ces  tangentes, 
et  les  autres  points  remarquables. 

Inutile  de  tracer  à  l'encre  les  lignes  de  construction  d'un 
point  quelconque  de  la  section. 


SIR  LA  COMBINAISON  DES  ÉCAIITS; 

Par  m.  m.  dÛGAGXE, 
Répétiteur  à  l'École  Pol\ leclinique. 


Le  but  de  la  présente  jNote  est  de  donner  une  dé- 
monslration  rigoureuse  du  théorème  fondamental  relatif 
à  la  combinaison  des  écarts,  une  J'ois  admise  la  loi  de 
probabilité  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  Gauss. 

I.  Rappel  de  définitions.  —  On  admet,  d'après 
Gauss  que,  pour  une  série  d'observations,  les  écarts 
entre  le  résultat  vrai  et  le  résultat  constaté  obéissent  à 
la  loi  suivante,  où  P(x)  désigne  la  probabilité  pour  que 
l'écart  soit  compris  entre  —  x  et  x, 

(I)  P(x)=  -^   f    e-'-'-^'' dx  =  ^   f    e-f-'-^'dx, 

Ann.de  \fathémat.,  3«série,  t.  XIV.  f  Vvril  i8q5.)  lO 


(  i34  ) 
//étant  une  constante  à  déterminer  expérimentalement. 
Si  l'on  pose,  d'une  manièi'e  générale, 


(2) 


'(0  =  -^    f  e-"dt. 


la  formule  précédente  peut  s'écrire 

(3)  P(:r)  =  8(/ir). 

On  voit,  d'après  cela,  que,  pour  une  même  valeur  de 
la  probabilité  P,  hx  sera  le  même  et,  par  suite,  que 
l'écart  X  correspondant  à  celte  probabilité  P  sera  d'au- 
tant plus  petit  que  h  sera  plus  grand,  c'est-à-dire  que, 
suivant  l'idée  commune,  la  précision  sera  d'autant  plus 
grande  que  h  sera  plus  grand.  C'est  pourquoi  h  est  pris 
comme  mesure  de  la  précision. 

On  appelle  écart  probable  celui  r^  dont  la  probabi- 
lité est  ^.  II  est  donné  par  la  formule 


(4) 


0,4769 


L'écart  moyen  quadratique  z  est  celui  dont  le  carré 
est  la  moyenne  des  carrés  des  écarts  constatés.  Il  est 
donné  par 


(5) 


hsj-x 


Entin,  Vécart  moyen  u.,  ou  la  moyenne  des  valeurs 
absolues  des  écarts,  est  donné  par 


(6) 


Des  formules  (4)  et  (5)  on  tire 
^=0,6-...= 


(   ^35  ) 
eiivii'un,  ri  di-s  funuuU's  (."))  el  [G) 


ç2 


Les  formules  (4),  (5),  (6)  iiionlrcul  (ju'il  siillil  dv. 
coiinaÎLre  l'une  des  quaiilités  //,  r,,  e,  ij.  pour  (|u<'  les 
trois  autres  s'en  déduisent. 

II.  Proposons-nous  niaintenanl  de  recliercliei-  la  loi 
de  probabilité  des  écarts  lésultants.  Prenons  d'abord  le 
cas  de  deux  causes  d'eneurs,  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  auxquelles  correspondent  respecli\  ennîut,  d  a- 
près  Gauss,  les  lois  de  probabilité 

pi=  —e     >    'f/.r, 
et 

Pour  qu'un  écart  compris  entre  x^  et^i  -h  f/r,  d'une 
part,  et  un  écart  compris  entre  x<x  et  Xo  -f-  dx>  de 
Taulre,  se  produisent  simultanément,  la  piobabilité  est, 
en  vertu  du  principe  des  probabilités  composées, 

■  _      e    ''  '    '      -    '■' itxx  dx^ 

el,  puisqu'il  y  a  indépendance  des  causes,  ces  écarts 
s'ajoutent  et  l'on  a  un  écart  résultant  compris  entre 
jc  =  oTi  +  Xo  et  j:  +  dx. 

Donc,  en  vertu  du  principe  des  piobabilités  totales, 
on  aura  la  probabilité  d'un  tel  écart  résultant  en  faisant 
la  somme  de  toutes  les  probabilités  élémentaires  telles 
que  la  précédente,   pour  lesquelles 

a:  5  ^,  -f-  a*2  ^  T  -f-  dx. 


(  .36  ) 
Celte  somme  peut  s'écrire 

,        ,  _  00  „  V-hclx—.V, 


P 


Représentant   par    J    l'inlégiale    définie   du   second 
membre,  nous  avons 

ou,  en  faisant  sortir  du  signe   /  la  partie  constante  rela- 
tivement à  la  variable  d'intégration  a?,, 

Posons 

y/Af  -+-  AI  Ti — '^  =  ?/. 

v/Af  +  A| 

L'intégrale  s'écrit  alors 


h'i  hl 

■jc- 

v/Al 


J  =  e    *'+^"^^"  — ' /      e-"^rf;f 

tf  H-  A|  «^-  = 


y/  Af-^Ai 
Dès  lors  la  valeur  de  p  devient 

Si  nous  posons 
(7)  A^=      ^'^^ 


Af-f- A| 


(  '■"J  ) 

elle  s'éciit 

(  8  )  P=  -1=  ^~''' '■'  ^^• 

y  11 

Ainsi,  nous  Irouvons  pour  l'écart  résultant  une  loi 
de  probabilité  de  la  forme  de  Gaiiss,  et  nous  voyons  que 
la  formule  (7)  peut  s'écrire 

^'  ^  h^      h\      hi 

Dès  lors,  si  nous  avons  un  nombre  quelconque  de  lois 
d'écarts,  correspondant  à  des  causes  indépendantes  les 
unes  des  autres,  nous  voyons  qu'en  composant  d'abord 
ensemble  deux  d'entre  elles,  puis  la  résultante  obtenue 
avec  une  troisième,  et  ainsi  de  suite,  nous  obtenons 
finalement  encore  une  loi  de  la  forme  (8),  où  la  con- 
stante h  est  donnée  par  (') 

Les  formules  (4),  (5),  (6)  montrent  dès  lors  que 
l'on  a 

/    r;-  =  r,f  -f- r J -f- .  ,  . -f-  y,2. 

(10)  j    £2     =E?    +£i    +...-f-£^, 

(  [■>■-  =  \A^  1^1 -^...-t-  ;j.2, 
expressions  analytiques  qui  conduisent  à  cet  énoncé  : 

/  probable  j 

Le   carré  de    l' écart    |   moyen  quadratique  :    rcsul- 
{   tnoyen  ) 

tant     est    égal    à    la     somme   des    carrés     des    écarts 

I  probables  \ 

moyens  quadratiques   >  composants, 
moyens  ) 


(')  J'ai  fait  connaître  la  formule  qui,  clans  le  cas  des  écarts  non 
plus  linéaires,  mais  dans  le  plan,  correspond  à  celle-ci  {Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  l.  CXVIII,  p.  517). 
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SIR  LE  RAYON  DE  COIRRURE  DE  LA  PROJECTION 
mu  COURBE; 

Par  m.  J.  CARON. 


1.  Elai)t  donnée  une  droite  tangente  à  une  surface 
du  second  degré,  en  un  point  du  contour  apparent 
horizontal  dans  l'espace;  si,  par  cette  droite,  on  mène 
une  série  de  plans  sécants,  toutes  les  sections  en  pro- 
jection horizontale  sont  osculatrices. 

Soit  en  effet  MT  la  droite  donnée,  tangente  à  la  sur- 
face S  au  point  M  du  contour  apparent  horizontal  dans 
l'espace  A.  Menons  par  JMT  deux  plans  arbitraires  P,  P, . 
Les  deux  sections  se  projettent  horizontalement  suivant 
deux  coniques  c,  c,,  bitangentes  chacune  d'elles  au  con- 
tour ap[)arent  en  j)rojection  ci. 

L'ensemble  des  deux  coniques  C,  C,  peut  être  consi- 
déré comme  1  intersection  de  la  surface  du  second 
degré  S  avec  une  autre  surface  du  second  degré  com- 
posée du  système  des  deux  plans  P,  P,. 

Dans  ces  conditions,  cherchons  la  ligne  des  points 
doubles  en  piojection;  c'est  l'intersection  des  plans  des 
contours  appaients  horizontaux,  ou  des  plans  diamé- 
traux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 
surfaces. 

Or  :  1°  le  plan  du  contour  appaient  horizontal  de  la 
surface  S  passe  par  M;  2"  le  plan  diamétral  conjugué 
des  cordes  verticales  du  système  des  deux  plans  PP( 
passe  par  leur  intersection  MT  ;  elle  passe  donc  aussi 
par  J\L 

Ainsi   donc,   l'une  des  cordes    communes  aux    deux 


(   '39  ) 
courbes  c,  c,   passe  par  m\  d'ailleurs   une  autre  corde 
commune  est  la  tangente  mt,  puisque  c  et  c,  sont  tan- 
gentes au  contour  apparent  en  projections.  Finalement 
les  deux  courbes  c,  c,  sont  osculatrices  en  m. 

Les  plans  P,  P,  étant  clioisis  arbitrairement,  la  pro- 
priété est  vraie  pour  toutes  les  sections  planes  menées 
par  la  droite  MT. 

2.  Considérons  maintenant  une  courbe  gauche  quel- 
conque r  tracée  sur  la  surface"S  et  coupant  le  contour 
apparent  horizontal  dans  l'espace  A  au  point  M.  Soit, 
de  plus,  MT  la  tangente  à  cette  courbe  gauche.  Le  plan 
osculateur  de  la  courbe  gauche  F  passe  parMTet  coupe 
la  surface  S  suivant  une  coni(jue  C  qui  est  osculatrice  à 
la  courber,  et  dont  la  projection  horizontale  c  est  aussi 
osculatrice  à  la  projection  horizontale  y  de  F. 

Donc,  pour  trouver  le  cercle  de  courbure  au  point  m 
de  la  courbe  y,  il  suffit  de  mener  par  MT  un  plan  abso- 
lument arbiiraire  P  qui  coupe  la  surface  S  suivant  une 
courbe  C  dont  on  chercliera  le  cercle  de  courbure  de  la 
projection  c  en  m. 

Il  suffira,  par  exemple,  de  déterminer  trois  points  de 
la  courbe  c,  car  on  sait  trouver  directement  le  cercle  de 
courbure  en  un  point  m  d'une  conique  définie  par  ce 
point  m,  la  tangente  nit  et  trois  points  n,  o,  p. 

3.  La  propriété  précédente  (2)  a  été  démontrée  pour 
une  surface  du  second  degré,  elle  est  vraie  aussi  quand 
la  surface  S  est  de  degré  supérieur,  car  on  peut  rem- 
placer la  surface  donnée  au  point  M  par  une  autre  sur- 
face du  second  degré  avant  les  mêmes  rayons  de  cour- 
bure principaux  que  la  surface  S  au  même  point  m. 

A.  Proposons-nous,  comme  aj)])lication,  de  trouver  le 
cercle   de  courbure  en  un  point  cjuelconque  de  la  pio- 
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jection  liorizonlale  de  l'interseclion  de  deux  surfaces  du 
second  degré. 

Soit  M,  m  le  point  cniisidéré.  Par  l'interseclion  des 
deux  surfaces  f=o,  a  =  o,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  surfaces  du  second  degré  dont  les  équations 
sont  de  la  forme  /+  )>'f  =  o.  Parmi  toutes  ces  surfaces, 
il  en  existe  une  <!j  =  o  pour  laquelle  le  plan  tangent  au 
point  M  est  vertical;  ce  sera  précisément  le  plan  ver- 
tical MT. 

Le  point  M  appartenant  au  contour  apparent  hori- 
zontal de  la  surface  <b,  la  construction  (2)  du  cercle  de 
courbure  sera  applicable  en  ce  point. 

Il  n'est  pas  nécessaii'e,  d'ailleurs,  de  construire  com- 
plètement la  surface  'ii,  il  suffit  de  trouver  trois  points 
d'une  section  par  un  plan  passant  par  MT. 

JNous  déterniineroiis  d'abord  deux  points  quelconques 
de  l'intersection  des  deux  surfaces,  soit  D,  E.  Puis,  par 
les  tiois  points  M,  D,  E  on  mène  un  plan  Q5  il  coupe 
les  deux  surfaces  y  =0,  0  =  0  suivant  deux  coniques 
dont  on  connaît  déjà  trois  points  communs  et  dont  on 
sait  trouver  le  (|uatrième  point  commun  F. 

La  surface  ^  est  donc  coupée  par  le  plan  Q  suivant 
une  conique  A  dont  on  connaît  les  points  M,  D,  E,  F 
ainsi  que  la  tangente  en  M,  laquelle  est  l'intersection  du 
plan  Q  avec  le  plan  vertical  MT. 

Ceci  fait,  par  MT  et  par  un  point  quelconque  H  de 
l'intersection,  on  mène  un  plan  P  qui  coupe  les  deux 
surfaces  suivant  deux  courbes  tangentes  en  M,  passant 
par  H  et  par  un  autre  point  H)  que  l'on  sait  irouver.  Ce 
plan  rencontre  aussi  la  conique  A  en  un  point  K. 

En  résumé,  M,  H,  H(,  K  sont  quatre  points  d'une 
coni(jue  osculalrice  à  rintcrsection  au  point  ÎNI. 

Toutes  ces  constructions  se  simplifient  considérable- 
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meut  dans  le  cas  particulier  où  les  surfaces  sont  des 
cônes,  ou  plus  généralement  quand  on  a  à  sa  disposition 
des  plans  coupant  les  deux  surfaces  suivant  des  courbes 
faciles  à  construire,  des  sections  rectil ignés,  ou  liomo- 
tliétiques  par  exemple. 

Dans  le  cas  de  deux  cônes,  on  choisira  comme  plan  Q 
un  plan  quelconque  passant  par  M  et  par  le  sommet  du 
premier  cône,  et  comme  plan  P  le  plan  passant  par  la 
tangente  MT  et  par  le  sommet  du  deuxième  cône. 

Cette  façon  de  procéder  donne  lieu  à  des  construc- 
tions plus  simples  que  celle  qui  consisterait  à  rendre  la 
tangente  MT  de  bout,  et  à  appliquer  la  construction  qui 
donne  les  tangentes  de  rebroussement.  De  plus,  toutes 
ces  constructions  peuvent  s'elk'ctuer  dans  une  seule 
projection. 


NOTE  RELATIVE  A  LA  THÉORIE  MATIIEMATIOIE 
DE  L'ÉLASTICITÉ; 

Par  m.  L.  BOSSUT, 

Capitaine  du  Génie. 


l.   Un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  ayant  pour  é(]ua- 
tion 

a^         b'         c- 

on  sait  que  les  coordonnées  d'un  point  M  de  sa  surface 
peuvent  être  représentées  [)ar  les  expressions 

(■2)  a:=:aco?X,         j/=:^cos;jt,         ;:  =  ccosv, 

les  angles  A,  [jl,  v  étant  ceux  qu'une  droite  convenable- 
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ment  choisie  fait  avec  les  axes  de  coordonnées,  ce  qui 
entraîne  la  relation  connue 

(3)  COS^X  -4-  COS-(Jl  H-  COS^V  =  I. 

Les  quantités  X,  [j.,  v  sont  appelées  ordinairement 
coordonnées  angulaires  ou  paramètres  circulaires  du 
point  M;  elles  ont,  comme  on  va  le  voir,  une  interpré- 
tation mécanique  remarquable. 

2.  On  sait,  d'autre  part,  que,  si  à  partir  d'un  point 
d'un  solide  et  sur  les  différentes  directions  qui  en  éma- 
nent on  porte  des  longueurs  proportionnelles  aux  va- 
leurs de  la  force  élastique  suivant  chacune  de  ces  direc- 
tions, le  lieu  des  extrémités  des  droites  ainsi  obtenues 
est  un  ellipsoïde  connu  sous  le  nom  (ïellipsoïde  d'élas- 
ticité, et  qui  a  pour  équation 

.r2  y2  z- 

ses  axes  étant  les  axes  de  coordonnées  et  les  quantités  N, , 
N2,  N3  étant  les  valeurs  des  tensions  principales;  ces 
tensions  sont  les  seules  forces  élastiques  qui  soient  nor- 
males aux  éléments-plans  sur  lesquels  elles  agissent  et 
qui  produisent  des  déplacements  suivant  leur  propre 
direction. 

Or  on  sait  que  les  équations  qui  donnent  les  valeurs 
des  composantes  de  la  force  élastique  cjui  s'exerce  sur 
un  plan  dont  l'axe  fait  avec   trois  axes  de  coordonnées 
_  rectangulaii'es  quelconques  des  angles  A,  jj.,  v  sont 

iX  =  N',  cosX  -+-  T'j  cos[j.  -h  Tj  cosv, 
Y  =  T'3  cosX  -I-  N2  cos  [JL  -H  T'i  cosv, 
Z  =  T'2  cosX  -+-  T',  cos[Ji  -h  N'j  cosv, 

T, ,  T'.,,  T'3  étant  les  composantes  langentielles  des  forces 
élastiques  qui  s'exercent  sur  les  trois  plans  coordonnés 
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rt  ]N', ,    JN!,,   A.J    les    coiuposanles   iionnal(;s    drs   mêmes 
forces. 

Si  les  axes  de  eoordoiinéiîs  se  confondent  avec  les  di- 
rections des  tensions  principales,  T,,  T!,,  T.,  s'annnlent 
et  les  é(|uations  précédi'ntes  deviennent 

(6)         X  =  NiCosX,         Y  =  N2(^os;/,         Z  =  N3Cosv. 

Si  l'on  compare  ces  relations  aux  relations  (2),  011 
voit  (jnelles  deviennent  identitjin^s  en  posant 

j  x  =  x,       \=r,       z  =  z, 

i  Ni=  «,         No  =  b,         N3=  c. 


Don 


Les  paramètres  circulaires  d'un  point  M  d'un  ellip- 
soïde peui^ent  être  regardés  comme  étant  les  angles 
que  fait  avec  les  directions  des  tensions  principales 
V  axe  d' un  élément-plan  sur  lequel  agit  une  force  élas- 
tique dont  les  composantes  suivant  les  mêmes  directions 
sont  précisément  les  cooi'données  cartésiennes  du 
même  point. 

De  ce  rapprochement  résulte  une  série  de  dénnnis- 
trations  très  simples  des  propriétés  connues  des  forces 
élastiques  autour  d'un  point;  nous  en  ferons  connaitie 
seulement  quelques-unes. 

3.    Au  plan 
(8)  a?  cosÀ -I- j' cos  ;j. -i- ^  rosv  =  o 

correspond  une  force  élasticjue  dont  l'intensité  est 


( 9 )  T  =  y/a'^  cos-À  -+-  b-  cos^  ;j.  -i-  c^  cos-v  ; 

mais  on  sait  que  l'équation  du  plan    tangent  à 
solde  parallèle  au  plan  (8)  est 

(   T  rns  \  -\-  V  cos  \x  -\-  z  co?  v 

ho)  _ — :: 

(        =  \' a-  cos-A  -t-  b-  co?- iJL -f-  c-  ros-v; 
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donc  : 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  l'ellipsoïde  d^ élasticité  sur  un  plan  tangent  paral- 
lèle à  un  élément-plan  passant  par  so?i  centre  est,  en 
valeur  absolue,  égale  à  l'intensité  de  la  force  élas- 
tique qui  s'exerce  sur  cet  élément. 

4.  Imaginons  par  le  cenlre  de  l'ellipsoïde  trois  élé- 
ments-plans rectangulaires  5  les  angles  que  font  leurs  axes 
avec  les  directions  des  tensions  principales  sont  don- 
nés par  le  Tableau  suivant  : 

Ox.  Oy.  Oz. 

OM \  ^X  V 

OM' X'  iji'  v' 

OM" À"  [Jl"  v" 

Cela  posé,  faisons  la  somme  des  carrés  des  tensions  sur 
ces  trois  éléments-plans;  il  vient 

T^-r-Tj-i-T'.^^        a-(cos2X  -+-  cos^X'-i-  cos^X"  ) 

-7-  6-  (  COS^  [1  -^  COS2  [Jl'-î-  COS^  jJl"  ) 

-f-c2(cos2v  -i-cos^v'  -i- cos^v";  =a'--\-b'--^C', 

la  réduction  s'opérant  parce  que  les  axes  ox,  oj,  oz 
sont  rectangulaires  deux  à  deux;  donc  : 

La  somme  des  carrés  des  tensions  qui  s'exercent  sur 
trois  éléments-plans  quelconques  formant  un  tnèdre 
trirectangle  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  car- 
rés des  tensions  principales. 

0.  Si  A,  [j-,  v;  )/,  u',  v' ;  )/',  p.",  v"  sont  les  paramètres 
circulaires  de  trois  points  d'un  ellipsoïde,  les  diamètres 
qui  passent  par  ces  points  forment  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  si  les  paramètres  satisfont  à  la  condi- 
tion connue  de  perpendicularité  de  deux  droites.  Mais 
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coite  condilion, 

COSX  COSÀ'-T-  COS  tJL  COS  [Jl'-I-  oosv  cosv'  =  o, 

exprime  que  les  axes  des  plans  et,  par  suite,  ces  plans 
sont  perpendiculaires  deux  à  deux  ^  donc  : 

Les  directions  des  forces  élastiques  qui  s'exercent  sur 
trois  éléments-plans  formant  un  trièdre  trirectangle 
forment  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  dans 
l'ellipsoïde  d'élasticité. 

6.  Appelons  p  l'intensité  de  la  force  élastique  qui 
agit  sur  un  élément-plan  dont  l'axe  fait  avec  les  axes  de 
coordonnées  des  angles  ),,  jjl,  v  et  a,  j3,  v  les  angles  que 
sa  direction  fait  avec  les  mêmes  axes  ;  on  aura 

«cosX  „       bcosu. 

cosa  =  5  cosp  =  , 

P  P 

Cela  posé,  exprimons  que  sa  direction  est  parallèle  à 
celle  d'un  plan  dont  l'axe  fait  avec  les  axes  de  coordon- 
nées des  angles  )/,  -jl',  v',  ce  qui  revient  à  écrire  qu'elle 
est  normale  à  l'axe  du  plan  ;  on  aura 

a  cosX  cosX'-l-  b  cos  iji  cos  j-i'-i-  c  cosv  cosv'  =  o; 

mais  cette  relation  est  symétrique  en  A,  (j.,  v  et  A',  u.',  v'^ 
donc  : 

Si  la  force  qui  s  exerce  sur  un  élément-plan  V  est 
parallèle  à  un  autre  élément  P',  réciproquement,  la 
force  élastique  qui  s'exerce  sur  l'élément  V  est  paral- 
lèle à  P. 

Les  forces  élastiques  qui  satisfont  à  cette  condition 
sont  dites  conjuguées. 
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GÉXÉRALISATIOX  ET  SOLITIOX  DE  LA  OHESTIO^  PROPOSÉE 
Al  CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  MRMALE  m  1889; 

Par  m.  g.  LEINEKUGEL. 


On  considère,  dans  un  plan,  une  parabole  (P)  et 
une  ellipse  (E)  représentées  respectivement  par  les 
deux  équations 

(P)        j-2— 83"  =  o,         (E)        j2+4,r2— 4  =  0, 

cl  un  point  M  de  coordonnées  (a,  jj).  On  demande  de 
trouver  sur  la  parabole  (P)  un  point  Q  tel  que  le  pôle 
de  la  droite  MQ,  par  rapport  à  l'ellipse  (E),  soit  si- 
tué sur  la  tangente  en  Q  à  la  parabole.  Trouver  le 
nombre  de  solutions  réelles  du  problème,  suivant  la 
position  du  point  M  dans  le  plan. 

Solution  géométrique.  —  Considérons  deux  coniques 
quelconques  (E)  et  (P)  et  un  point  iNl  du  plan  iixe;  il 
s'agit  de  trouver  un  point  Q  sur  l'une  des  coniques,  (P) 
par  exemple,  tel  que  Je  pôle  de  MQ  par  rapport  à  l'autre 
conique  (E)  soit  sur  la  tangente  en  Q  à  (P). 

Menons  par  M  une  droite  cpielconque  MAB,  son  pôle 
m  par  rapport  à  (E)  décrit  une  droite  A.  Si  nous  con- 
sidérons la  polaire  de  m  par  rappoi't  à  (P),  elle  passera 
par  un  point  M'  lîxe,  pôle  de  A  par  rapport  à  (P),  et 
rencontrera  MAB  en  Q  dont  le  lieu  (Q),  quand  la  sé- 
cante pivotera  autour  de  M,  contiendra  évidemment  les 
points  clierchés. 

Or,  d'après  la  construction  du  point  Q,  il  résulte  qu'à 
une  droite  MAB  correspond  une  et  une  seule  droite 
M'Q  et  inversement.  Les  rayons  MQ  et  M'Q  sont  donc 
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homograpliicjiu's,  le  lieu  de  Q  est,  [)ar  suite,  une  conique 
passant  par  les  points  INI,  M'  sommets  des  deux  faisceaux. 
Cette  conique  passe  aussi  par  les  trois  sommets  R.,  S,  T 
du  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  coni(|ues  (E) 
cl  (P).  En  ellet,  soit  S  un  des  sommets,  la  dioite  MS  a 
pour  pôle,  par  rapport  à  (E),  le  point  de  rencontre  de 
RT  et  de  A,  et  ce  poiut  a  pour  polaire,  par  rapport  à  (P), 
une  droite  passant  par  M',  puis  par  le  pôle  de  RT,  par 
rapport  à  (P),  c'est-à-dire  par  S. 

Cette  conique  est  bien  déterminée  puisqu'on  en  con- 
ijaît  cinq  points  M,  M',  R,  S  et  T.  Les  qualre  points 
communs  à  cette  conique  (Q)  et  à  la  conique  (P)  sont 
les  points  répondant  à  la  question.  Quelle  que  soit  la 
position  du  point  M  dans  le  plan,  on  peut  dire  qu'il  y  a 
toujours  deux  points  réels,  car  dans  le  triangle  RST,  il 
y  a  toujours  un  des  sommets  intérieurs  à  (P). 

Solution  analytique.  —  Désignons  les  équations  de 
(P)  et  de  (E)  par 

(P)        /iT,y,z}=o, 

"(E)         (f(x, y,  z)=  o, 

et  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  Q  du  lieu  sur  P 
(I)  /(X,Y,Z)=o; 

l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

Elle  rencontre  la  polaire  A  de  M  par  rapport  à  (E)  au 
point  m(j:,  j)  défini  par  les  deux  équations  suivantes 

Pour  que  le  point  Q  satisfasse  aux  conditions  de 
l'énoncé,  il  faut  que  la  polaire  de  ce  point  m  par  rapport 
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à  (E)  passe  tu  Q,  ce  qui  donne  comme  condition 

L'élimination  de  x,v,  z  donne  comme  relation  à  la- 
quelle doivent  satisfaire  des  coordonnées  de  Q 

/x    /'v    //. 

"X       ?Y       ?Z 


('^-) 


(Q) 


Cette  équation,  où  l'on  regarde  X,  Y,  Z  comme  les 
coordonnées  courantes,  représente  une  conique  (Q), 
passant  par  M,  car  en  substituant  à  X,  Y,  Zles  coordon- 
nées a,  3,  "',  le  déterminant  a  deux  lignes  identiques. 
Elle  passe  également  par  le  pôle  M'  de  A  par  rapport 
à  (P),  dont  les  coordonnées  sont  définies  par  les  rela- 
tions 

?a         9p  'ty 

L'équation  de  (Q)  pouvant  s'écrire 


/■ 


'^-'fx    f\-^M'\    f'i^'f^' 


fv 


il 


o, 


on  voit  que,  les  trois  sommets  du  triangle  autopolaire 
comnnin  aux  coniques  (P),  (E)  véiitiant  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

ces  trois  points  appartiennent  à  cette  conique  (Q). 

Il  y  a  donc  toujours  deux  points  réels  d'intersection 
des  coniques  (Q)  et(P)5  pour  que  les  deux  autres  points 
soient  réels,  il  faut  que  les  trois  lacines  de  l'équation 
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en  A,  relative  aux  coniques  (Q)  et  (P),  ait  ses  trois  ra- 
cines réelles. 

Si  nous  supposons  que  les  équations  de  (P)etde(E) 
soient  rapportées  au  triangle  autopolaire  commun  à  ces 
deux  coniques 

y"=  ax--t-  a'y'--h  a''z-  =  o, 
o  =  \t-  -i-  \'j'^-  -^  X"z-^  =  o, 

l'équation  de  Q  devient 


A 

A^ 


A' 


A" 

V 

A"-i 


9.  À  3 


(C) 


ou,  en  développant, 

a  3 

(  Q~)      A-(A"a'— «"A'  )-^A'-^  {Xa"—A"a)^jV' -^(X'a-—a'\)=o. 
x  Y  z 

L'équation  en  A  des  deux  coniques  (P)  et  (Q) 

est 

a3YAA'A''(A''a'— a"A')(Aa"— A"a)(A'a  — a'A) 

-  X2  [a2  a  A2  (AV—  a'A' )2  -f-  ^2  «'A'^ (A  a"—  A"  «)«  -+- y^  a" A"2  (A  a  —  A  a'f-] 

-  aa'a"  =  o; 

la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation  est 

J27a2  32Y2a«'a"A2A'2A"2(A"a'— a"A')2(Aa"  — A"a)2(A'«-a'A)2 
(   -[a2«A2(A"a'— a"A')2^p2«'A'2(Aa"_A"a)2-^Y^«"A"2(A'a— Aa')2]3<o. 

En  égalant  ce  premier  membre  à  zéro  et  en  considé- 
rant a,  |j,  y  comme  des  coordonnées  courantes,  nous 
aurons  Téquation  de  la  courbe  (C)  partageant  le  plan  en 
régions;  lorsque  le  point  M  sera  dans  les  régions  posi- 
tives, deux  points  d'intersection  de  (P)  et  de  (Q)  seront 
réels,  dans  les  autres,  tous  les  quatre  seront  réels.  Cette 

An/),  de  Afat/iémat..  i'  série,  t.  \1V  (Avril  iSp3).  Il 
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courbe  du  sixième  ordre  admet  six  points  de  rebi'ousse- 
ment  situés  sur  les  côtés  du   triangle  et  sur  la  conique 

cl'-  a  A"-  (  A" a!  —  a"  A'  )-  -f-  P'  a! h!-  (  A  a"  —  A" a  f 

-H  Y"^  a"  A"2  (  A'  a  —  A  a'  )2  =  o, 

qui  admet  le  triangle  de  référence  comme  triangle  auto- 
polaire. Les  tangentes  de  rebroussenient  sont  les  trois 
côtés  du  triangle.  Parmi  ces  six  points,  quatre  seulement 
sont  toujours  réels.  Cette  courbe  (C)  est  encore  le  lieu 
des  points  .M  pour  lesquels  les  coniques  (Q)  correspon- 
dantes sont  tangentes  à  (P). 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  au  cas  particulier  de 
l'énoncé,  nous  remarquons  que  les  équations  de  (P)  et 
de  (E)  peuvent  s'écrire 

( P)  y''--^  t-li^x  -^  i)-  —  ii{x  —  i )2  =  o , 

(E)  y'^^    i(x^iY'-^    -xiT — j)2=o, 

ce  qui  revient  à  supposer,  dans  les  équations  de  (Q)  et 

de  (C), 

a  =  3"  -i-  t,  rt  =  2  f,  A  =  2, 

?=r'  a'=i,  A'=i, 

Y  =  jc  —  i,         a!'  =  —  1  i,         A"  =  2  ; 

l'équation  de  (Q)  devient 

'^x- —  xy{i  -+-  a)-i- y(a  —  i)-!-  p=  o, 
celle  de  (C) 

symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  ;  il  n'y  a  ici  que 
deux  points  de  rebroussenient  réels,  car  deux  des  côtés 
du  triangle  autopolaire  commun  aux  coniques  (P)  et 
(E)  sont  imaginaires.  Les  termes  du  sixième  degré  sont 


Posons 


i-y-x'*  =  {'ix'^-^y^-Y. 

y  _ ... . 
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J  écjualion  aux  coellicieuls  angulaires  des  directions 
asjiiiplotiques  est  alors 

( /n- -h  'iy  —  i~ m"'  =  o, 
ou 

ou 

m^  —  I  =  o, 

(  m^  —  I )2  +  3o(  m2  —  I  )  —  27  =  o, 

Ja  seconde  équation  en(7?i- — i)  admettant  une  racine 
positive;  la  courbe  (C)  admet  quatre  directions  asvm- 
ptotiques  réelles  et  simples.  Comme  l'origine  est  centre 
de  la  courbe,  les  asymptotes  passent  par  ce  point.  Elle 
rencontre  l'axe  des  y  en  deux  points  seulement,  car 
l'équation 

en  j-  admet  une  seule  racine  positive.  La  courbe  (C) 
présente  donc  la  forme  ci-dessous  et  les  régions  portant 


des  liachures  sont  celles  où  doit  se  trouver  le  point  M 
pour  qu'il  y  ait  quatre  points  réels  répondant  à  la  ques- 
tion. 
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DES  CO^DITIOXS  POIK  QIE  L'ECHELLE  ÏÏME  SUITE 
RÉCIRREXTE  SOIT  IRRÉDUCTIBLE; 

Par  m.  Ed.  MAILLET, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  ('). 


I. 

Dans  sou  «  Mémoire  sur  les  suites  récurrentes  », 
M.  M.  d'Ocagne  énonce  le  résultat  suivant  (^)  : 

L'échelle  d'une  suite  récurrente  d'ordre  p  est  ou 
n'est  pas  réductible,  suivant  que  les  équations  $(x)  =  o 
et  Wp_i  {x)^=  o  07it  ou  n'ont  pas  de  racine  commune. 

En  reprenant  les  raisonneuients  de  M.  M.  d'Ocagne, 
et  les  développant  un  peu,  on  peut  dire  aussi  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  pour  que 
l'échelle  d'une  suite  récurrente  d'ordre  p  soit  réduc- 
tible à  une  d'ordre  p  —  q  est  que  les  équations  4>  (x)  =  o 
et  ^ p-\  {x)  =  o  aient  q  racines  communes .  Cette  con- 
dition est  suffisante  quand  les  racines  de  V équation 
4>(x)=  o  sont  distinctes. 

En  effet,  soit  une  suite  récurrente  satisfaisant  à  la  loi 
(a)  Y^-i-  D,  Y„_i-t-. .  .-4-  D,„  ¥„_,„  =  o 


(')  Le  manuscrit  de  cet  article  était  déjà  déposé  à  la  date  du 
lo  décembre  1894,  date  à  laquelle  M.  Perrin  a  fait  une  Communica- 
tion à  l'Académie  des  Sciences. 

(^)  Journal  de  l'École  Polytechnique  ;  iSy^j  p-  i^i-  Pour  les 
définitions  des  poljnomes  ^(x)  et  ^^  ,  (;r),  nous  renvoyons  à  ce 
Mémoire.  <I»(.Z')=  o  est  Féquation  génératrice  de  la  suite. 
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J'écjualioii  gcMiéralrice 

(b)  'M-^")=  r'"-^  D,.r"'-'-}-.  .  . -(-  D„,  =  o. 

Ou  voit  facilcnieiil  que  cette  suite  satisfait  à  la  loi 
ayant  pour  équation  génératrice 

(c)  '^(t)(x  -+-  À,).  .  .(.r  +  lq)=0, 

où  )x|,  )so,   .  .  . ,  Ay  sont  arbitraires. 

Une  loi  d^ ordre  m  est  dite  irréductible  pour  une 
suite  donnée  satisfaisant  à  cette  loi  quand  cette  suite 
ne  satisfait  pas  à  une  loi  d'ordre  plus  petit. 

Que  la  loi  (a)  soit  irréductible  ou  non,  la  suite  sa- 
tisfait à  une  infinité  de  lois  d'ordre  ni  -\-  q{q  ^  o)^ 
d'après  (c),  puisque  À|,  ^-ji  •  -  '■,'^-q  sont  arbitraires. 

Inversement,  si  une  suite  satisfait  à  deux  lois  de 
même  ordre  k, 


(d) 

Y„+  B,Y„_ 

1^-., 

■  •-!-  B/.  Y„_/,  =  o, 

(e) 

•  «  -!-  G  1    l  ,l~ 

i  +  - 

..-h  G>t- ¥„-/.  =  o. 

ces  lois  sont  réductibles  pour  la  suite  considérée,  car 
cette  suite  satisfait  à  la  loi  d'ordre^ A" —  i  obtenue  en 
retraiicbant,  membre  à  membre,  (^d)  et  (e). 

Enfin,  toute  équation  génératrice  pour  la  suite  con- 
sidérée est  de  la  forme  (c),  si  la  loi  («)  «  laquelle  elle 
satisjait  est  irréductible  pour  cette  suite. 

En  eliet,  supposons  que  la  suite  satisfasse  à  la  loi  (rf), 
avec  A^ m,  puisque  la  loi  (a)  est  irréductible  pour  la 
suite. 

Si  te  =  m,  (<Y)  et  (a)  sont  identiques,  et  l'équation 
génératrice  de  (d)  est  •ii(x)=o,  c'est-à-dire  de  la 
forme  (c). 

Si   A  >>/??,  prenons   q  =  k  —  ///  :  on   peut  choisir   la 


(  i54  ) 

loi  (e)  de  façon  que  la  suite  y  satisfasse,  que  son  équa- 
tion génératrice  soit  delà  forme  (c)  et  que  B,^Ci. 
En  retranchant  membre  à  membre  (r/)  et  (e),  on  voit 
que  la  suite  satisfait  à  la  loi 

(/)  (  B,  -  Cl)  Y„_i  +  .  .  .-4-(B/,-  Ca)  ¥„_;;.  =  o 

d'ordre  A' — i.  Si  à  cette  loi  correspond  une  écjuation 
génératrice  de  la  forme  (c),  c'est-à-dire  ici 

>b(x)(x  -+-  >/,).  .  .{x  -+-  X;^_,)=  o, 
on  aura 

;rA--f-Bi^/'-'-h...-H  B/, 

=  ^A--kG,^^-1-+-...-^Q.-^[(B,  — Gi):r'^->^...+(B/,-CA.)l 

Le  dernier  membre,  étant  le  produit  de  '^{-tc)  par  un  po- 
lynôme de  degré  k  où  le  coefficient  de  x^  est  l'unité,  est 
de  la  forme  (c). 

On  voit  aussi  que,  si  toute  loi  d'ordre  A  —  i  a  son  équa- 
tion génératrice  de  la  forme  (c),  il  en  est  de  même  de 
toute  loi  d'ordre  A.  Or  toute  loi  d'ordre  m  a  son  équa- 
tion génératrice  de  la  forme  (c),  d'après  ce  qu'on  a  vu; 
il  en  est  donc  de  même  de  toute  loi  d'ordre  ni  -i~  i,  par 
suite  de  toute  loi  d'ordre  //i  +  2,  etc. 

Ces  indications  sommaires  suffisent  pour  établir  le 
résultat  annoncé  :  si  une  suite  donnée  satisfait  à  une  loi 

(r)  Y„M-  Al  Y„_iH-.  .  .-h  Aj,Y,t-p=  o 

réductible,  son  équation  génératrice  <ï>(j7)=  o  est  de  la 
forme  (c),  où  X,,  )v2,  .  .  . ,  A^  sont  déterminés,  et  l'on 
peut  toujours  choisir  une  loi  d'ordre  p  —  i 

(2)  Y„-^  a,  ¥„_!-!-. .  .-^«;,_iY„_/,+  i  =  o, 

1     /■  ,  .  .     ,         .  .      fpfx) 

de  façon  que  son  équation  génératrice  soit  — ^-^-  =  o, 

X  Ay 

Ay  étant  une  quelconque  des  quantités  ),| ,   .  •  . ,  À^. 


(  '^^5  ) 

Oi)  (Ml  conclut  avec  les  notations  et  les  calculs  tle 
M.  iM.  d'Ocagne  (•), 

avec 

Q,-(3^)z=.r'-i-  A,.r'-'  +  .  .  .-h  A,-. 

Oti  en  tire  d'abord  le  critérium  de  réductibilité  d'une 
loi  pour  une  suite  donnée, indiqué  parM.  M.  d'Ocagne. 
Mais  ce  n'est  pas  tout. 

On  voit  que  ).(  ?  ^-j'^  •  •  •  i  A^  sont  des  racines  coin- 
mu7îes  à  $(j")  ^  o  et  ^'y,_.i  {•'k)=  o,  et,  par  suite,  quand 
À,,>'>2.  ...,  Absout  distincts,  ces  deux  équations  au- 
ront (/  racines  communes. 

Quand  certaines  des  quantités  A,,  A^i  •••5  "^-q  de- 
viennent égales,  on  pourra  choisir  une  loi  analogue 
à  (1),  de  même  ordre,  à  laquelle  satisfait  la  suite  consi- 
dérée, et  pour  laquelle  les  racines  )/, ,  a',  .  .  . ,  a   '    de 

•ï*  (  .Z"  ) 

— — —  =  o  sont  distinctes,  mais  ditl'èrent  d'aussi  pou  que 

l'on  veut  de  A,,  Ao,  ...,  A,/j  respectivement,  puisque, 
dans  (c),  on  peut  choisir^  (piantités  A  arbitrairement. 
Les  quantités  )/, ,  a!,»  •••,  ^v  sont  aloi'S  des  racines 
communes  aux  équations  $'(x)=  o  et  W'  ,  {x)=  o  cor- 
respondant respectivement  ici  à  <î>(x)=  o  et  W^_4(x)=o. 
Ces  équations  conserveront  toujours  ces  ff  racines  com- 
munes quand  a',,  X',,  .  .  .,  a'  varient  et  tendent  respec- 
tivement vers  À,,  Ào^  '  •  ■  ■)  ^v/  tout  en  restant  distinctes; 
à  la  limite,  <ï>(^)=  o  et  ^r^_,  (j?)=  o  auront  q  racines 
communes,  et  dès  lors  : 

Pour  que  l'échelle  cl' une  suite  récurrente  d' ordre  p 
suit  réductible  à  une  d'ordre  p  —  q  pour  cette  suite, 

(')  A    dé>if;nant  ici  ce  que  M.  cfOcagnc  appelle  \x. 


(  ^56) 
il  faut   que  les  équations  $(a')  =  o   et  U'*^_,  (a:)  =  o 
aient  q  racines  communes. 

Quand  ces  deux  équations  ont  une  racinecommuue  Xy, 
on  voit  immédiatement,  comme  l'a  indiqué  M.  M. 
d'Ocagne,  qu  il   existe  pour  la  suite   une  loi    analogue 

à  (2)  dont  l'équation  génératrice  est c-  =  o  ;  il  en 

résulte  que  la  loi  (i)  est  réductible  pour  la  suite. 

Supposons  que  les  deux  équations  <l)(a:)  =  o  et 
^ P-\  ('^)  =  o  aient  /•  racines  communes  pi.,,  [Ji^,  ...,  ]i-r 
et  que  les  /?  racines  de  <i>(a:)  =  o  soient  distinctes.  La 
suite  satisfaisant  à  une  loi  d'équation  génératrice 

*(ir) 


X  —  fXy 

d  après  ce  qu'on  a  vu  antérieurement,  — — —  est  divi- 

^1  ^    X  ■ —  \i.j 

sible  par  'Kr).  $  (.r)  est  alors  divisible  par  'i(x)(x — [J-y), 
quel  que  soit  y,  par  suite  par 

et  par  le  plus  petit  commun  multiple  de  ces  quantités  j 
puisque  toutes  les  racines  de  <I>(a:)  =  o  sont  distinctes, 
ce  plus  petit  commun  multiple  sera 

il  en  résulte  que  la  loi  (i)  est  réductible  pour  la  suite 
considérée  à  l'ordre  p  —  /•. 

Elle  ne  pourrait  d'ailleurs  être  réductible  à  un  ordre 
moindre  que  si  les  deux  équations 

*(.r)  =  o         et         ^Fp_i(j-)  =  o 

avaient  plus  de  ;•  racines  communes.  Donc  : 

Quand  V équation  génératrice  d'une  suite  récurrente 
d'ordre  /?,  <ï>(x)=  o,  n'a  que  des  racines  distinctes, 


(   -57  ) 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cjiie  la  loi  cor- 
respondante soit  réductible  à  l'ordre  p  —  q  est  que  les 
deux  équations  ^(^x)=^o  et  ^' p-\  (x)  =  o  aient  exacte- 
ment q  racines  communes. 

On  obtient  ainsi  le  tliéorètne  que  nous  avons  annoncé 
au  début.  (^  suivre.) 


SIR  LES  PODAIRES  SUCCESSIVES  D'UXE  COIRBE  [suite  (')] 

Par  m.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 


Aire  des  anti-podaires  successives  de  la  courbe 
donnée.  —  Si  nous  désignons  sous  le  nom  d'anti- 
podaire  une  courbe  telle  que  sa  podaire  soit  la  courbe 
donnée,  nous  voyons  que  pour  construire  le  point  P_| 
de  la  première  anti-podaire,  il  suffît  de  mener  en  O  une 
droite  faisant  avec  O.M  le  même  angle  que  OM  fait 
avec  OP,  et  d'élever  en  M  une  perpendiculaire  à  OM. 
Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  donne  le 
])oinl  P_).  Si  /•_(  et  Q_,  sont  les  coordonnées  polaires  de 
ce  point,  on  a 


et.  par  suite, 

r/0 


On  a  aussi 

~         sinV 

(')    Voir  inênie  Tome,  p.  89. 


6 

-6_ 

i=Oi- 

-e 

— 

v 

•2  ' 

-1 

1 

c/y 

=  I 

r 
1 

-,. 

—  /■/•" 

'd 

•2- 

^  r'-^ 

(  i58) 
Donc,   ou   a  pour   la  ditrérentielle  de  l'aiie  U_)    de   la 
première  anli-podaire 

Généralisons  cette  formule  et  cherchons  l'aire  de 
la  771"^""^  anti-podaire.  Si  Q_„j  et  r_,„  sont  les  coordonnées 
du  point  correspondant  de  la  z?/'^™''  anti-podaire,  ou  a 


6_,„=6  — m(0,— 6)  =  0  — m  (  V—  - 


D'oii 


ou 


d(i-„,  dY 


I  —  m  -TT-  =1  —  m 


r  -  —  ;v 


dd  f/0  V  z-^—  /-'ï 

De  plus, 


sinV  sin'«V 

On  a  donc,  pour  l'aire  U_,„, 

Rayon  de  cowbiwe  de  la  w'^""'  anti-podaire.  —  En 
conduisant  le  calcul  comme  pour  le  rayon  de  courbure 
de  la  7«'*^™*^  podaire,  on  trouve 

m  -¥- 1 

(.r.         R        _  (  ;-2  +  r'^  )-^  r       ,-2  +  ,-'2  _  ,„  (  ,.'2  _  rr"  )       l 

En  fonction  de  l'angle  V  et  de  Ro,  on  a  aussi 

_  r         r(m  +  i)Ro9inV — }nj'~\ 

'"'  "  sin'«+iV  [mKosinV  — (m  —  i)r  J  ' 

On    en    déduit   les    foruiules    analogues   à    celles   de 


(   »39  ) 
M.  llusquin  de  Klicville 


Kl)  sin  '  V 

_       /•       /3RosinV  — 2/-\ 

~-  ~  sin^V  \  2  Ru  sin  V  —  /•  /  ' 

/•      /4Ro'^iiiV  —  3/ 
K_ 


sin^  V  \  3Ro  sin  Y  —  2  7-,' 

On  a  donc  aussi 

R_,  R_.,  R_3 .  . .  R_„,  =  ,„,_„„„_,,     [('"+!)  Ro  sin  V-  ;h/-], 

Rosin         ^         V 

et,  par  suite,  pour  le  produit  des  rayons  de  courbure 
des  711  premières  podaires  et  des  ni  premières  anti- 
podaires, 

(  R,  R,  R3 . . .  R,„  )  (  R-,  R_,  R-3  •  •  •  R-,«  ) 

_  /•'"'+'  sin'«-'\'  n  m  -^  i)R„  sinV  —  mrl 
Ro  L(/«-Hij/-  —  /«RosinVj 

Rectification  de  la  tn^^""'  anti-podnire. —  On   trouve 

m  —  1 

^'^^  ~dr  =    7^^ [r^-^r^--niir^--rr    )]. 

Si  maintenant  nous  construisons  le  quatrième  som- 
met Q_(  du  rectangle  dont  les  trois  autres  sommets  sont 
les  points  O,  M  et  P_),  et  si  nous  abaissons  la  perpen- 
diculaire OQi  sur  la  diagonale  ■MQ_,,  les  courbes  lieux 
des  points  tels  que  Q,  et  Q_|  seront  intéressantes  à 
étudier  au  point  de  vue  de  la  détermination  de  leurs 
aires. 

La  courbe  décrite  par  Q,  est  la  />odaire  de  la  dei'e- 
lopprn  de  la  courbe  fondamentale  et  la  courbe  lieu  du 


(    '^o  ) 
point  Q_,  est  la  podaire  de  la  développée  de  la  pre 
mière  anti-podaire. 


Cherchons    donc  les    aires   de   ces   deux    genres   de 
lurbes. 


Aire  de  la  podaire  de  la  dév^eloppée  de  la  courbe.  — 
Soient  Pi  et  to,  les  coordonnées  du  point  Qi,  W)  Taire 
de  cette  courbe.  Alors 


Or, 


En   différentiant  par   rapport  à  9  et  tenant  compte 
de  (3),  il  vient 

d\ 


cImi  _  dOi 

T/fT  ^  770" 


r- -^  ir  '  —  /■/• 


f/0 


(   «61   ) 
D  autre  part 


pi 


—  /■  cos^'  =  — 


Par  suite, 

(17)  ^1    = (,.2_f_  2, .'2  _,.,."). 

Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  {in  —  lyème 
podaire.  —  On  trouve,  eu  appelant  o„i  et  (o„j  les  coor- 
données du  point  Q,„  et  W„j  l'aire  de  la  courbe  (^,„, 

dW,n  I      .,    dix),,,, 

Or, 


dO     ~  ■?.  ^'"    df) 


1  "' 


dw,,,  _  (Y6,„ 

—  /•  cos  V  ?in"'^' V 


Par  conséquent, 

fAV„,         I     ,/       7-2  '"  r  /,.■'-— rr"\-] 

ylire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  m'^'"^ 
anti-podaire.  —  Si  W'_ffi  est  l'aire  de  cette  courbe  et 
si  o_m  et  co_,„  sont  les  coordonnées  du  point  Q_w,  on  a 

dVs'-,„         i     .,      dLo^,;i 


db  -1  '    '"      ^0 

-Mais 


2 


Donc 


De  plus 


?-/«  =  —  /-M-i)  col V  =  — 


(   iC.  ) 
Par  conséquent 

En  faisant  ni  =  i  dans  cette  formule,  on  a 


(20) 


^V_i        1    „ 


r 


dd  î 

II  est  à  remarquer  aussi  que  l'on  a 


P-1  =  —  r 


APPLICATIONS. 

Nous  allons  appliquer  ces  formules  à  des  cas  particu- 
liers et  en  déduire  quelques  résultats  intéressants. 

I.  —  Application   a  l'ellipse  et  a  ses  podaires 
DU  centre. 

Si  l'on  prend  pour  équation  de  l'ellipse 

~  a-  sin-fJ  H-  b-  cos^O 
on  trouve 

,^_      rt2^,2c4sin^e  cos2  6 
^    "  (a2sin2eH-62cos2e)3' 
"_  «"-6^c2(62cos2ô  — a2sin2e) 
'"  ' ~  '''  ~        (a^sin^e  -H-62cos2  6)3       ' 

rt262(«4sin20-|-6icOS2e) 


/■2-l_    /■    -i   = 


i.2     i_  o  ..'2 


•2/' /T 


(«2  sin^O  -4-  b"-  cos^O)» 
{a-  sin-0  -t-  6^  cos^O)* 


Aire  de  la  première  podaire.  —  On  sait  que  cette 
podaire  a  pour  équation 

r\  =  «2  cos^ô,  H-  b-  sin^O, 


(  '63  ) 

el  pour  aire 

L,  =  ^(«2-^6-2). 

jNéaumoins  rcclierclious  cette  aire  par  le  procédé  que 
nous  avons  indiqué,  afin  de  la  généraliser  pour  la  po- 
daire  d'ordn;  m. 

L'emploi  de  la  formule  (4)  donne 

d\Ji  _  a*b'*    ra2sin2e-i-62  cos^O) 
"56"  ~  'T~  (aisin2  8-+- 6*00=2  6)2' 

Donc,  l'aire  totale  est 

,,      /"^(«ssinso -^62cos2e)rf6 
Jq       (a*  sin2  0 -}- 6*  cos2  6)2 

Afin  d'intégrer  facilement,  remarquons  que,  si  l'on 
pose  pour  abréger 

aisin^e  -^  b*  cos^O  =  A, 

on  a  l'identité 

.     „        ,„         „       A-i-a262 
a^sin^e  —  62  cos^O  =  — ^ —- • 

II  vient  donc 

En  posant  tangQ  =^  u,  on  est   ramené  à   des  intégrales 

connues  de  la  forme    /      — -, — ; t—t.' 

On  a  ainsi 

r~' d^  _    r'        du        _       - 
,/       A    ~    /.      a'*u--^b'*        ia-b-' 

«■0  '^  0 

J      Â^  ~  X      {a*  u'- ^  b*  V^ 

_'      r  '        du  6>    r"  rfM  _-(q^-^6*) 

~  a*  j      «i  w2  —  6*       a''./      («'♦«2— 6m2  irt^-^s 


(  M  ) 

On  trouve,  par  suite,  après  réduction  facile, 
Ui=  -(a2+62). 

Aire  de  la  jji'^""^  podaire  de  V ellipse.  —  On  trouve 
par  l'application  de  la  formule  (7) 

,  ^2   (^,2  j;in2fj  _i_  ^,2  cos2e)2'«-l      ,. 

Ces   intégrales,  comme  pour  le  calcul   de  U,,  sont  tou- 
jours ramenables  à  des  intégrales  de  la  forme 


r  '        du 


En  posant  successivement 


^2 

Il  =  —  langç, 


__         I  1.3.5..  .(2/)  —  3)7: 

""  a^-b'^P-^-  2.4.6.  ..{ip  —  2)  2* 

On  trouve  ainsi  pour  les  quatre  premières  podaires 

(Ellipse). 
Uo=  Tzab, 

U,=    -(«2+62), 
2 

U2=  -(a2.^^,2)_^        "''\.,,^ 

TT  ^/      o  /o^  J"^*^^  TTC*  (5-2  62 

-,         ~,^       ,  loTTC*  TLc'^a^b'^  ■Kc'*a'*b'* 


32(a2_;_62)  9,(a2_u  62)3  o(«2_,_62j5 

(.4  suivre). 


(   j(35  ) 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DU  PLUS  GRA^  COMMIS  DIVISEUR  ET 
DU  PLUS  PETIT  IIIILTIPLE  COMMIS  DES  NOMBRES 
COMMENSIRABLES  C); 

Par   m.  p.  BARRIEU, 

Professeur  au  lycée  de  Périsueux. 


(j4s  particulier.    —   Formules    de  corrélation.  — 
Appliquons  le  théorème  II  aux  deux  séries  (-)  : 

<'/,      6,       c,       ....       /, 


I         I  I 

V     c  '     ■  ■  ■  '     7 


Nous  aurons 

i  D(«,^c,.. .,/)...(!, 1.1, ...,;)  =  ,,    (iii) 

(.»(«.^,c,...,/).D(i,i,i,. ..,!)  =  .,        (IV) 

ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Le  produit  du  plus  i^rand  commun  diviseur  de  n 
nombres  par  le  plus  petit  multiple  commun  de  leurs 
inuerses  est  égal  à  l'unité. 

Nous  donnons  aux  formules  (III)  et  (IV)  le  nom  de 
formules  de  corrélation  parce  qu'elles  permettent  de 
passer  d'une  propriété  du  plus  grand  commun  diviseur 
à  une  propriété  correspondante  du  plus  petit  multiple 
commun,  et  réciproquement. 


C)    Voir  même  Tome,  p.  gS. 

(  =  )  Il  demeure  entendu,  une  fois  pour  toutes,  que  les  lettres  a,  b. 
,  . . . ,  l  désignent  des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires. 
Ann.  de  l/at/icmat.,  i"  série,  t.  XIV.  (Avril  1895.)  12 


(  '<-^6  ) 

Ces  deux  formules  peuvent  être  uiises  sous  la  forme 
suivante  : 

i"^(~'h-^---^l)  =  , 7^ '         (HIV 

\        \a    b    c  1 1        U{a,ù,c,  ...,l)  ■ 

(IV)' 


T        I 

—  '  -r  ' 


m{a,  b,  c,  .  .  ..  l) 


d  où  il  résulte  que  : 

Le  plus  petit  multiple  commun  des  inverses  de  n 
nombres  est  égal  à  l'inverse  du  plus  grand  commun  di- 
viseur de  ces  nombres,  et  réciproquement. 

Ces  formules  sout  d'un  usage  fréquent  dans  les  trans- 
formations. 

Nous  allons  maintenant  tirer  du  théorème  II,  par 
voie  de  corollaires,  toutes  les  propriétés  essentielles  du 
plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple 
commun. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  multiplie,  ou  si  l'on  divise 
n  nombres  entiers  ou  fractionnaires  par  un  même 
nombre  entier  ou  fractionnaire  A,  le  plus  grand  commun 
diviseur  et  le  plus  petit  multiple  commun  de  ces  nom- 
bres sont  multipliés  ou  divisés  par  k. 

En  edet,  d'après  le  théorème  11,  les  deux  séries 

«A%     bk,     ck,     ....     Ik, 


I         I  I 

b        c  i 


donnent 


(    Yy{ak,bk lk).mi~,\,~,  ■■■.\\  =A. 

1  \a    b    c  l  l 


(  '6:  ) 

d'où,  en  appliquant  les  formules  de  corrélation, 
(    Diak,  bic M). ~ ==  /' 

m{ak,  bk,  ....  Ik).— j^ -^  =  A-, 

d'où  enfin 

\    ï)(ak,bk,ck,  ...Jk)^  k.D(a,b,c,  ...,  l)  (V 

(   m(ak,  bk,  ck,  .  ..,  fk)  =  k.m(a,  b,c,  ...,  f)         (VI  ) 

c.    Q.   F.    n. 

Corollaire  II.  —  i"  Pour  qu'un  codi viseur  de  n 
nombres  soit  leur  plus  grand  commun  diviseur,  il  faut 
et  il  suffit  qu'en  divisant  chacun  de  ces  nombres  par  ce 
codiviseur  les  quotients  obtenus  soient  premiers  entre 
eux. 

2"  Pour  qu  un  comultiple  de  n  nombres  soit  leur  plus 
petit  multiple  commun,  il  faut  et  il  suffît  qu'en  divisant 
ce  comultiple  par  chacun  de  ces  nombres,  les  quotients 
obtenus  soient  premiers  entre  eux. 

Soient  n  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
a,     b,     c,     .  .  .,     l, 

et  soient  0  et  [j.  un  codiviseur  et  un  comultiple  de  ces 
nombres. 

1°  On  a  identiquement,  d'après  le  corollaire  I, 

(I)  D(a,6,c,  ...,/)  =  5.  of?,  ^,  -^,  •..,  ^V 

\  0      0     0  0  / 

Donc  pour  que  0  soit  égal  à   D(«,  <^,  c,  .  .  . ,  /),  il  faut 

.,/.,.  1  ,  .abc 

et  il  suiiit  crue  Jes  nombres  entiers  —  ?  —  ?  ^)   •  •  •  soient 

^  000 

premiers  entre  eux.  c.   q.   f.   n. 

2"  Appliquons  le  théorème  II  aux  deux  séiies 

a,      6,       c,       . . . ,       /, 

[i.  ]X  [X  \i. 

abc  l 


,  /),  il  faut 

[J. 

6' 

—  ■>    •  •  •  1    —J 
c                   l 

Q- 

F.     D. 

(    '(^8  ) 
Nous  aurons 

(2)         m{a,b,c.  ...,/).Df^,   ^y,^~,  ...,  Ç 

\a     a      c  L 

Donc,  pour  que  a  soil  égal  à  m(^a,  Z>,  c, 

et    il  suffît   que   les   nombres    entiers  —, 

soient  premiers  entre  eux.  c. 

Remarque.  —  Les  formules  (i)  et  (2)  montrent  que 
ù  est  un  diviseur  de  D(âr,  Z>,  c,  ...,/)  et  que  jj.  est  un 
multiple  de  m(«,  è,  c,  . .  . ,  /).  Donc  : 

Tout  codiviseur  de  plusieurs  nombres  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur  ; 

Tout  comultiple  de  plusieurs  nombres  est  un  mul- 
tiple de  leur  plus  petit  multiple  commun. 

Corollaire  IIT.  —  i"  Le  produit  de  n  nombres  en- 
tiers ou  fractionnaires  est  égal  au  produit  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  ces  nombres  par  le  plus 
petit  multiple  commun  des  produits  obtenus  en  combi- 
nant ces  nombres  ii  —  i  à  n  —  1 . 

2"  Le  produit  de  n  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
est  égal  au  produit  du  plus  petit  multiple  commun  de 
ces  nombres  par  le  plus  grand  commun  diviseur  des  pro- 
duits obtenus  en  combinant  ces  nombres  n  —  i  à  7z  —  i . 

Soient  a.,  h.,  c,  .  .  . ,  /  les  nombres  donnés,  et  P  leur 
produit. 

Le  théorème  II,  appliqué  aux  deux  séries 
a,       b,       c,        .  .  . ,       Z, 
P        P        P  P 

abc  l 


-T    ) 


d 


onne 


/P    P    P  P\ 

m(a,  b,  c,  ...,  l).D  {  —,  r'-->  •  •  •>  -7     =  P» 

\a    b     c  I J 

P    P    P  P\ 

Y)ia,b,c,...J).m-,^,-,...,-\  =  P, 
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d'où  les  formules  connues 

(VII)         m(a.  b,c,  ....  l)  = 


P    P    P  P 

abc  l 


(VIII)       D(a, /;,c,  ...,s)=  ^' 


P    P    P  P 

m  \    —  J    7-  5   —  >    •••>-; 

abc  L 


Corollaire  IV.  —  Le  produit  de  n  nombres,  entiers 
ou  fractionnaires,  est  égal  au  plus  grand  commun  divi- 
seur des  produits  obtenus  en  combinant  ces  nombres  r 
à  /■;  multiplié  par  le  plus  petit  commun  multiple  des 
produits  obtenus  en  les  combinant  n  —  r  kn  —  /'. 

Soient  rt,  Z>,  c,  .  .  . ,  /  les  n  nombres  donnés,  et  P  leur 
produit. 

Désignons  par 

(1)  TT,       Tl',       ir'', 

les  divers  produits    obtenus    en   combinant  /•  à    /■   les 
nombres  donnés. 

Les  produits  obtenus,  en  les  combinant /z  —  /■  à  n  —  r, 
seront 

P        P       P 

(2)  -j      —5     — j      

TT  TT  TT 

Si  maintenant  nous   appliquons  le  théorème  II  aux 

séries  (i)  et  (2),  nous  aurons 

/P    P    P  \ 

(IX)  D(Tr,  tt',  tt",  ...). m  (-,-,—,•••)  =  p. 

\  TU      7C        TC  / 

/P       P      P  \ 

(X)  m.(TZ,  ir',  tt",  •  • .  )•  D  (  —  7  — ,?  ;;;j,  '  •  •  •  1  =  P. 


C.    Q.    F.    n. 

Remarque  sur  les  corollaires.  —  Dans  la  démonstra- 


(  no  ) 
tion  des  corollaires,  nous  avons  établi  directement  les 
propriétés  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus 
petit  commun  multiple.  JNoiis  aurions  pu,  pour  les  co- 
rollaires (I),  (III)  et  (IV),  nous  contenter  de  faire  la  dé- 
monstration pour  le  plus  grand  commun  diviseur  et  en 
déduire  la  propriété  correspondante  du  plus  petit 
commun  multiple,  au  moyen  des  formules  de  corréla- 
tion. 

Reprenons,  par  exemple,  le  corollaire  ï,  et  supposons 
démontré  directement  que  si  l'on  multiplie,  ou  si  Von 
divise,  plusieurs  nombres  par  un  même  facteur,  leur 
plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié,  ou  divisé^ 
par  ce  facteur. 

Appliquons  ce  théorème  aux  nombres  ->  j»  -^  •  •  •  et 

au  facteur  t  •  Nous  aurons 
k 

d'où,  en  appliquant  les  formules  de  corrélation, 


k  m(a,  b,  c,  . . .)        m(ak.  bk,  ck,  . . .) 
d'où 

k  m{a,  b,  c,  .  . .)  =  m{ak,  bk,  ck,  . . .), 

formule  qui  donne  la  propriété  corrélative  du  plus 
petit  commun  multiple. 

On  suivrait  la  même  marche  pour  les  corollaires  (Kl) 
et(lV'). 

Cet  emploi  des  formules  de  corrélation  met  bien  en 
évidence  les  liens  qui  unissent  le  plus  grand  commun 
diviseur  au  plus  petit  commun  multiple,  et  explique  le 
parallélisme  complet  qui  existe  entre  [es  propriétés  de 
ces  deux  fonctions. 


(   -7^  ) 
Nous  renconlrerons  plus  loin  un  emploi  analogue  des 
mêmes  formules. 

Théorème  III.  —  Loi  de  transformation".  —  On  peut, 
sans  changer  le  plus  i^iand  coniniun  danseur  [ou  le 
plus  petit  commun  multiple)  de  n  nombres,  groupe?- 
arbitrairement  ces  nombres,  et  remplacer  ensuite  cha- 
cun des  groupes  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
(ou  le  plus  petit  commun  rnultiple)  des  nombres  qui 
le  composent ,  et  réciproquement. 

Un  même  nombre  peut  entrer  dans  plusieurs  groupes, 
et  un  ou  plusieurs  nombres  peuvent  être  laisses  en  de- 
hors des  groupes. 

Soient  //  nombres  donnés,  entiers  ou  fractionnaires  : 
a,  b,  c^   •  •  •  5  ^• 

Groupons  arbitrairement  ces  nombres  et  formons  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  de  chaque 
groupe.  Ainsi,  par  exemple,  soient  : 

df  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  «,  r/,  g.,  i  ^ 
rf'2  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  «,  Z», 

d,  e; 
ds  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres/",  7,  A  ; 
et  soient  c,   h,   l,   les    nombres    laissés   eu  dehors  des 
groupes  ;  on  aura 

D{a,  b,c,  ...,/)  =  D(Ji,i/2,  c/3,  c,  h,  l). 

En  effet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et 
soit  7.  l'exposant  minimum  de  p  dans  les  nombres  donnés. 
Il  résulte  de  la  loi  de  formation  que  le  facteur  p  se  re- 
trouvera avec  son  exposant  nduimum  a  dans  l'un  des 
plus  grands  communs  diviseurs  ^,,  d-^,  d^-,  ou  dans  l'un 
des  nombres  restants  c,  h,  l. 

L'exposant  tninimuttt.  de  p  sera  donc  le  même  dans 


(   '7^  ) 
(a,  b,c,  .  .  .^  l)  et  dans  {d,,  d.^,  ^3,  c,  h,  l).   Par  con- 
séquent, le  facteur  p  entrera   avec  le  même  exposant 

dans 

D(a,  b,c,  ...,  0 

et  dans 

et  l'on  aura 

(XI)  D{a,b,c,  ...,  l)  =  'D{di,d.,d3,c,Ji,  l). 

C.     Q.    F.     D. 

On  démontrerait  de  même  que 

(XII)  m(a,  b,  c,  .  .  .,  l)  =  m{mi,  m^,  «I3,  c,  h,  l). 

Exemples  : 

D{a,  b,  c,  d,  e)  =  D[D{a,  b),  c,  d,  e] 

=  D[D(«,  b),D(a,c),d,  e] 
=  D[D(a,b,c),D{d,e)], 

m{a,  b,  c,  d)  =  m[m(a,  6,  c),  d] 

=  /«  }  m [ /» ( «,  b),  c ] ,  <j? { . 

CoROLLAiKE.  —  Si,  dans  une  série  dénombres  donnés, 
il  entre  en  même  temps  un  nombre  et  des  multiples  ou 
des  diviseurs  de  ce  nombre,  on  peut,  dans  la  formation 
du  plus  grand  commun  diviseur,  supprimer  tous  les 
multiples,  et,  dans  la  formation  du  plus  petit  commun 
multiple,  supprimer  tous  les  diviseurs. 

En  effet,  soient  a,  ^,  c,  .  .  .,  /  des  nombres  donnés 
entiers  ou  fractionnaires,  et  A  un  nombre  entier  ;  on  a 

D(rt,  aA-,  h,c,  ...)=^  D[D(«,  a/,-),  b,c,  ...] 
=  D[a.D(i,  A),  6,  c,  ...] 
=  D(a,  b,  c,  . .  .), 

puisque,  h  étant  entier,  on  a 

D(.,A-)  =  i. 


(    '7^  ) 
De  nièiuo, 

m  («,  ak,  h,  e,  . . .)  —  /n[m(«,  ak),  b,  c,  . . .] 
=  in[a . ni{i ,  k ),  b ,  c ,  .  .  .] 
=  in(ak^  ^1  (^i  •  •  •)> 

puisque,  h  étant  entiei',  on  a 

m(i,  k)  =  k.  (A  suivre ). 


mn  DE  GEOMETRIE; 

Par   m.    g.    LEINEKUGEL. 


Une  parabole  variable  a  son  foyer  au  centre,  d'une 
conique  donnée,  deux  des  tangentes  communes  à  cette 
conique  et  à  l'une  des  paraboles  se  coupent  en  un  point 
qui  décrit  une  droite  fixe;  démontrer  que  les  deux 
autres  tangentes  communes  sont  constamment  tangentes 
à  un  cercle  fixe. 

Si  l'on  transforme,  en  effet,  la  propriété  précédente 
par  polaires  réciproques,  le  centre  du  cercle  par  rapport 
auquel  on  transforme  étant  le  centre  de  la  conique,  on  a 
la  propriété  suivante  : 

Un  cercle  ^variable passe  par  le  centre  d'une  conique 
et  l'une  de  ses  sécantes  communes  avec  la  conique  passe 
par  un  point  fixe,  l' OAitre  sécante  commune  enveloppe 
ujie  parabole  dont  le  foyer  est  à  l'origine. 

Cette  propriété  se  démontre  directement  par  des 
considérations  simples.  Je  vais  montrer  que  le  lieu  du 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  co- 


(   '7'i  ) 
nique  sur  la  secoud«  sécante  commune  est  une  droite. 
La  propriété  sera  par  suite  démontrée. 

Il  suffit  de  prouver  que,  sur  toute  droite  passant  par 
l'origine,  il  n'y  a  qu'un  point  du  lieu.  Nous  remarquons 
de  suite  que  l'origine,  c'est-à  direle  centre  de  la  conique, 
ne  peut  évidemment  pas  faire  partie  du  lieu.  Cela  posé, 
menons  une  droite  quelconque  OA  parle  centre,  la  droite 
013  également  inclinée  sur  les  axes  et  la  droite  CD  pas- 
sant par  le  point  fixe  P  et  perpendiculaire  à  OB.  Nous 
considérons  alors  le  cercle  circonscrit  au  triangle  OCD, 
qui  coupera  la  conique  en  deux  points  E,  F  réels  ou 
imaginaires,  la  corde  qui  les  joindra  EF  sera  toujours 
réelle,  elle  est  également  inclinée  sur  les  axes  que  CD 
et  par  suite  sera  perpendiculaire  à  OA.  D'après  la  con- 
struction, on  voit  qu'à  une  droite  OA  correspond  une  et 
une  seule  droite  EF;  le  lieu  du  point  d'intersection  de 
ces  droites  est  par  suite  une  droite.  On  voit  évidemment 
qu'elle  sera  perpendiculaire  à  OP'  qui  est  également 
inclinée  sur  les  mêmes  axes  que  OP,  car  dans  ce  cas  les 
droites  (E'F',  OF')  sont  parallèles. 

La  seconde  proposition  donne  lieu  à  la  suivante,  qui 
est  plus  générale  : 

Étant  données  une  droite  IJ,  son  pôle  O  par  rap- 
port à  une  conique  (E),  on  considère  toutes  les  coniques 
circonscrites  au  triangle  OU  (I,J  deux  points  de  la 
droite  fixe)  et  coupant  la  conique  (E)  en  des  points 
tels  que  l'une  des  sécantes  communes  d'un  système 
passe  par  un,  point  fixe  :  l'autre  sécante  commune 
enveloppe  une  conique  tangente  à  IJ. 

La  propriété  corrélative  est  la  suivante  : 

On  considère  un  triangle  dont  l'un  des  sommets  a 
pour  polaire  par  rapport  à  une  conique  (E)  fixe  le 


(  '75  ) 
côté  opposé,  et  les  coniques  insc/'itcs  dans  ce  triangle 
assujetties  à  ce  f/ue  deux  de  leurs  tangentes  communes 
avec  (E)  se  coupent  sur  une  droite  fixe  :  le  second  om- 
bilic du  couple,  dont  l'un  d'eux  décrit  la  droite  fixe, 
décrit  une  conique. 
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Le  calcul  simplifié  par  les  procédés  mécaniques  et 
GRAPHIQUES,  par  M.  Maurice  cV Ocagne,  ingénieur  des 
Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique. 
Paris,  Gaulhier-\  illars  et  fils,  1894.  Prix  :  o/'",  yS. 

Cet  intéressant  Ouvrage  est  la  reproduction  de  trois  brillantes 
conférences  faites  par  M.  d'Ocagne  au  Conservatoire  national 
des  Arts  et  Métiers.  C'est  une  œuvre  de  vulgarisation,  mais  con- 
çue dans  un  esprit  vraiment  scientifique. 

Chacun  sait  combien  il  est  malaisé  de  rester  clair  et  précis 
dans  l'exposition  d'une  question  de  Mathématiques  appliquées 
lorsqu'on  s'impose  la  condition  de  se  priver  du  secours  des 
symboles  algébriques;  il  y  a  là  une  difficulté  presque  insur- 
montable dont  M.  d'Ocagne  est  cependant  parvenu  à  triompher 
avec  un  succès  que  nous  nous  plaisons  à  reconnaître  et  à  pt'o- 
clamer.  Le  savant  ingénieur  a  su  charmer  son  auditoire  sans 
se  départir  un  moment  de  la  rigueur  qui  convenait  à  son  sujet; 
pour  s'en  convaincre,  le  lecteur  n'a  qu'à  se  rapporter  à  l'exposé 
des  notions  fondamentales  relatives  à  l'anamorphose  et  aux 
points  isoplèthes  ;  il  constatera  le  soin  que  met  toujours  l'au- 
teur à  indiquer  le  point  où  doit  intervenir  l'Analyse  mathéma- 
tique et  les  motifs  de  cette  intervention. 

C'est,  croyons-nous,  dans  cet  Ouvrage  qu'apparaît  pour  la 
première  fois  une  classification  rationnelle  et  complète  des 
procédés  de  simplification  du  calcul.  Le  savant  auteur  range 
ces  procédés  en  deux  catégories  :  à  la  première  appartiennent 
ceux  dont  le  but  est  d'effectuer  une  ou  plusieurs  opérations  par 
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un  moyen  empriinlé  au  graphique  ou  à  la  Mécanique;  à  la  se- 
conde se  rattachent  ceux  qui  ont  pour  but  de  fournir  en  bloc 
et  d'enregistrer  les  résultats  d'une  même  formule  pour  un 
grand  nombre  d'états  différents  des  données. 

Les  procédés  de  la  première  catégorie  sont  répartis  en  trois 
groupes  : 

Le  premier  groupe  concerne  les  instruments  et  les  machines 
arithmétiques  effectuant  mécaniquement  les  opérations  de 
l'Arithmétique,  les  uns  (instruments)  sans  transformation  de 
mouvement,  les  autres  (machines)  avec  transformation  de 
mouvement. 

Le  second  groupe  est  constitué  par  les  règles,  les  cercles, 
les  cylindres  et  les  hélices  à  calcul,  c'est-à-dire  parles  instru- 
ments dits  logarithmiques. 

Enfin  au  troisième  groupe  se  rapportent  le  calcul  par  le  trait, 
la  statique  graphique,  et  les  épures  de  tout  genre  remplaçant 
les  opérations  arithmétiques  par  des  constructions  géomé- 
triques. 

Les  procédés  de  la  seconde  catégorie  sont  divisés  en  deux, 
groupes  : 

Au  premier  se  rapportent  les  Tables  numériques  ou  barèmes 
accompagnés  de  l'indication  de  l'emploi  du  calcul  des  diffé- 
rences. 

Au  second  appartiennent  les  Tableaux  graphiques  ou  abaques 
dont  le  principe  paraît  avoir  été  énoncé  avec  précision  pour 
la  première  fois  par  Terquem  dans  le  Mémorial  de  l'Artillerie 
en  i83o,  et  dont  la  théorie,  perfectionnée  par  Lalanne,  puis  déve- 
loppée avec  un  remarquable  talent  par  MM.  Lallemant  et 
d'Ocagne,  constitue  aujourd'hui  un  véritable  corps  de  doctrine 
auquel  M.  d'Ocagne  a  donné  le  nom,  aujourd'hui  accepté,  de 
Noinographie  (voir  Nouvelles  Annales,  1891). 

Puisse  cette  analyse  sommaire  inspirer  à  nos  lecteurs  le  désir 
d'étudier  un  livre  à  la  fois  attrayant  et  instructif,  et  qui 
renferme,  n'oublions  pas  ce  détail  important,  la  première  des- 
cription complète  de  la  machine  si  curieuse  de  Tchébychef. 

E.  R. 
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SUR  DEUX  THEOREMES  CLASSIQIES  DE  CIXEMATIOIE  ('); 

Par  m.  Emile  PICARD. 


1.  Commençons  par  le  mouvement  d'un  plan  sur 
un  plan.  Nous  supposons  démontrée  l'existence  du  centre 
instantané  de  rotation,  et  nous  voulons  prouver  que  le 
mouvement  revient  au  roulement  d'une  courLe  sur  une 
autre. 

Deux  remarques  doivent  être  rappelées  avant  de  com- 
mencer la  démonstration.  Eu  premier  lieu,  si  les 
coordonnées  d'un  point  M  sont  des  fonctions  de  t,  et 
que  M'  désigne  la  position  du  point  au  temps  t -{-  Az, 
la  distance  MM'  sera  de  l'ordre  de  Af  pour  une  valeur 
arbitraire  de  /. 

Je  rappelle  en  second  lieu  que,  si  l'on  a  un  segment 
de  droite  AB  de  longueur  variable  /,  se  déplaçant  avec 
le  temps,  et  étant  en  A' B'  au  temps  t  -{-  dt^  on  a  pour 
la  ditîérentielle  dL 

dl=^—  [AÂ'  cos  (A'AB)-^BB'  cos  (B'BA)], 

Cela  posé,  considérons  le  système  S  au  temps  t -^  il 
occupe  une  position  S,  et  il  y  a  un  certain  point  I  dont 
la  vitesse  est  nulle.  Je  mai  que  ce  point  1  sur  le  plan  fixe. 
Au  temps  £,,  S  occupe  une  autre  position  S(  ;  le  centre 
instantané  marqué  sur  le  plan  fixe  est  alors  I,.  Nous 
aurons  de  même  L  comme  position  du  centre  instantané 


(')  Je  reproduis  ici  la  démonstratiou  des  deux  théorèmes  fonda- 
mentaux de  la  cinématique  des  systèmes  invariables,  telle  que  je  la 
donnai  en  i88i  dans  mon  cours  de  la  Faculté  et  que  je  la  donne  main- 
tenant dans  mon  cours  de  ri-]coIe  Centrale. 

Ann.  de  Mathé/nat.,Z'  série,  t.  \IV.  (Mai  iStjô.)  l3 
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pour  le  temps  /o,  el  nous  formons  ainsi  avec  les  points 
I,  Ii ,  lo,  ...  une  courbe  C  qui  est  le  lieu  des  centres  in- 
stantanés sur  le  plan  (ixe. 

Vis.    I. 


Au  temps  tf ,  le  systèuie  S  était  en  S( .  Marquons  alors 
sur  S,  la  position  I,  du  centre  instantané  à  cet  instant, 
et  ramenons  S  de  la  position  S,  à  la  position  S  qu'il 
occupait  au  temps  t.  Le  |)oint  J,  vient  alors  en  I',  ;  de 
mèuie  en  ramenant  S  de  S2  en  S,  le  point  lo  viendra  en 
1!,,  et  de  cette  manière  nous  construisons  une  seconde 
courbe  C  lieu  des  points  I,  I, ,  1!,,  .  ..,  qui  est  le  lieu 
des  centres  instantanés  dans  le  plan  mobile  quand  on 
a  ramené  ce  plan  à  la  position  S. 

Il  faut  démontrer  que  les  courbes  C  et  C  roulent 
l'une  sur  l'autre  pendant  le  mouvement,  ce  qui  revient 
évidemment  à  montrer  qu'elles  sont  tangentes  au  point 
I,  el  que,  ?i  —  t  tendant  vers  zéro,  on  a 


(>) 


,.      arc  Ifi 

hm r-r  =  I. 

arc  II , 


Il  en  résultera  en  etl'et  c[ue  les  arcs  II,,  H'^  et  pareil- 
lement les  arcs  Iilo,  I',  lU  et  ainsi  de  suite,  différeront 
d'une  quantité  intininient  petite  par  rapport  à  eux- 
mêmes,  et  par  suite  sur  les  courbes  G  et  C  deux  arcs 
Unis  quelconques,  comptés  à  partir  de  I  jusqu'à  deux 
points  correspondants  des  deux  courbes,  seront  égaux. 
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J'c'iivisîigt;    un    point    f|U(.']coiicjuc    M    du    sY-slèine   S 
(jiiancl  il  occ'iipo  l;i   position   8;  M  sera  en  M'  quand  S 
sera  venu  en  S,,  et  la  dioitc  IM'I,   est  normale  en  M'  à 
la  trajectoire  de  ce  point.  On  a  d'ailleurs 

Mi;  =  M'I, 

puisque,  quand  S  passe  de  S  eu  S,,  M  vient  eu  M'  et 
r,  en  I, .  La  ditrérentielle  du  segment  M'I,  est  donc 
nulle,  et  l'on  a 

(2)  MM'cos(MM'Ii)-i-r,  Il  cos(r,  IiM')=o, 

égalité  qu'il  faut  bien  entendre;  d'après  son  origine 
même,  elle  est  exacte  aux  infiniment  petits  près  du 
second  ordre. 

Or  MM'  est  infiniment  petit  du  premier  ordre  et  il 
en  est  de  même  de  cos(MM'I,  );  d'autre  part  I',  I,  a  une 
limite,  inconnue  pour  nous  actuellement,  mais  que 
nous  pouvons  supposer  n'être  pas  perpendiculaire  à  MI, 
puisque  M  est  arbitraire. 

De  là  résulte  que  cos(r,  I,  M')  n'est  pas  infiniment 
petit,  et  l'égalité  (2),  entendue  comme  nous  l'avons  dit. 
montre  que  I,  I',  est  un  infiniment  petit  du  second 
ordre . 

La  démonstration  va  s'achever  maintenant  bien  aisé- 
ment. Formons  le  petit  triangle  IL  I', .  On  aura  dans  ce 
triangle 

sinl  =  Pin  J,  -—-!-. 
•m 

Or,  dans  le  second  membre,  le  second  facleur  est  le 
quotient  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  i)ar  un 
infiniment  petit  du  premier.   On  a  donc 

lira  siii  I  =  o. 

et,  par  suite,  C  et  C'  sont  tangentes  en  I. 


(  i8o) 
Le  même  triangle  nous  donne 

iTTi'  =Tî'\  -^ui—  oTTi.Tî;  cosi, 

égaillé  qu'on  peut  écrire 

M;'=(ii;-iii)2-f-4ni.nï"sin2 1; 

d'où  se  conclut  immédiatement  que  la  différence 

est  du  second  ordre,  et  la  relation   (i)  est  par  suite 
établie. 

2.  Nous  allons  suivre  une  marche  analogue  pour 
établir,  relativement  au  mouvement  général  d'un  solide 
invariable,  le  théorème  concernant  les  deux  surfaces 
réglées  qui  remplacent  la  base  et  la  roulette. 

ÎNous  supposons  démontrée  l'existence  de  l'axe  in- 
stantané de  rotation  et  de  glissement,  et  par  suite  à  un 
moment  déterminé  les  vitesses  d'un  point  quelconque 
du  système  résultent  d'une  rotation  autour  de  cet  axe 
et  d'un  glissement  le  long  du  même  axe. 

Considérons  le  système  S  au  temps  f;  il  occupe  une 
position  S  et  nous  avons  l'axe  instantané  D.  Au 
temps  /^, ,  S  est  venu  en  S<  et  nous  avons  l'axe  instan- 
tané D) .  Nous  formons  donc  une  première  surface  ré- 
glée lieu  des  droites  D,,  D2,  .  •  .,  c'est-à-dire  des  axes 
instantanés  dans  l'espace,  comme  nous  formions  tout  à 
l'heure  la  courbe  C.  Pareillement,  ramenons  S  de  S) 
en  S  en  fixant  D,  dans  S)  ;  cette  droite  viendra  en  D'j, 
et  nous  aurons  une  seconde  surface  lieu  des  droites  D, 
D, ,  ...  qui  est  le  lieu  des  axes  instantanés  dans  le 
système  mobile  quand  on  a  ramené  ce  système  à  la  po- 
sition S. 


(   'Si   ) 
Sur  la  première  surface  traçons  une  courbe  C  reu- 
contrant  D,  D,,  ...    en  I,  I|,   ....Dans   le  transport 
de  D,  en  D',  le  point  I|  vient  en  I',  et  nous  avons  alors 


FiK. 


sur  la  seconde  surface  une  courbe  C  correspondant  à  C 
et  coupant  D  au  même  point  I. 

Cela  posé,  soit  IM  un  point  arbitraire  de  S  quand  ce 
système  est  en  S  et  soit  M'  sa  position  quand  S  est 
en  S).  On  a  manifestement 

MI'i  =  MT,, 

et,  en  supposant  t^  ^  L  -\-  df^  le  théoi'ème  sur  la  diffé- 
rentielle d'un  segment  nous  donne 


(3) 


MM'cos(M'Mri)+  l'ili  cos(IiI;M)  =  o. 


Le  premier  terme  représente  la  projection  de  MM' 
sur  MI,'  et  à  la  limite  sur  MI,  c'est-à-dire  le  produit  par 
ih  de  la  projection  de  la  vitesse  de  M  sur  la  direction  MI. 
Mais  la  projection  de  la  vitesse  de  M  sur  MI  se  réduit  à 
la  projection  de  la  vitesse  de  translation  V  le  long  de  D, 
car  la  vitesse  due  à  la  rotation  est  perpendiculaire 
à  MI.  Quant  au  second  terme  de  (3),  il  représente  la 


(   >82  ) 
projection  de  l',  J,  sur  I,  M  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
sur  la  direction  IM. 

Aous  allons  maintenant  faire  coïncider  successive- 
ment IM,  qui  est  une  direction  arbitraire,  avec  les  direc- 
tions des  axes  des  coordonnées.  Soient  a,  j3,  y  les  co- 
sinus directeurs  de  la  vitesse  de  translation  V  dirigée 
suivant  D,  et,  en  désignant  par  x^y,  z  les  coordonnées 
de  I,  appelons  x -Ar  dx^  y-\-dy^  z-{-dz  les  coordon- 
nées de  J, ,  et  x-\-ox,  y -h  oj  ,  z-\-ùz  celles  de  I', . 
L'égalité  (3)  donne,  en  menant  successivement  IM  pa- 
rallèle aux  axes  des  x,  des  k  et  des  z, 

l  —  V  cos  a  dt  -t-  dx  —  Sor  =  o, 

(4)  \   — \  co?,'^  dt -\- dy  —  o_7  =  o, 

l  —  V  cos  Y  dt  -\-  dz  — ^  o;;  =  o  ; 

le  premier  terme  est  précédé  du  signe  moins,  car  la  di- 
rection MI  est  opposée  à  la  direction  IM. 

Les  relations  (4)  donnent  les  propriétés  essentielles 
des  deux  surfaces  réglées.  On  voit  d'abord  immédiate- 
ment que  les  deux  courbes  C  et  G'  ne  sont  pas  tangentes 
en  I,  cardon  ne  peut  avoir 

dx        dy        dz 

r,X  0  K  0  z 

xMais  les  deux  surfaces  réglées  seront  tangentes  en  I, 
car  les  trois  directions 


dx, 

dy. 

dz. 

Ix, 

^y. 

0^, 

cos  a, 

cosp, 

COS", 

sont  dans  un  même  plan,  comme  le  montrent  les  rela- 
tions (4).  Ainsi,  les  deux  surfaces  refilées  considérées 
sont  tangentes  tout  le  long  de  D. 

3.   Pour  achever  d'indiquer  les  propriétés  csscnlielles 


(  i83) 
tU;  ces  deux  surfaces,  défniissons  le  glissement  de;  d(îux 
surfaces.  Pieiions  une  surface  lixe  S;  une  seconde  sur- 
face S'  se  déplace  en  restant  (;onstanuuent  en  contact 
avec  S,  le  nombre  des  points  de  contact  étant  quel- 
conque. Soit,  au  temps  ï,  A  un  point  de  contact.  Re- 
gardons-le comme  appartenanl  à  S';  il  occupera  alors 
au  temps  t -{- dt  la  position  A'.  La  grandeur  géomé- 
tricjue 

AA/ 
df 

sera  dite  le  glissement  moyen  des  deux  surlaces,  et  a 
la  limite  nous  aurons  le  glissement  des  deux  surfaces 
au  temj)s  f.  et  au  point  A. 

INous  allons  évaluer  le  glissement  au  j)oint  I  de  nos 
deux  surfaces  réglées.  A  cet  effet,  envisageons  les  deux 
surfaces  au  temps  t  -h  clt-^  D',  est  alors  en  D,  etl',  en  I| . 
A  l'instant  t. -^  dt  —  dt^  c'est-à-dire  ï,  nous  avons  la 
position  dessinée  du  système.  Le  glissement  sera  le 
quotient  de  la  grandeur  géométrique  I,r,  divisée  pai- 
—  dt^  et  par  suite  ses  projections  seront 


c'est-à-dire 


ox  —  dr        ?jy  —  dy        8^  —  dz 
—  dt  -    dt     '         —dt 

Vcosa,     Vcosfi,     VcosY- 


Nous  pouvons  donc  éncjncer  (ju'e«  tous  les  points  de 
la  généialrice  coininnne  D,  le  glissement  des  deux 
surfaces  l'une  sur  l'autre  est  dirigé  suis>ant  cette  gé- 
nératrice et  est  représenté  par  la  vitesse  de  transla- 
tion V  du  mou^'einen  t  héhcoïdal. 


(  i84  ) 
SIR  LE  THÉORÈIIE  DE  Li  CO\SERVATIO\  DES  AIRES; 

Par  m.  a.  de  SALNT-GERMAIN. 


On  sait  comment,  au  mois  de  novembre  1894,  M.  .Ma- 
rey  appela  l'attention  de  l'Académie  des  Sciences  sur 
les  conséquences  du  théorème  de  la  conservation  des 
aires  :  contrairement  à  une  opinion  exprimée  par 
Delaunav  et  tacitement  admise  par  les  géomètres  , 
MM.  Guyou,  Maurice  Lévy,  Appell,  Picard  montrèrent 
que,  sans  rintervention  de  forces  extérieures,  un  être 
animé,  un  système  déformable  peuvent  tourner  d'un 
angle  fini  autour  d'un  certain  axe,  grâce  à  des  mouve- 
ments intérieurs  à  la  suite  desquels  leurs  diverses  par- 
lies  reprennent  leurs  positions  relatives  initiales.  Je  me 
piO])Ose  d'indiquer  une  disposition  qui  permet  d'établir 
ce  lait  d'une  manière  extrêmement  simple,  susceptible 
d'être  exposée  dans  les  Cours  les  plus  élémentaires; 
puis,  à  l'aide  d'un  calcul  très  facile,  j'exprimerai  la  loi 
analytique  du  mouvement  d'un  système  auquel  le  pré- 
cédent se  rattache  comme  cas  particulier  et  qui  est  tout 
à  fait  analogue  à  un  appareil  imaginé  par  M.  Lévy. 

Considérons  un  disque  horizontal,  très  mince,  parfai- 
tement mobile  dans  son  plan  et  présentant  un  centre  de 
symétrie  O  :  du  point  O  comme  centre,  décri\ons  sur 
le  disque  une  circonférence  de  rayon  /•  et  supposons 
2/7  animaux,  de  même  masse  ni,  placés  deux  à  deux  en 
des  points  diamétralement  opposés  sur  la  circonférence. 
Le  système  étant  d'abord  en  repos,  imaginons  que,  à  un 
instant  donné,  les  2/>  animaux  se  mettent  à  marcher 
dans  le  même  sens  sur  la  circonférence,  de  manière  que, 


(  »85  ) 
au  bout  du  temps  i,  clia<;un  d'eux  ait  parcouru  un  même 
arc,  de  longueur  a/'.  Le  centre  de  gravité  O  restera 
itnniobile,  mais,  par  rapport  à  des  axes  fixes,  le  disque 
tournera  dans  le  sens  opposé  à  celui  du  mouvenicnt  re- 
latif des  animaux  :  soient  0  l'angle  dont  il  aura  tourné 
au  bout  du  temps  t  et  .imJx-  son  moment  d  inertie  rela- 
tivement au  point  O.  La  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  du  système  par  rapport  au  poi)it  O 
devant  rester  constamment  nulle,  nous  aurons 

,    f/0  /doL       dH\ 

dt         '  \dt        dt  J 

l'intégration  donne  un    résultat  presque   aussi   intuitif 
que  l'équation  diiïérentielle,  savoir  : 

2  mk'^  0  —  ipinr"^  (a  —  0  )  =  o. 

On  voit  que  h  croit  proportionnellement  à  a  :  quand 
a  sera  devenu  égal  à  27:,  les  animaux  seront  revenus  à 
leurs  places  initiales  sur  le  disque 5  mais  celui-ci,  sans 
l'intervention    de    forces    extérieures,   aura  tourné   de 


msle 


ipi 


Le  résultat  précédent  peut  suggérer  diverses  disposi- 
tions au  moyen  desquelles  un  homme  pourrait  se  don- 
ner un  mouvement  de  rotation  sans  faire  intervenir  de 
force  extérieure  :  en  voici  une  assez  simple.  Supposons 
riiomme  debout  sur  un  sol  excessivement  poli  ou  au 
fond  d'un  baquet  rond  (jui  Hotte  sur  l'eau ^  il  porte,  en 
guise  de  ceinture,  la  moitié  inférieure  d'un  lore  coupé 
suivant  le  plan  de  son  équateur,  supposé  horizontal  : 
oifin,  dans  cette  sorte  de  gouttière,  plaçons  des  boules 
que  1  observateur,  à  l'aide  de  ses  mains,  léra  rouler  dans 
le  même  sens  :  lui-même  tournera  en  sens  contraire  et 
par  le  seul  jeu  de  ses  muscles.  Il  arriveiait  ù  un  résidtat 


(  '86  ) 
analogue  en  faisant,  par  exemple,  tourner  ses  bras  dans 
le  même  sens  autour  de  sa  tête. 

Considérons  maintenant  le  système,  analogue  à  l'ap- 
pareil de  M.  Maurice  Lévy,  dont  j'ai  parlé  et  dont  le 
mouvement  est  moins  simple  que  le  précédent.  Repre- 
nons notre  disque  et,  à  sa  surface,  traçons  deux  circon- 
férences de  rayon  /•,  dont  les  centres  A,  A'  sont  symé- 
triques par  rapport  au  centre  O  du  disque,  OA,  OA' 
étant  égaux  à  a  :  aux  deux  points  des  circonférences  qui 
sont  les  plus  éloignés  du  point  O,  plaçons  deux  animaux 
M,  M'  de  même  masse  m.  Le  système  étant  d'abord  en 
repos,  les  deux  animaux  se  mettent  à  marciier  sur  leuis 
circonférences,  de  manière  (jue,  sur  le  disque,  les 
rayons  AM,  A'M' tournent  avec  une  vitesse  constante  to 
dans  le  sens  opposé  à  celui  dans  lequel  on  comptera 
l'angle  6  dont  le  disque  toin-nera  lui-même  par  rapport 
à  des  axes  fixes  OX,  OY.  Au  bout  du  temps  t,  les  coor- 
données du  point  M,  rapporté  à  ces  axes,  sont 

X  =  a  cosO  -+-  r  cos(0  —  w/),  y  =  a  sinO  -\-  r  sin(6  —  «0  j 

le  moment  de   sa  quantité  de   mouvement   autour   du 
[>oint  O  sera 

•^  dt , 
r    r/o     /  f/0       \  l'di)       \i 

V"' Tt  - K" dt -'T''' '''''' '^''-[d't-'^l Y' 


"'^■"--cn^^dtj 


pour  le  point  M',  le  moment  est  le  même.  La  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  du  système 
devant  rester  nulle,  on  trouve,  après  avoir  divisé  par  a///, 

ili)  I    dO  \  /f/O  \ 

( K^  -+-  a-  )  -j'  -+-  ar  {  1  -r  —  w     cos eu  ;'  -h  /■- w    =  o, 

^  \Ù  \    dt  j  \dt  I 

dii  (  /•-  -+-  ar  cos  co  /  )  to 

dt         /c'--T-  «--f-  r- -h  '.ri/'  rosoj  f  ' 


(  >«:  ) 
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Soil  a  le  plus  petit  arc  posiliftloiit  le  cosinus  est : 

quand  w^  croit  de  zéro  à  a,  0  augmente,  pour  diminuer 
quand  tùt  ira  de  la  valeur  a  à  27:  —  a,  })uis  augmenter 
ensuite.  Quand  to^  est  égal  à  a-r,  les  mobiles  M,  M'  ont 
repris  sur  le  disque  leurs  positions  initiales,  mais  le 
disque  a  tourné  de  l'angle 

r A2+a^— /-^  1      , 

L  v/(  Â:2  +  «2  —  7-2)2-1-4  A-2  /-Z  J 

cet  angle  serait  insensible  si  A  était  très  grand  ou  très 
petit,  comme  l'a  indiqué  M.  Lévy  pour  son  appareil. 


LE  PROBLÈME  DES  L\B\RL\TIIES; 

Par    m.    g.  TARRY. 


Tout  labyrinthe  peut  être  parcouru  en  une  seule 
course,  en  passant  deux  fois  en  sens  contraire  par  cha- 
cune des  allées,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en  connaître 
le  plan. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  d'observer  cette 
l'ègle  unique  : 

Ne  reprendre  V allée  initiale  qui  a  conduit  à  un  car- 
refour pour  la  première  fois  que  lorsqu'on  ne  peut  pas 
faire  autrement. 

JNous  ferons  d'abord  quelques  remarques. 

A  un  moment  quelconque,  avant  d'arriver  à  un  car- 
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refour  ou  après  l'avoir  quitté,  tout  carrefour  autre  que 
celui  du  point  de  départ  contient  nécessairement  un 
nombre  pair  d'allées  parcourues  une  seule  fois,  et  le 
nombre  de  ces  allées  suivies  dans  le  sens  de  l'arrivée  est 
égal  au  nombre  de  celles  suivies  dans  le  sens  inverse  de 
la  sortie.  Cela  est  évident,  puisque  le  nombre  des  en- 
trées est  égal  à  celui  des  sorties,  et  qu'une  allée  peut 
être  parcourue  deux  fois  au  plus  et  en  sens  contraire. 
Par  suite,  au  moment  d'une  arrivée  dans  ce  carrefour, 
le  nombre  des  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans 
le  sens  de  l'arrivée  surpasse  d'une  unité  le  nombre  des 
allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de  la 
sortie.  S'il  n'existe  qu'une  allée  parcourue  une  seule 
fois,  ce  ne  peut  être  que  l'allée  initiale,  et  nécessaire- 
ment toutes  les  autres  allées  ont  été  inexplorées  ou  par- 
courues deux  fois  en  sens  contraire.  On  ne  peut  donc 
être  arrêté  à  ce  carrefour,  et  l'on  sera  forcé  de  reprendre 
l'allée  initiale  dans  le  cas  seulement  où  toutes  les  autres 
allées  auront  été  parcourues  deux  fois. 

Ainsi,  en  suivant  la  règle,  on  ne  peut  être  arrêté 
qu'au  point  de  départ,  et  l'on  ne  leprend  l'allée  initiale 
d'un  carrefour  qu'après  avoir  parcouru  deux  fois  toutes 
les  autres  allées  du  carrefour. 

Considérons  maintenant  le  carrefour  du  point  de  dé- 
part. Au  moment  d'une  arrivée  à  ce  carrefour,  le  nombre 
des  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de 
l'arrivée  est  égal  au  nombre  des  allées  parcourues  une 
seule  fois  et  dans  le  sens  de  la  sortie.  Par  conséquent, 
on  ne  peut  être  arrêté  que  s'il  n'existe  ni  allées  inex- 
plorées, ni  allées  parcourues  une  seule  fois. 

Donc,  au  moment  de  l'arrêt  forcé  au  carrefour  du  dé- 
part, toutes  les  allées  de  ce  carrefour  ont  été  parcourues 
deux  fois. 

Cela  posé,  soient  A,  B,  C,  D,  .  .  . ,  Z  le  carrefour  du 
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dépari  et  les  autres  carrefours,  désignés  dans  l'ordre  de 
leurs  découvertes  successives  pendant  l'exploration. 

Si  l'on  a  exécuté  rigourcîusenient  l'application  de  la 
règle  uui(jue,  toutes  les  allées  aboutissant  aux  carrefours 
B,  C,  D,  ...,  Z  ont  été  parcourues  nécessairement 
deux  fois  en  sens  contraires,  comme  les  allées  du  carre- 
four du  départ  A. 

En  eflfet,  l'allée  initiale  AB  du  carrefour  B,  qui  abou- 
tit au  carrefour  A,  ayant  été  parcourue  deux  fois  en 
sens  contraires,  toutes  les  allées  du  carrefour  B  ont  été 
parcourues  deux  fois  en  sens  contraires.  De  même,  toutes 
les  allées  du  carrefour  C  ont  été  parcourues  deux  fois, 
puisque  son  allée  initiale  BC  (ou  AC  si  AB  est  une  im- 
passe), qui  aboutit  au  carrefour  B  (ou  A)  a  été  parcou- 
rue deux  fois.  Eniin,  un  carrefour  quelconque  T,  dont 
l'allée  initiale  aboutit  nécessairement  à  un  carrefour 
précédent  (ou  A,  ou  B,  .  .  .,  ou  S),  .a  été  entièrement 
exploré,  puisque  son  allée  initiale  a  été  parcourue  deux 
fois.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Supposons  qu'en  prenant  une  allée  pour  la  première 
fois  on  dépose  à  l'entrée  deux  marques  et  à  la  sortie  une 
ou  trois  marques,  suivant  que  cette  allée  débouche  dans 
un  carrefour  déjà  visité  ou  dans  un  carrefour  nouveau, 
et  qu'en  prenant  une  allée  où  se  trouve  une  marque  à 
l'entrée,  et  la  suivant  par  conséquent  une  seconde  fois 
en  sens  contraire,  on  se  contente  d'ajouter  une  deuxième 
marque  à  l'entrée.  A  l'arrivée  dans  un  carrefour  on 
saura  toujours  distinguer  les  allées  nouvelles  qui  n'ont 
aucune  marque,  l'allée  initiale  qui  a  trois  marques  et  les 
autres  allées  parcourues  une  seule  fois  et  dans  le  sens  de 
l'arrivée  qui  ont  une  seule  marque. 

La  règle  unique  s'énoncera  alors  sous  cette  forme  : 

En  arrivant  à  un  carrefour,  prendre  à  i^olonlé  une 
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allée  qui  n  a  pas  de  marque  ou  bien  une  allée  (jui  a 
une  seule  marque,  et  s' il  n'en  existe  pas  prendre  Val- 
lée qui  a  trois  marques. 

En  suivant  cotte  inarclie  pratique,  un  voyageur  perdu 
dans  un  labyrinthe  ou  dans  des  catacombes,  retrouvera 
forcément  l'entrée  avant  d'avoir  parcouru  toutes  les 
allées  et  sans  passer  plus  de  deux  fois  par  la  même 
allée. 

Ce  qui  démontre  qu'un  labyrinthe  n'est  jamais  inex- 
tricable, et  que  le  meilleur  f]l  d'Ariane  est  le  lil  du  rai- 
sonnement. 

Bemarque.  —  La  règle  générale  permet  de  toujours 
rétrograder  en  arrivant  à  un  carrefour  déjà  exploré  par 
une  voie  nouvelle.  Si  l'on  s'impose  cette  obligation, 
quand  on  arrivera  à  un  carrefour  par  une  voie  antérieu- 
rement suivie,  on  .ne  trouvera  qu'une  allée  parcourue 
une  seule  fois,  l'allée  initiale,  et  il  ne  sera  permis  de 
prendre  cette  allée  cju'à  défaut  de  voie  qui  n'aurait  pas 
été  parcourue.  Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  il  devient 
inutile  de  distinguer  par  une  marque  spéciale  le  débou- 
ché d'une  allée  initiale.  Cette  solution  particulière  a  été 
trouvée  par  M.  Trémaux  (voir  les  Récréations  mathé- 
matiques de  E.  Lucas). 


y    C0XSTR[ICT10^S  DU  CEOTRE  DE  COIRBUHE  D'U^'E  PODAIRE; 

Par  un  anciex  liLÈvE  de  Mathématiques  si^éciales. 


Le  point  fixe  que  l'on  [)rojette  sur  l(;s  tangent('S  à   la 
courbe  donnée  (ni)  est  o.  Sur  la  tangente  ////;,   on  a  le 
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point  p  (h;  la  [)0(lair('  (p).  \a\  [jrojiîctioii  de  o   vu  c  sut- 
la  normale  eu  ///  à  {/fi)  conduit  à  la  normale  pc  à  (p). 


Substituons  à  {m)  une  conicjue  ayant  pour  loyer  le 
point  o  et  pour  rayon  de  courbure  en  w  le  rayon  de 
courbure  7?i [jl  de  (m). 

La  podaire  de  cette  conique  relative  à  soil  foyer  o  est 
un  cercle  qui  n'est  autre  que  le  cercle  osculateur  de  (p). 
Le  centre  de  ce  cercle  podaire  est  celui  de  la  conique  et, 
en  vertu  d'une  construction  connue  du  centre  de  cour- 
bure d'une  conique,  on  le  détermine  ainsi  :  on  projette 
u.  en  e  sur  oni  et  L'on  projette  ce  point  e  en  d  sur  niu.  :  ( 
la  droite  od  coupe  pc  au  centime  cherché  oj. 

Passons  à  une  autre  construction  de  ce  centre  de  cour- 
bure de  {p)- 

On  peut  obtenir  ce  point  w  en  construisant  <^/,  au  moyen 
des  points  m,  et  [j.,,  milieux  de  oni  et  de  ou.,  comme  on 
a  fait  pour  déterminer  d.  Ce  point  d\  peut  s'obtenir 
aussi  en  projetant  [a,  en  ^  sur  nuc  et  en  projetant  ce 
point  g  en  <Y,  sur  ///,  ji.) . 
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Elevons  cf  perpendiculairement  à  cp.  Les  triangles 
d^  pi)  g-  et  ofc  sont  liouiothétiques,  donc  la  droite  y}jL( 
contient  w.  Ze  point  co  est  donc  aussi  à  la  rencontre  de 
pc  et  de  la  droite  qui  joint  f  au  point  iX) ,  milieu  de  o'j.. 

Cette  dernière  construction  est  celle  donnée  par 
M.  d'Ocagne,  p.  112  de  ce  Volume,  et  dont  il  deman- 
dait une  démonstration  directe. 


SUR  LES  APPLICATIOXS  DES  PROPRIETES 

DE  LA  STROPHOIDE  (M; 

Par  m.  André  GAZAMIAN. 


Les  propriétés  si  intéressantes  des  points  conjugués  de 
la  stroplioïde  sont  très  utiles  à  connaître  dans  l'étude 
d'un  grand  nombre  de  questions  et  servent  à  généraliser 
des  résultats  connus. 

On  trouve  la  stroplioïde  comme  lieu  géométrique  dans 
plusieurs  problèmes  importants.  En  général,  les  points 
dont  on  cherche  le  lieu  se  présentent  par  groupes  de 
deux,  qui  sont  précisément  les  groupes  de  points  con- 
jugués, ce  que  1  on  reconnaît  facilement.  Il  en  est  ainsi, 
par  exemple,  dans  les  problèmes  suivants  : 

Lieu  des  Doints  de  contact  des  tanerentes  menées  à  des 
coniques  homofocales  par  un  point. 

Lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  une  co- 
nique tixe  en  deux  points  fixes. 

Lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère   circonscriplible,    etc. 


(•)  Cette  Note  est  le  complément  de  celle  parue  en  octobre  1898 
dans  les  Nouvelles  Annales  sous  ce  titre  :  Sur  un  lieu  géométrique 
et  ses  applications. 
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En  appliquant  les  propriétés  de  la  stroplioïde,  ou 
pourra  alors  énoncer  immédiatement  diverses  proposi- 
tions. 

Ainsi,  puisque  l'enveloppe  des  droites  joignant  les 
groupes  de  points  conjugués  est  une  parabole  dont  la 
directrice  passe  par  le  point  double,  on  voit  que  l'enve- 
loppe des  polaires  d'un  point  relativement  à  des  eoni- 
(jues  homofocales,  l'enveloppe  des  axes  des  coniques 
bitangentes  à  une  conique  en  deux  points  fixes,  l'en- 
veloppe des  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  qua- 
drilatère circonscriptible,  l'enveloppe  des  axes  des  co- 
niques tangentes  à  deux  droites  données  et  ayant  pour 
directrice  une  droite  donnée,  etc.,  sont  des  paraboles. 

Puisque  la  projection  du  point  double  sur  la  droite 
joignant  deux  points  conjugués  appartient  à  la  stro- 
phoïde,  on  voit  que  le  lieu  des  projections  d'un  point 
sur  ses  polaires  par  rapport  à  des  coniques  homofocales 
est  la  même  stroplioïde  qui  est  le  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes,  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  pro- 
jection d'uu  point  sur  sa  polaire  par  rapport  à  une  co- 
nique est  le  point  de  contact  d'une  conique  liomofocale 
tangente  à  cette  polaire.  On  voit  de  même  que  le  lieu 
des  projections  d'un  point  O  sur  les  axes  des  coniques 
bitangentes  à  une  conique  aux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  de  O  est  la  même  stroplioïde  que  le  lieu 
de  leurs  foyers,  etc. 

Puisque  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  le 
point  double  et  deux  points  conjugués  quelconques 
passe  par  un  point  fixe,  on  peut  dire  que,  si  d'un  point 
on  mène  les  tangentes  à  une  conique,  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  formé  par  le  point  donné  et  les  points 
de  contact,  passe  par  un  point  fixe  quand  la  conique  se 
déforme  en  gardant  les  mêmes  foyers,  etc. 

Voici  maintenant  d(\s  lliéoièni(;s  olitenus  en  ulilis-iiit 
Ann.  de  Matliémat..  •!'  série,  l.  \1\    (  M;ii  i.Sq.î;.  i  q 
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celte  remarquable  propriété  de  la  strophoïde  :  La  droite 
)  joignant  un  point  quelconque  de  la  courbe  au  point 
/  double  est  bissectrice  de  l'angle  des  droites  joignant  le 
/    même  point  à  deux  points  conjugués  quelconques. 

a.  Si  d'un  point  P  on  mène  les  tangentes  à  deux 
coniques  lioiuofocaies,  les  droites  joignant  un  point  de 
contact  M  sur  une  conique  aux  points  de  contact  sur 
l'autre  ont  pour  bissectrice  la  droite  MP. 

b.  Lorsque  deux  coniques  sont  bitangeiites ,  les 
droites  joignant  un  foyer  F  de  l'une  aux  deux  foyers 
de  l'autre  ont  pour  bissectrice  la  droite  joignante  au 
point  de  concours  O  des  tangentes  communes. 

Supposons  que  les  deux  p<jints  de  tangence  des  co- 
niques se  réunissent  eu  un  seul,  M;  les  deux  coniques 
sont  alors  surosculatrices  au  point  M;  le  point  O  est 
aussi  venu  en  M  et  l'on  a  ce  théorème  : 

c.  Lorsqu'une  conique  S  est  surosculatrice  à  une 
conique  S  au  point  M,  la  droite  joignant  un  foyer  Y 
de  S  au  point  M  est  bisseci  rice  de  V angle  des  droites 
joignant  le  même  foyer  F  aux  deux  foyers  de  S. 

Par  suite,  en  appliquant  le  théorème  fondamental 
qui  permet  de  reconnaître  qu'un  lieu  est  une  strophoïde  : 

Ze  lieu  des  foyers  des  coniques  surosculatrices  à 
une  conique  donnée  en  un  point  donné  est  une  stro- 
phoïde ayant  ce  point  pour  point  double. 

On  pourrait  ajouter  que  l'enveloppe  des  axes  est  une 
parabole,  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par 
le  point  de  surosculation  et  deux  foyers  d'une  conique 
passe  par  un  point  fixe,  etc. 

d.  Si  l  O'i   considère  une  conique  inscrite  dans  un 
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(juailrildtère  ciicoiiscriplihl.ey    la    droite  joignant    un 
foyer  de  cette  conique  au  centre  du  cercle  hissecte  les 
droites  joignant  le  même  foyer  aux  deux  foyers  de 
l'une  quelconque  des  autres  coniques  inscrites. 

On  pourrait  multiplier  ces  exemples  d'élégantes  pro- 
positions obtenues  en  appliquant  les  propriétés  de  la 
slroplioïde.  Nous  préférons  montrer  comment  elles  per- 
mettent de  généraliser  certains  lieux  connus. 

Ainsi,  on  sait  que  le  lieu  des  foyers  des  coniqu(;s  bi- 
tangentes  à  une  conique  en  deux  points  fixes  est  une 
strophoïde,  mais  le  théorème  est  susceptible  de  plus  de 
généralité. 

Considérons  une  famille  de  coniques  homofocales  et 
un  point  O.  Menons  les  tangentes  OA,  OB  à  une  co- 
nique S  de  la  famille,  et  considérons  une  conique  quel- 
conque bitangente  à  S  aux  points  A  et  B.  On  voit  faci- 
lement que  ses  foyers  appartiennent  à  la  strophoïde, 
lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  aux 
coniques  S  par  le  point  O.  Ainsi  : 

Etant  donnée  une  famille  de  coniques  homofocales 
S,  si  par  un  point  fixe  O  on  mène  les  tangentes  à  une 
conique  quelconque  de  la  famille,  le  lieu  des  foyers 
de  toutes  les  coniques  bitangentes  à  chacune  des  coni- 
ques S  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  O 
est  la  même  strophoïde  (  '  ). 

Voici  deux  autres  exemples  de  ces  généralisations  : 
i"  Etant  donné  un  quadrilatère  circonscriptible  à 

(')  Cf  ;;ysténir  foriné  de  coniques  bitangentes  à  des  coniques  ho- 
mofocales aux;  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point 
O  du  plan  est  celui  que  l'on  obtient  en  coupant  un  système  de  qua- 
driqucs  homofocales  par  un  plan. 

Le  point  O  est  le  point  de  contact  de  la  quadrique  tangente  au 
plan  de  seclinn. 
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un  cercle,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
(ou  des  pieds  des  normales)  menées  par  le  centre  du 
cercle  à  toutes  les  cojiiques  homofocales  à  chacuise  des 
coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  est  la  même 
strophoïde. 

C'est  la  strophoïde  qui  est  eu  mèuie  teuips  le  lieu  des 
foyers,  etc.  (Voir  Sur  un  lieu  géoméirique  et  ses  ap- 
plications.) A  tout  quadrilatère  circouscriptible  se 
trouve  aiusi  associée  une  strophoïde  S  qui  jouit  de  pro- 
priétés extrèmeuient  remarquables. 
/  2"  Le  lieu  des  points  de  reucontre  des  taugefites  me- 
nées par  deux  points  fixes  à  une  série  de  cercles  con- 
centriques est  une  strophoïde  ayant  son  point  double 
au  centre  des  cercles,  et  les  deux  points  donnés  poui- 
points  conjugués.  Mais  ce  lieu  peut  être  généralisé  bien 
davantage  : 

On  considère  une  famille  de  coniques  homofocales 
(S),  et  une  série  de  cercles  concentriques  (C)  ayant 
pour  centre  un  point  quelconque  O  du  plan.  On  mène 
les  tangentes  communes  à  un  cercle  Q  et  à  une  conique 
S.  Quelle  que  soit  la  conique  de  la  famille  et  quel  que 
soit  le  cercle  de  la  série,  le  lieu  des  points  de  rencontre 
des  tangentes  communes  est  la  7nême  strophoïde. 

Elle  a  son  point  double  en  O  et  les  deux  foyers  des 
coniques  S  sont  deux  points  conjugués  (les  points  du 
lieu  se  partagent  d'ailleurs  en  couples  de  points  conju- 
gués, d'où  l'énoncé  de  diverses  remarques  intéres- 
santes). 

Rectification.  —  Dans  ma  Noie  Sur  l'hyperbole  équilatère  et 
ses  inverses,  j'ai  dit,  pai'  inadvertance,  que  le  point  fixe  R  par 
lequel  passent  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  le 
point  double  et  deux  points  conjugués  quelconques  était  le  milieu 
de  la  distance  du  point   double  au   conjugué   du    point   réel   à  l'infini 
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(ijui  LSL  le  loyer  Miiynlier  de  la  slrophoïde).  C"csl  le  syinétrique  du 
point  double  par  rapport  au  foyer  singulier  qu'il  faut  lire.  Même 
rectificatioa  doit  être  faite  dans  les  théorèmes  où  figure  le  point  R 
(  p.  273  et  276). 


DES  CONDITIONS  POIK  QUE  L'ÉCHELLE  D'l\E  SLITE 
RÉCLRREXTE  SOIT  IRRÉDICTIBLE; 

Par  m.  Ed.  MAILLET, 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées  ('). 


IL 

Autre    m.vmèue   d'iLtablir   ua'   criteril-m   poir  la    ré- 

DUCTIBILITÉ    d'u>E    LOI    POUR     U?fE     SUITE     RÉCURREIVTE 
DONNÉE. 

Supposons  que  la  loi  (i)  soit  réductible  à  la  loi  (2), 
pour  la  suite  considérée;  ou  aura 


(3) 


Y/,—  rtiY/,_i  -^.  .  .—    «/,-iYj    =  o, 


1  2/^—2 -T-  «1   » -2/^  —  3 

et,  par  suite, 


(4) 


Y„  Y 


/'-i 


«/j-i  Y/,    1  =  o, 


Yo 
Y, 


Y-2n-i       Y2 


/>-3 


Y/»-!     I 


Celte  condition  est  nécessaire 5  on  aurait  même  plus 


(')    l'oii-  même  Tunio,  p.   1^2. 


( 

■98) 

généralement  (•) 

»n-i-p-l 

'  «+/J— 2 

^« 

(5) 

1  «+/> 

Yrt-i-p_i 

irt+i 

ri 

ï  «+2^  — 2 

Y/i+2/;— 3 
1          1  '. 

ï/i-(-p— 1 

Remarquons  que  le  déterminant  (4)  est  symétrique 
par  rapport  à  la  diagonale  Yq,  .  .  . ,  Y2p_2. 

Supposons  maintenant  que  la  suite  considérée  satis- 
fasse à  une  loi  d'ordre  p  —  i 

(6)  Y„H-  6iY„_i  — ..  .+  bp-^Yn~p+ï=  o. 

On  aura 

Yp-2  Yyj_3  ...  Yq 

Y/,_i  »p— 2  •  •  •         '1 


(7) 


Yon—i        Yo 


Y„_, 


'2p  — 4         '^  2/J— 5 

d'après  ce  qui  précède. 

Considérons  le  mineur  principal  du  premier  ordre  du 
déterminant  (4) 


rs) 


1  p+i~i 
'^  p+i 

Y,„-, 


Y./         Y,,. 

Y2/-H2        *  ii 


Y/, 


-Hi       ï  p-ti—2 


Yo 
Y/-, 

Y;,-, 


D'après  (6),  on  aura 

bi\p-i-h...-^  6/,-2Yi 
^1  Y/,+/-3  H-  ...  -H  bp-2  \i 

bi  Y  /j-i-,—  1  -f- .  . .  -T-  b p—i  Y  /_^2 

^I  Y2/>_3  -T-  .  .  .  -4-  0/j_2   1  /) 


\.u  Y,^_2 

Y2^+2       Y2/ 

1  p+i        ^  p+i- 


Yo 
Y,-, 


Y 


/'-i 


(  ')  Toutes  les  lois,  la  li 
lalions  analosiics. 


[i)  par  exemple,  doniient  lieu  à  des  rc 
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Ce  déteiMuinaiil  peut  être  décomposé  en  p  —  a  auLies 
dont  p —  .)  sont  nuls  comme  ayant  leurs  colonnes  pro- 
[)Oi'tionnelles,  eu  sorte  (pie 


-bi 


Y,- 
Y2,-, 


Y/- 


Y/- 


Y 


p+i—l 


ip+i— 3 
Y2/J— 3 


Y,,-         Y2,_ 
Y2/+Î     Yoj 


Y, 


Y;j-t-;— 2 


Y/-1 

Y,-+i 

Y„_, 


Le  déterminant  qui  multiplie  bi  dans  le  deuxième 
membre  est  au  signe  près  un  mineur  du  premier  ordre 
du  déterminant  (4)  qui  est  compris  dans  les  mômes 
colonnes  de  (4)  que  le  mineur  (7),  et  qui,  par  suite,  est 
nul,  d'après  un  théorème  <;onnu,  puisque  le  détermi- 
nant (4)  est  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale 
Y  Y 

Il  en  résulte  qu'un  mineui-  quelconque  du  premier 
ordre  de  (4)  est  nul. 

La  démonstration  aurait  pu  d'ailleurs  s'opérer  de 
même  en  partant  d'un  mineur  quelconque  du  premier 
ordre  de  (4),  directement. 

Ainsi,  quand  pour  la  suite  considérée  la  loi  (1) 
d'ordre  p  est  réductible  à  l'ordre  p  —  2,  le  détermi- 
nant (4)  ^t  ses  mineurs  du  premier  ordre  sont  nuls. 

La  propriété  est  d'ailleurs  générale  et  s'établit  par 
des  procédés  analogues. 

Supposons  que  la  loi  soit  réductible  à  l'ordre  p  —  y 
pour  la  suite  considérée,  laquelle  satisfera  alors  à  la  loi 


(9)  Y„-^  CiY/,_i  -t-.  .  .^  C,,.-,i\n.-iM^>i  =  o, 


q>l. 


D'après  ce  qu'on  a  vu  au  début,  la  suite  satisfera  à 
des  lois  d'ordre  p  —  1 ,  p  —  ■<,  . .  .,  p  -\-  (/  -\-  i\  nous 
savons  que  le  détciiniuant  (4)  et  ses  mineurs  du  [)remiei- 
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ordre  sont  tous  nuls;  admettons  qu  il  en  soit  de  inètiKî 
pour  tous  les  mineurs  d'ordre  "^q  —  2  et  montrons  qu'il 
en  est  de  même  des  mineurs  d'ordre  q  —  1 ,  en  remar- 
quant que  le  mineur  d'ordre  q  —  i 

•  p— 7        I/J-7— 1       •••       '■0 


(10) 


^2(0-0)         Y2(n--„)_1 


Y„_. 


à  eause  ('  )  de  l'existence  de  la  loi  (9  ). 

Supposons  (|u'il  y  ait  des  mineurs  d'ordre  q  — i  qui 
soient  difféieuts  de  zéro;  parmi  ceux  d'entre  eux  qui 
sont  contenus  dans  les  mêmes  (yt;  —  q  -\-  \)  lignes  arbi- 
trairement choisies  de  (4),  de  la  l'orme 


(n) 


Y, 


Y. 


où  l'on  suppose  que,  comme  daus(4),  It^s  colonnes  soient 
ordonnées  de  façon  que  dans  cliaq 
aillent  en  décroissant,  et  que 


ne  ligne  les  indices 


(12) 


r>...>5, 


/•i  > . . .  >  vi  ; 


choisissons  celui  0  pour  lequel  les  indices  de  la  première 
colonne  sont  le  plus  petit  possible  :  il  sutlit  d'ailleurs 
que  cette  condition  soit  remplie  pour  une  ligne  de  0,  la 
première  par  exemple,  pour  qu'elle  ait  lieu  pour  les 
autres  lignes.  Par  hypothèse  0  ^  o-,  par  suite,  on  aura 
;•  —  5^  p  —  (/,  sans  quoi,  à  cause  des  conditions  (12), 
ô  serait  contenu  dans  les  mêmes  colonnes  que  (10),  et 
serait  nul,  puisque  (4)  est  symétrique  par  rapport  à  la 
diagonale  Yq,  . . .,  ^2p~i- 

La  relation  (9)  permettra  alors  de  remplacer  chaque 


(')  II   suffit,  pour    le   voir,  d'cciirc  les  équations  analogues  à  (3) 
résultant  de  la  loi  (o). 
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éléniciildc;  la  [)rcinièrc  colonne  de  o  en  fonclion  linéaire 
homogène  d'éléments  d'indices  respectivement  plus 
petits  compris  dans  la  même  ligne  de  (4).  Le  mineur  o 
sci'a  donc  égal  à  une  fonction  linéaire  homogène  de  dé- 
terminants mineurs  de  (4)  d'ordre  q  —  i  ^  si  dans  chacun 
de  ces  déterminants  on  ordonne  les  colonnes  de  la  même 
manière  que  pour  o,  les  indices  de  la  première  colonne 
seront  respectivement  plus  petits  que  les  indices  de  la 
première  colonne  de  o  compris  dans  les  mêmes  lignes. 
D'après  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  sur  o,  ces  dé- 
terminants seront  tous  nuls,  et  dès  lors  il  en  sera  de 
même  de  o. 

On  ne  peut  donc  supposer  S  ^  o. 

On  en  conclut  pour  q  ^=  ?»  que  le  déterminant  (4)  et 
ses  mineurs  des  deux  premiers  ordres  sont  nuls;  par 
suite,  pour  «7  =  4,  le  détciniinant  (4)  et  ses  mineurs  des 
trois  premiers  ordres  sont  nuls 5  et  ainsi  de  suite.  D'où 
l'on  tire  : 

Pour  que  la  loi  (i)  d'ordre  p  soit  réductible  pour  la 
suite  considérée  à  V ordre  p  —  c/,  //  est  nécessaire  (jiie 
le  délernùnajit  (4)  et  tous  ses  mineurs  jusqu  à  V ordre 
q  —  I  soient  tous  nuls. 

Remarquons  que  l'on  aurait  pu  raisonner  identique- 
ment de  même  sur  le  déterminant  (5)  :  il  aurait  suffi 
d'augmenter  partout  les  indices  de  la  quantité  n. 

Remarquons  également  qu'on  pourrait  ne  pas  invoquer 
les  propriétés  des  déterminants  symétriques.  Il  suffirait 
pour  cela  d'opérer  à  l'aide  des  lois  (6)  et  (9)  sur  les  élé- 
ments de  chaque  colonne  de  0/  et  0  qui  ont  dans  cette 
colonne  les  plus  forts  indices,  et  qui  sont  d'ailleurs  com- 
pris dans  une  même  ligne,  comme  nous  l'avons  fait  sur 
les  éléments  de  la  première  colonne  de  0,  et  0.  On  sup- 
poserait de  plus  (|ue  0,  est  un  mineur  quelconipie  du 
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premier  ordre.  Eu  répétant  au  besoin  cette  opération  sur 
les  nouveaux  mineurs  obtenus,  on  finirait  par  voir  que  o/ 
et  0  sont  proportionnels  respectivement  aux  mineurs  (7) 
et  (10),  et  par  suite  nuls. 

Je  dis  maintenant  que  la  condition  nécessaire  que 
nous  venons  de  trouver  est  suffisante. 

Supposons  que  le  déterminant  (4)  et  ses  mineurs 
jusqu'à  l'ordre  r  —  i  soient  nuls,  mais  qu'un  mineur 
d'ordre  /•  soit  ^  o. 

Si  l'on  pose  un  système  analogue  à  (3) 

/  «oYp_i  -+-rtiY/,_2  -î- ...-;- «p_i Yq      =0, 
\  af^\p       -^rtiY/,_,  -^.  .  .-^  rt/,_iY,      =0, 

on  sait  que  l'on  peut  y  satisfaire  par  des  valeurs  de  «o, 
«,,  ..,,  a^_,,  dont/?  —  /■•,  celles  qui  correspondent  aux 
colonnes  du  mineur  d'ordre  /•  didérent  de  zéro,  sont  dé- 
terminées en  fonction  des  /'autres  choisies  arbitraire- 
ment. 

D'ailleurs,  multiplions  les  deux  membres  de  ces 
p  équations  respectivement  par  Ay,,  A^_i,  ...,  A,  et 
ajoutons  membre  à  membre;  il  vient 

(Al  i  ip-i  -f-.  .  .-^-  A/,  i^_i  )  «0-+"  •    • 

-t-  (  Al  Y^_,  — ...  -1-  A/,  Yo  )  cip- 1  =  o, 

ou,  d'après  (i), 

(i3)  a^X^p-x-r-.  ..-^ap-x^p—  o. 

En  opérant  sur  les  p  —  i  dernièj-es  équations  (12)  et 
sur  (i3)  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  p  équa- 
tions (12),  puis  continuant  de  la  sorte,  on  aura  évidem- 
ment 

(  I  '\  )  «0  Y„  -4-  «1  Y„_ I  -1- . .  .  -h  «;,_  1  Y,j  ./,-i.  1  =  o  ; 
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c'est-à-dire  que  la  suite  satisfait  à  la  loi  (i4)  où  r  des 
coefficients  convenablement  placés  sont  arbitraires. 

Dès  lors,  parmi  les  rapports  des  quantités  a^^  «,,  ..., 
rtp_,  à  la  première  d'entre  elles  qui  ne  s'annule  pas  (et 
l'on  sait  qu'il  y  en  a),  il  y  en  aura  r  —  i  arbitraires,  et 
l'équation  génératrice  de  la  loi  (i 4)  renfermera  /■ — i 
coefficients  arbitraires  :  on  pourra  donc  fixer  arbitraire- 
ment la  valeur  de  r- —  i  racines  de  cette  équation  géné- 
ratrice qui  est  au  plus  de  degré  p  —  i ,  et,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  d'après  la  relation  (c)  en  particulier, 
l'équation  génératrice  de  la  loi  irréductible  à  laquelle 
satisfait  la  suite  est  de  degré  ^(^  —  i)  —  (r — i)^/^ — '"' 
ainsi  qu'on  le  montre  facilement.  La  suite  satisfait  à  une 
loi  d'ordre  p  • —  r  :  elle  ne  peut  satisfaire  à  une  loi 
d'ordre  moindre,  d'après  ce  qui  précède,  puisqu'il  y  a 
un  mineur  d'ordre  /•  différent  de  zéro.  Donc  {^)  '• 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  loi  (i)  d'ordre  p  soit  réductible  à  l'ordre 
p  ■ —  q  pour  une  suite  récurrente 

satisfaisant  à  cette  loi,  est  que  le  déterminant 

1  p—  1  1  /)— 2  ■  •  •          1  0 


(4) 


Y, 


Ï2p  — 2         '2/^-3        •••          1/J— 1 

soit  nul  ainsi  que  tous  ses  niineurs  d^  ordre  '^q  —  i. 

On  obtient  ainsi   sous  lorme  explicite,  et  sans  avoir 
d'élimination  à  faire^  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 


(')  M.  Kronecker  est  arrivé  à  cek  théorème  par  une  métliode  sem- 
blable, quoique  légèreriienl  difFoicntc  (  .1/o«af56e//c/«/e  der  Berl. 
AAad.,  i6  juin  i8><i.) 
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saules  pour  que  la  loi  (i)  soit  réductible  à  l'ordre  />  —  q 
pour  la  suite  considérée,  puisque  l'ou  peut  toujours 
exprimer  Y^,  .  .  . ,  Y^p-i  ^  l'aide  de  Y^_,,  .  .  . ,  Yq  qui 
sont  donnés  et  des  coefficients  A|,  .  .  - ,  A^. 

En  particulier,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  loi  soit  léductible  pour  la  suite  considérée, 
ou  pour  que  les  équations  $(x)  =  o  et  Wp_i(x)  =  o 
aient  une  racine  commune,  est  que  le  déterminant  (4) 
soit  égal  à  zéro.  ^ 

On  déduit  de  ce  théorème  et  de  la  Section  II  du  Mé- 
moire de  M.  M.  d'Ocagne  le  corollaire  suivant  : 

Corollaire.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu(;  chaque  terme  général  d'une  suite  du  ^^"'™'' 
ordre,  quelconque,  soit  une  fonction  linéaire  homogène 
de  p  termes  généraux  consécutifs  d'une  suite  donnée  de 
même  échelle  est  que  l'échelle  considérée  soit  irréduc- 
tible pour  celte  dernière  suite. 

Cette  propriété  a  d'ailleurs  été  établie  et  utilisée  par 
M.  M.  d'Ocagne,  quand  la  suite  donnée  est  ce  qu'il  a 
appelé  la  suite  fondamentale. 

III. 

APPLICATIONS. 

1°  L'équation 

^p-i{x)  =  Y,,-i-hq,(x)  Y/,_.2  +  . . .+  Q,,_i(^)Yo  =  o 

est  de  la  forme 

(i5)  ari'-^  -^  (Xi xi>-^--^.  .  .-i-  Cf., j-i=  0. 

On  pourra  toujours  déterminer  Y/,_i,  .  .  . ,  Yq  de  la- 
çon  que  a,,  .  .  .,  a^_,  aient  des  valeurs  choisies  arbi- 
trairement, ou  que  (i  5)  soit  une  équation  quelconque  de 


à 


(   ■>.o5  ) 
ilogré  p  —  1 ,  cai'  on  osl  concluil  au  syslèinc 

l'     '^0  =    I, 

A,  Yo-H  Yi  =  a. 


(i6) 


A/,_i  Y|, -h  A/,_2  Yi  -i-  .  .  .  -f-  \ y,_i  —  'Jp^iy 

où  le  délcrininant  des  coeflicienls  est  égal  h  riinilé. 

La  coiidilioii  néeessairc;  et  suflisante  pour  que  les 
équations  <ï>(.r)  =  o  et  ^" p^\  {x)  =  o  aient  une  racine 
commune  est  que  le  déterminant  (4)  soit  nul.  On  pourra 
donc  exprimer,  en  égalant  à  zéro  un  déterminant  ana- 
logue à  (4),  de  côté  p  —  i,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  équation  de  degré  p  et  une  de 
degié  j)  —  I  aient  une  racine  commune. 

Si,  en  particulier,  on  j)rend 

ai  =  Al ,       ••.,      (2/ =  A  / -,       '•-,      a„_i  "  A,,_i  — , 

P  P  P 

le  polynôme  ^'*p_,  (.r)  sera  égal  à  la  dérivée  de  <I>(.r) 
divisée  par  p.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
<|ue  <ï>(j^-)z=o  ait  une  racine  double  sera  donc  que  le 
déterminant  (4)  soit  nul.  On  en  conclut  : 

Théorème.  —  La  cojidition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'échelle  (A|,  .  .  .,  A^)  soit  irréductible  pour 
la.  suite  qui  y  satisfait  et  (fui  est  définie  par  les  p  va- 
leurs des  termes  initiaux  Yo,  . .  .,  ^ p^K  telles  que 

A,Yo+Y,  =  A,  ""' 


P 

P  —  ■>■ 


A,Yo-i- A,Yi-f-  Y.,  =  A. 

1 


A/,-1  io-+"  A/,_2  1 1  -^ ...  -1-  ^  p-\  —  A/,_|  —  , 
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est  que  l'ét/uation  génératrice 

^{x)  =  xi>~  KixP-'^-^  . . .-;-  A/,  =  o 

n  ait  pas  de  racine  double. 

2°  M.  M.  d'Ocagne  aénoi]cé(  *  )la  propriété  suivante  : 
Les  puissances  ^/'""'^^  des  nombres  entiers 
o\>-,      i\'-,     iV-,      ...,     nM-,      ... 

forment  une  suite  récurrente  qui  admet  pour  polynôme 
générateur  irréductible  [x  —  i)!^+'. 

En  formant  pour  ces  suites  le  déterminant  analogue 
de  (5),  on  en  conclut  l'identité 

xV-  (x-^i)V-         ...      {x-^\i.  —  \^V- 

(r-f-i)!A  {x-^'i.)V-         ...       (r-H  [j.-h  2)!-i 


{X 


{x  -r-  ■}.  [J.  -^  l)^ 


-+-  i)v-   (x  -+■  [j.  -i-  ly 

qui  a  lieu  quel  que  soit  (x). 

Il  nous  suffira  de  signaler,  dès  lors,  que  cet  autre  théo- 
rème de  M.  M.  d'Ocagne  (-) 

Toute  fonction  algébrique  et  entière  des  termes  de 
même  rang  de  plusieurs  suites  récurrentes  engendre 
elle-même  une  suite  récurrente.^ 

donnera  lieu  à  une  foule  d'identités  analogues. 

Si  f{oc)  est  un  poljiiome  entier  en  x  de  degré  'i.  +  i , 
on  aura 

f{x)  fi-T^l) 

f{x^i)  fi,r-^2) 


f(x  -f-   [J.  —  l) 


/{X-+-    lJ.-hl  )      /('  X  -h    [J.  -i-  1  ) 

quel  que  soit  x. 


f{X^~-l\J.-7-l) 


(M  Loc.  cit. 
{-)  Loc.  cil. 


(    '^-oj  ) 

SIR  LES  PODVIRES  SUCCESSIVES  D'UXE  COl'RBE  [suite  (<)]; 

Pak  î\I.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 


R. 


Rayon  de  courbure  de  la  première  podaire  —  On 
trouve  sans  difliculté,  en  faisant  m  =  i  dans  la  for- 
mule (i  i)  et  tenant  compte  des  valeurs  de  /*,  /',  ;", 


]/a-  sin^O  -+-  6^  cos- 0  [«-(26- —  a-)  sin^ô  H-  62(  9.a-—  62)  cos-6] 

L'examen  du  dénominateur  montre  que  R,  ne  peut 
devenir  infini  que  si 

rt  >  6  y/2 , 

auquel  cas  la  podaire  a  des  points  d'inflexion.  Dans  ce 
cas,  il  est  inutile  de  clierclier  la  longueur  de  la  déve- 
loppée de  la  première  podaire,  puisqu'elle  a  des  branches 
infinies.  Mais,  lorsque 

a  <  6  V  2 , 

on  a  pour  la  longueur  St  de  la  développée  de  la  pre- 
mièie  podaire 

=  i-4Lt^ijQ^„     -  (.^«^_62)(26^-a2) 

Rayon  de  courbure  de  la  ni'^"'^  j)odaire.  —  On   a 
de  même 

2/H  — 3 

,  (a2  sin^O -+- 62  cos2  9)~2~ 
R„,  =  ab - 

(  a*  sin"-  0  -+-  b'*  cos-  0  )    - 

r    a4sin2  0 -^  6*cos2  6 -f- 7?îc2('62  cos^e  — «2  sin2  6)    n 

La'*sin^6-i-6''  cos- G  -+-  {m  -+-  i)c-(b-  cos- 6  —  a- sin- G) J 

(')    Voir  même  Tonio.  p.   i")-. 


(  ..o8  ) 

El  si 

a^  c  ^  m  -+- 1 , 

la  développéti  de  la  7;/"""'  podaiie  est  tiiie  courbe  ferinée 
d'aire  S,„ 

c     _/rR     /^=?_  ^(a  —  b)\m'ic''^nbia'-^ab-^b'-)] 

Pour  ///  =  G,  ou  retrouve  bien  la  longueur  de  la  déve- 
loppée de  la  couibe 

_   4  (  «3  —  /;3  ) 

ylire  de  la  première  anti-podoire  de  l' ellipse.  —  La 
foriuule  (  I  3  )  doune 

f/U_i  _  «2^2    (aisin^O-h  6*cos2G) 
â?G     ~      i.      («- sin-O  +  6- cos^O  j'* 

a^-b'^c^'    (^2  cos^O  — «2  siiinj) 
^2        («2  sin20  +  62  cos^O)»' 
Donc 

Jo       («' sin^O -+- 62  cos-O)'* 

TZ 

2  (Z>2  cos^O  —  r/2  sin2  0  )  r/0 


/'2  ('^2cos2(. 

'.a-b'-c-    I       - — , — r~z 
J         (rt2sin- 


0  -\-  62  cos^Oj-* 


Ces  inlégialions  s'effectuent  facilement,  comme  dans 
le  cas  des  podaires,  et  l'on  trouve 


U-=-«^-S' 


D( 


L'aire  de  la  première  aiili-podaire  du  centre  de 
Vellipse  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse  dimi/iuee  du 
tiers  de  l'aiie  de  la  développée  de  l'ellipse. 


(  ■'^09  ) 
Aire  (la  l(t  ni'''"'"  anli-podaire  de  V ellipse.  —  On 
obtient  par  la  formule  (i4) 


\(m~-\)(t-b-    I      — ^    ■    , 
./      (a-sin2 


2     (a^  sin^e -I- i^cos^O)'" 

a'J 


'^      («2  sin20  -T-  62cos"-6j2/«-t-i 


—  nrna^b*    1      -. — 

.  /      (a-  sin2 


2  (a*  sin26  -^  b*  cos2e)'«-i 


(a2  sin26  -h  b- cos^B)^"^-^^ 


M. 


Rayon  de  courbure  de  la  première  anti-podaire. 
On  a  par  la  formule  (i5) 

p     _  ^jJi 

n_i  —  r 


(a2sin2  6H-62cos2  6)2 

X  [a2(?.a2—  b^)  sin20  +  b^(>.b-^— a'^)  cos2e]. 

R_,    u'est  jamais   infini,  quel  que  soit  le  rapport  de  a 
kb. 

La  développée  de  la  première  anti-podaire  est  donc 
toujours  une  courbe  fermée  qui  a  pour  longueur 

f)=^o         ci'b- 

Rayon  de  courbure  de  la  in'''""^  anti-podaire. —  On 
a  de  même 

m  H-  3 

„  /76('a*sin2  9 -4- è*  cos2  6)    2 


X 


f  a2  sin2  6 -i- ^2  COS2  6)     2 

a^  sin26  ^-  b'*  cos26  —  inc-ib''-  co?26  _  «2  sin26  i 


cos26— («i  — i)c2(  62  cos26  — «2  sin2Ô  j 

Si  donc 

b  ^-  c  \l  m  —  I , 

la  développée   de    la   m'*^"'^  anti-podaire   n'aura    pas   de 
brandies  infinies  et  sa  longueur  %_m  sera 

ç^       !\{  a  —  b  )[  m2  c*  -f-  nb  { a-  ~  ab  -s-  62  )] 

'"  ^  ô  ÔT7TÔ  ô'\ ■ 

(a-  —  me-  )(  62  -h  mc2  ) 
/!/?«.  c/e  Malkémat.,  3'  série,  t.  XIV.  (Mai  iSgS.)  l5 


(    2IO    ) 

Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  l  ellipse. 
La  formule  (17)  donne 


Wi=  ia'*h'*c'*   I      - — -— ^ 
.  /„      (  a^  SI  n 


sinse  co529rf6 


26  -j-62cos2e)(a*  sin2e  +  6^cos26)2 

1 

La  comparaison  des  aires  U,  el  W,  donne  lieu  à  la  rela- 
tion suivante  : 

Ui-  VVi  =  T.ab, 

c'est-à-dire  que  la  différence  des  aires  de  la  première 
podaire  de  l'ellipse  et  de  la  podaire  de  la  développée 
de  l'ellipse  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse. 

A  ire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  [m  —  \yème 
podaire.  —  On  trouve  par  application  de  la  formule  (18) 


,,      ,    ,      sin2ecos2e(a2sin26 -f- 62cos2e)2'"-3fl?6 
W„,  ^  iina* 


i'*b'*c'*  I 


(a*  sin2  6  -h  b^  cos2  6)'"+i 


„,»    .    r     sin2  6cos2e(a2  sin2e -1- è2cos2e)2'«-3f/0 

-.(m-,,«26.c>j^    (^.,i„.e-i-6^cos2ev>^ 

En  posant  tangf)  =  u,  on  etiectueiait  ces  intégrales 
comme  pour  les  aires  des  podaiies  et  anti-podaires,  en 
les  ramenant  aux  intégrales  connues  de  la  forme 

du 


X  («' 


6*  )/' 


Aire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  m'^"'^  an- 
ti-podaire  de  l'ellipse,  —  La  formule  (19)  donne 

,    r'^  5in2ecos2e(a^sin2  6-f- è*cos2  6)'«-i 
W_„,=  -2ma2fe2c^     •         (a2sin2e  +  é2cos26)2"^+i 

,    Z*^  sin2ecos20(a*sin2e -f- 62  cos2e)'«-2rfe 
~i(m-\)a  b*c*  j  ra2çin2  6-^é2coi^T^^^rn 


(  ■-'-"  ) 

h>ii  pai  lic'uliiM-,   [)oiir  ///  ^=  i ,  on  a 


sin2  9cos2  0  c/O 


En  comparant  U_i  etW_,,  ou  a  la  relation 

U_,  +  W_,  =  -«/>. 

Donc  l'aire  de  la  première  anti-podaire  de  V ellipse 
augmentée  de  Vaire  de  la  podaire  de  la  développée 
de  cette  anti-podaire  est  égale  à  l'aire  de  l'ellipse. 

Nous  avons  donc  aussi  pour  l'ellipse 
U,-\Vi=  U-i^-W-i- 

De  quelques  autres  propriétés  des  podaires  de 
l' ellipse.  —  Voici  d'autres  propriétés  sur  les  podaires 
d'ellipse  qui  sont  faciles  à  démontrer  et  qu'il  suffit  de 
signaler  : 

i"  L'aire  de  la  podaire  d'un  point  (a,  jS)  du  plan  d'une 
ellipse  est 

A  =  -(a2_^6M-H  -(a^-f-  82); 

2  2  ' 

2"  L'aire  du  lieu  des  projections  du  point  (a,  ^)  sur 
les  normales  à  l'ellipse  a  pour  expression 

A' =    -  (a  —   6  )2  _^_   !:  (  3j2  _^    «2)  . 
2  2  ' 

3°  Gomme  conséquence  des  deux  premières  proposi- 
tions, on  a 

2  \'  —  A  =  -  (  o-  -H  b-  —  4  nb  )  =  const., 

2 

quel  que  soit  le  point  (a,  [i); 

4°  La  somme  des  aires  des  podaires  des  quatre  som- 
mets d'une  ellipse  est  égaie  à  six  fois  l'aire  de  la  podaire 
du  centre. 


(  -^^-  ) 


II.   —  Application   \  la  parabole  et   a  ses   podaires 

DU    SOMMET. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  l'équation  de  la  para- 
bole étant 

y^  =  ipx, 

celle  de  sa  première  podaire  du  sommet  est 

,  _  *  ^'^ 

ir  -^  p 

C'est  l'équation  d'une  cissoïde  de  Dioclès  ayant  pour 
asymptote  la  directrice  de  la  parabole.  Cette  cissoïde  est 
en  même  temps  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques de  la  parabole. 

Si  l'on  prend  le  sommet  de  la  parabole  pour  pôle  et 
pour  axe  polaire  l'axe  de  la  parabole,  cette  parabole  a 

pour  équation 

co?6 

L'aire  de   la  cissoïde    comprise  entre  la  courbe  et  son 

^    .  .        37rp2 

asymptote  est  unie  et  a  pour  expression  — ~  - 

La  seconde  podaire  du  sommet  de  la  parabole  ou  pre- 
mière podaire  de  la  cissoïde  est  une  courbe  fermée  ayant 
pour  aire 

On  trouve  aussi  pour  la  troisième  podaire  delà  parabole 
ou  deuxième  de  la  cissoïde 


(  2I:^  ) 

Ces  aires  deviennent  de  plus  en  plus  petites  et  tendent 
à  se  rapprocher  de  zéro. 

Première  anti-podaire  de  la  parabole. —  Clierclions 
directement  Téquation  de  cette  anti-podaire  qui  est  une 
courbe  à  branches  infinies  et  dont  Taire  ne  présente  au- 
cun intérêt. 

M  étant  un  point  de  la  parabole  et  O  son  sommet,  il 
suffit  de  chercher  l'enveloppe  de  la  droite  perpendicu- 
laire en  M  à  MO  pour  avoir  l'équation  de  l'anti-podaire. 

Si  _/  est  l'ordonnée  du  point  M,  l'équation  de  la  per- 
pendiculaire en  M  à  MO  est 

ip\       ipj 

Cette  équation  ordonnée  par  rapport  à  y  peut  s'écrire 

y-^-\-ip(ip-  X ) j  —  4/?2 Y  =:  o. 

Si  nous  exprimons  que  cette  équation  en  j'  a  une  racine 
double,  nous  avons  immédiatement  pour  l'équation  de 
l'enveloppe 

2(X  —  'i-pY 


Y2  = 


I-jP 


C'est  une  courbe  de  forme  analogue  à  la  développée  de 
la  parabole. 

Les   autres  courbes  anti-podaires  de  la   parabole  ou 
podaires  de  développées  n'otl'rent  rien  d'intéressant. 

(-1  suivre.) 


(  2.4  ) 


THEORIE  GÉNÉRALE  DU  PLIS  GRA\D  COMMIN  DIVISEUR  ET 
DU  PLUS  PETIT  MULTIPLE  COMMUA  DES  NOMBRES 
COMMEXSURABLES  ('); 

Par    ai.   P.   BARRIEU, 

Professeur  au  lycée  de  Périgueux. 


APPLICATIOAS.      PllODLITS.      ELEVATIONS      AUX      PUISSANCES. 
TRANSFORMATIONS. 

Produits.  - —  Pour  simplifier  le  langage,  au  lieu  de 
(lire  que  D(«,  Z-»,  c,  ...)  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  nombres  «,  Z»,  c,  ...,  nous  dirons  qu'il  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  l'expression  (a,  b,  c^  . . .).  De 
même,  pour  le  plus  petit  commun  multiple. 

Nous  appellerons  produit  de  deux  expressions 

(a,  b,  c.  .  . .)  X  («',  b' ,  c\  . . .), 

le  résultat  obtenu  en  ellectuant  la  nuiltiplicalion  comme 
si  les  virgules  étaient  des  signes  -+-,  mais  sans  effectuer 
la  réduction  des  termes  semblables.   Ainsi 

ia,  b)  X  {c,  d }  =  t  ac,  bc,  ad,  bd). 
(a,b)  X  (a,  b)  =  (a-,  ab,  ab,  b-). 

Dans  ces  conditions,  nous  auions  le  tliéorème  sui- 
vant : 

Le  produit  des  plus  grands  communs  di^'iseurs  (ou 
des  plus  petits  communs  multiples)  de  deux  expressions 
est  égal  au  plus  grand  commun  diviseur  (^ou  au  plus 
petit  coninuui  multiple)  du  produit  de  ces  deux  ex- 
pressions. 

(')     J'nir  niciiic   101110.   p.   91. 


(  -rj  ) 
En  ell'et,  on  a  successivcmeiil 

l){a,b,  c)D{a',b')  ^  D[a  D(a',  b'),bD(a\  b'),c  D(a',  b')] 
=  D[D (aa',  bb'),  D{ba' .,  bb'),  D(ca,cb')\ 
—  D{aa',  bb',  ba',  bb',  ca' ,  cb' ) 
=  T)[(a,  b,c)(a',  b' )]. 

c.    Q.   F.    n. 
Ou  aurait  de  même 

/n{a,  b,  c)  ni{a' ,  b')  =  m  [{  a,  b,  c)  ( a',  b' )]. 

Le  théorème,  démontré  pour  deux  facteurs,  s'étend, 
par  le  procédé  ordinaiie,  à  un  nombre  quelconque  de 
1  acteurs. 

ElévatiuJi  aux  puissances.  —  Nous  désignerons  par 

D"(a,  b,  c,  .  . .),     m"{a,  b,c,  .  ..) 

les  «'«"it^^  puissances  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
du  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  «,  è,  c,  .... 
Si  l'on  élève  plusieurs  nombres  à  la  même  puissance, 
tous  leurs  facteurs  premiers  sont  élevés  à  cette  puis- 
sance, donc  leur  plus  grand  commun  diviseur  et  leur 
plus  petit  commun  multiple  sont  aussi  élevés  à  cette 
même  puissance,  et  l'on  a 

(XIII)  D"(a,  b,c,  ...)  =  D(a'S6",c",  ...), 

(XIV)  m"  (a,  b,  c,  .  ..)  =  m{a'\  b" ,  c",  .  .  .). 

D'après  ce  théorème,  on  a 

DHa,b)  =  D(a3,  b^). 

Mais,  d'après  le  théorème  sur  les  produits,  on  a 

DHa,b)  =  D[{a,by] 

=  D{a\a^b,ab^-,b^). 
On  a  donc 

D(«3,  6'')  =  D(rt^  a'-b.  ab'-,  b^  ). 
r>(|ui  nioiilie  cpie.  dans  h^  déx  eloppemcnt  de  (r/,  b)^. 


(  ^-'6  ) 
les  termes  a'-b  et  ab-  peuvent  être  négligés  en  présence 
des  termes  «',  Z»''. 

D'une  façon  générale,  dans  le  développement  de 
(<7,  b)'^  tous  les  autres  termes  peuvent  être  négligés  en 
présence  de  «",  è"  qui  doivent  seuls  rester. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  fait  par  la  considéra- 
tion des  facteurs  premiers,  en  observant  cjue  le  déve- 
loppement de  (rt,  ^,  c,  .  .  .)"  est  une  fonction  entière  et 
homogène  du  degré  ii. 

Transformations .  —  Nous  allons  donner  un  exemple 
des  transformations  que  l'on  peut  opérer  à  l'aide  du 
théoième  III. 

Exemple  :  Transformer  le  produit 

D(rt,  h)  D(a,  c)  D(6,  c). 

En  désignant  ce  produit  par  Po,  on  a  successivement 

P2=  D(a,  6)D(rt,  c)D(6,c) 

=  D(a26,  aW^.  abc,  b^c,  a^c,  abc,  ac^,  bc-) 

=  D(a^b,  ab^,  abc,  b^c,  a^c,  abc,  ac'^,  bc^,  abc) 

=  D[D{a^b,ab^,abc),  D{a^-c,  ac^-,  abc),  D(b^c,  bc^,abc)] 

=  D[ab  D(a,  b,  c),  ac  D(a,  b,  c),  bc  D(a,  b,  c)] 

=  D(a,  b,  c)  D{ab,  ac,  bc). 

Mais  le  corollaire  III  du  théorème  II  donne 

mi  a,  b,  c)  D(  ab,  ac,  bc)  =  abc. 

On  a  donc 

abc  D(a,  b,  c ) 
in{a,  b,  C) 

De  cette  formule,  on  tire 

abc  D(a,  6,  c) 


mi  a.  b,  c) 


D(a,  6)D(a,  c)  D(6,c> 


formule  qui  répond  à  un  cas  particulier  d'un  théorème 
plus  général  que  nous  allons  déiiiontrer  tout  à  l'heure. 


(  ^-'7  ) 
l^t's  pi'opriélés  du  plus   polit  commun   inulliple  étant 
les  mêmes  que  celles  du  plus  grand  commun  diviseur, 
les  égalités  précédentes  subsisteront  si  l'on  y  permute 


les  signes  D  et  m.  On  a  donc 


rw       7      X  '''^<?  m  (a,  b,  c) 

\y\a,  b,  c)  = 


ni(  a.  b )  rn{a,  c)  m{b,  c) 


Cet  exemple  sufOra  ici;  nous  donnerons  à  la  tin  de 
cette  étude  quelques  exercices  que  le  lecteur  pourra  ré- 
soudre. 

11. 

De/initions  et  notations  nouvelles.  —  i  "  >i0us  appelle- 
rons produit  alterné  de  n  fadeurs  un  produit  de  la 
forme 

A,  X  Av»  X  Aj  X  A7'  X  . . .  X  A'-' '""'• 

2°  Suivant  l'usage  adopté,  nous  désigiieions  par  P,-  le 
produit  des  plus  grands  communs  diviseurs  des  gi'oupes 
formés  en  combinant  /•  à  /■  les  n  nombres  donnés  a,  b, 
c,  .  .  .,  l.  D'après  cette  notalion,  on  a 

P,=  D(«,  6)D(a,  c)...D(/i, /). 

P3  =  D(a,  b,  c)  D{a,  b,d)..  .D(  A,  /c,  l), 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ?«  =  D(a,  b,  c\  .../). 

Il  y  aurait  pour  P,  une  exception  que  nous  lèverons 
en  convenant  de  dire  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'un  nombre  est  ce  nombre  lui-même,  de  telle  sorte  que 
l'on  aura  :  D(a)  =  a.  11  v  a  là  une  extension  de  sens 
analogue  à  celle  que  l'on  a  introduite  quand  on  a  dit 
que  la  première  puissance  d'un  nombre  est  ce  nombre 
lui-même. 

Avec  cette  convention,  on  aura 

Pi=D(a  )Dib)l)(c}...ï)(/)  =  abc.l  =  P. 
Etendant  les  mêmes  conventions  au  plus  petit  commun 


(  -.'-'S  ) 

mulliplr,  nous  désignerons  par  l^^  le  produit  des  pins 
petits  communs  multiples  des  groupes  formés  en  com- 
binant /•  à  r  les  nombres  donnés. 

3'^  Nous  conviendrons  de  désigner  par  les  notations 

D(n,),         m(II,) 

le  plus  grand  commun  diviseui-  et  le  plus  petit  commun 
multiple  des  divers  produits  que  l'on  obtient  en  com- 
binant /■  à  /■  les  n  nombres  donnés. 
D'après  cette  notation,  on  a 

D(Tri)  =  D(a,  b,c,  ...,  l), 

D(-2)  =  D(«6,  «c kl), 

DfTTs)  =  D(abc,abd,  ...,hkl), 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  pour  le  plus  petit  commun  multiple. 

Théotième  ]\ .  —  Etant  donnés  n  nombres  entiers 
ou  fractionnaires  a,  h^  c,  .  .  . ,  /,  on  a 

(XV)  ni{a,h,c,  ...,  /)  =  P,  Pj»  P3  P;  '  ...P'-^'"^', 

(XVI)       \}ui,b,c, ...,/)  =  p; p'2-'p;p'^i...p;-""'"'. 

i"  Proposons-nous  de  démontrer  la  formule  (XV), 
dans  laquelle  le  second  membre  est  le  produit  alterné 
des  plus  grands  communs  diviseurs  des  groupes  formés 
en  combinant  successivement  i  à  i ,  2  à  2,  .  .  . ,  «  à  «, 
les  nombres  donnés. 

Considérons  un  facteur  premier  quelconque  p  arbi- 
trairement choisi,  et  désignons  par 

«1,     «2,     a-i,      ...,     cii,     ai+i,      ....     a,i 

les  nombres  donnés  disposés  dans  un  ordre  tel  que  les 
exposants 

ai,     7.2,     a^.      ....     a/,      a,_,_i.      ....     a„, 
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dont  le  iacleur  /;  est  affecté  dans  ces  nombres,  se  trou- 
vent rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Cela  fait,  cherchons  d'abord  l'exposant  ei  dont  le 
facteur  p  est  affecté  dans  le  produit  alterné  des  plus 
grands  communs  diviseurs  des  groupes  qui  commencent 
par  <7/. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  plus  grands  communs 
diviseurs  des  groupes  qui  commencent  par  ai  renferment 
tous  le  facteur  premier  p  avec  V exposant  mininiuni  a/ 5 
de  telle  sorte  que  la  question  se  trouve  ramenée  à 
chercher  combien  il  y  a  de  groupes  commençant  par  ai 
dans  chacun  des  facteurs  P, ,  P2,  P3,  .  . .,  P„. 

Or,  dans  P;-  où  tous  les  groupes  sont  composés  de  r 
termes,  le  nombre  des  groupes  commençant  par  ai  est 
évidemment  égal  au  nombre  des  combinaisons  que  l'on 
peut  former  en  prenant  r —  i  à  r  —  i  les  /i  —  /  nombres 
qui  suivent  a/,  c'est-à-dire  égal  à  C,^\ . 

Ainsi  donc,  le  nombre  des  groupes  qui  commencent 
par  ai  est 


I 

flans 

Pi, 

Ci_. 

» 

P2, 

Q-, 

II 

P3, 

C^z< 

» 

Pfi-i-t-l' 

0 

» 

'  n—i-t--2 

L'exposant  de  p  dans  le  produit  alterné  des  plus 
grands  communs  diviseurs  des  groupes  qui  commencent 
par  rt,  est  donc  : 

(I)  ei=  a,(i  -  Gi_,-  Cf,_i-C%_,-^...±  Crj)- 

Mais,  pour  avoir  l'exposant  e  du  fadeur  p  dans  le  pro- 
duit  alterné  P,  P^  '  P,  P,  ' .  . .  P^' "  ',  il  suffit  de  faire  la 
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somme  tles  valeurs  que  prend  ci  quand  on  attribue  suc- 
cessivement à  i  les  valeurs  i,  2,  3,  .  . .,  n;  on  a  donc 

(2)  ^=21^'- 

Or,  dans  l'égalité  (1),  le  coefficient  de  a/ est  la  somme 
alternée  des  coefficients  du  binôme  et  Ton  sait  que  cette 
somme  est  toujours  nulle. 

Le  coefficient  de  a/  dans  l'égalité  (i)  est  donc  nul 
quand  on  attribue  à  /  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,« —  i, 
tandis  que  ce  coefficient  prend  la  valeur  i  pour  i  =  7i. 
On  a  donc 

N  e,  =  o  ai  —  o  a,  -i-  0  aj  -r-  .  .  .  ^  o  a,j_i  -!-  i  a„ 

=  y.,,. 
Donc 

e  =  a„.  ^ 

Le  facteur  p  entre  donc  dans  le  produit  alterné 
P,  P;' PsP;^'.  . .  P^r*"^'  avec  l'exposant  a„  ;  mais  a„  est 
précisément  l'exposant  maximum  de  /^dans  les  nombres 
donnés-,  c'est  donc  aussi  l'exposant  avec  lequel  p  entre 
dans  m(rt,  Z>.  c,  . . .,  /),  et  l'on  a     ^ 

/«(a,  6,c,  ...,/)  =  P,PiiP3P-'.-.P',r'"""'  ':•  Q-  F.  D. 

2°  La  démonstration  de  la  formule  (XVI)  se  ferait 
absolument  de  la  même  manière,  en  disposant  les  nom- 
bres dans  un  ordre  tel  que  les  exposants  de  p  aillent  en 
décroissant,  et  en  substituant  l'exposant  maximum  à 
l'exposant  minimum. 

On  peut  d'ailleurs  déduire  la  formule  (XVI)  de  la 
formule  (XV)  au  moyen  des  formules  de  corrélation. 

En  effet,  appliquons  la  formule  (XV)  aux  nombres  -. 
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Il  I         A- 

_ ,  _  ,  .,.,_.  |\  ous  aurons 
b     c  I 


Mais 

I  I 


b'  l  j       D(«,  b.c,  ...,  /) 

D'autre  part,  P;-  est  un  produit  de  facteurs  de  la  forme 


D,i,: 


D 
On  a  donc 


I 


b     c  j        in{a,  b,  c,  .  .  .) 


P   ~—  —  P'-i 

'■""P.:  ~    '•  ' 


et  la  formule  (i)  devient 

! —  p'-i  P'  p'-i  P' 


P'; 


d'où 

D(«,  6,c,  ...,/)=  P'iP'2-iP'3P'^'...PV"""'         c.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  Le  tliéoièine  W  était  déjà  connu  pour 
Jes  nombres  entiers;  nous  l'avons  étendu  aux  nombres 
fractionnaires  et  nous  en  a\  ons  donné  une  démoïistration 
nouvelle.  L'introduction  des  produits  alternés  nous  a 
permis  d'en  préciser  l'énoncé.  Ce  théorème  n'est  d'ail- 
leurs qu'un  corollaire  d'un  théorème  plus  général  qui 
n'avait  pas  en<:ore  été  formulé  et  par  lequel  nous  allons 
terminer  cette  étude. 

Théorème  V.  —  Elant  donnés  n  nombres,  entiers  ou 
fractionnaires,  a,  b.,  c,  . . ..,  l;  si  l'on  désigne  par  o),, 
toa,  Wg,  ...  les  nombres  Jî g ur es  successifs  de  l'ordre 
Ann.de  Mathémat.,  3«série,  t.  XIV.  (Juin  iSgS.)  l6 
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/■  —  I ,  on  a 

XVII)       P^^.,=  D'^.C-,,,,)  Do^.{-n-r-i)  D«3 (-„_,._,;...  D«,.-r(7Ti), 
(XVIII;     P;+,  =  mw.(-„_^)  mw=(-«-/--i)  m^3 (::„_,._,)...  mw„-r(7Ti  ). 

1°  Etablissons  d'abord  la  formule  (X^II),  et,  pour 
plus  de  précision,  supposons  ;■  =  3.  On  verra  bien 
d'ailleurs  que  le  raisonnement  est  tout  à  fait  général  et 
s'applique  à  uue  valeur  quelconque  de  /■. 

La  formule  à  démontrer  devient  alors 

P,  =  D«.  ( -„_3  )  Dw. ( -„_4  )  D«K -„_5  ) • . .  D-^"- ( -1  ), 

et  co,,  CO2,  0)3,  . . .  représentent  les  nombres  figurés  suc- 
cessifs du  deuxième  ordre. 

Cela  posé,  considérons  un  facteur  premier  (juel- 
conque /?  et  désignons  par 

ai,       «2>       «3)        •  •  •  7       ^n 

les  nombres  donnés  disposés  dans  un  ordre  tel  que  les 

exposants 

2i,     22,     0C3,      ...,     a„, 

dont  le  facteur  p  est  affecté  dans  ces  nombres,  soient 
rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante,  c'est-à-dire 
que  l'on  ait 

(i)  ai^aa^aai..  .^a„. 

Le  facteur  p  entrera  dans  le  produit 

Dw.(tt„_3)  D'o.(7r„_4)  D«3(7:„_5)  D'^.(^„_6)  . .  .  Dwn-3(7:i; 
avec  un  exposant  de  la  forme 

e  =  SiT-i-h  S.2'Xi-^  837.3-—.  .  .-hSiCti^.  .  .-{-  Sn^n, 

et  dans  le  produit  P4  avec  un  exposant  de  la  forme 

e  —  fiai-;-  «2^-2—  t3a.3-^.  .  .-i-  ticc,-^.  .  .-{-  ;„a„, 
et  tout  revient  à  démontrer  que  e  =  e'. 


(  ^'-^  ) 

Pour  cela  il  suffit  de  démonlrer  d'une  façon  générale 
que  Si=  ti. 

Occupons-nous  d'abord  de  e.  On  voit  immédiatement 
que  l'exposant  de  p  dans  le  plus  grand  commun  divi- 
seur TiiTZk)  des  produits  obtenus  en  combinant  les  nom- 
bres A'  à  A"  n'est  autre  que  l'exposant  de  p  dans  le  produit 
fourni  par  la  dernière  combinaison,  puisque,  en  vertu 
de  l'inégalité  (i),  ce  produit  est  celui  où  la  somme  des 
exposants  de  p  est  la  plus  faible. 

L'exposant  de  p  sera  donc  : 

Dans 

D  (  -,i— 1  )  .  .  .  a.2  ^  a3  —  a;  -!-  2.5  -h  au  -;-  .  .  .  -I-  a,., , 
D(-„_2  )  .  .  .  xj—  aj-i-  aj-^  a^-H.  .  .—  a„. 


De 


D(7r„_3)...  ai-t-as-i-ag 

D(-„_v),..  a5-+-ae 

D(r„_5)...  -as 


D(ri)...  a„. 

11  résulte  de  ce  Tableau  que  les  exposants  a,,  ao,  as 
n'entreront  pas  dans  le  produit 

L'exposant  a^   y  entrera   avec  le  coefficient  lo,  qui  est 
l'exposant  de  D  dans  ï^^^ir^n-n)  '• 

L'exposant  aj  y  entrera  avec  le  coefficient  toi-i-  m,, 

»  ae  »  »  Wi -r- 0)2^- 0)3, 


D'une  façon  générale,  l'exposant  a^  y  entrera  avec  un 
coefficient  égal  à  la  somme  des  (i  —  3)  premiers  nombres 
figurés  du  deuxième  ordre  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(    224    ) 

avec  un  exposant  égal  au  (i —  sy-^^mf  nombre  figuré  du 
troisième  ordre. 

Mais  on  sait  que  le  i"'"*'  nombre  figuré  de  l'ordre  « 
est  C'^^_^.^_^.  En  remplaçant  dans  cette  formule  i  par  i  —  3 
et  II  pat-  3,  ou  voit  que  le  (i  —  3ye"'c  nombre  figuré  du 
troisième  ordre  est 

Le  coefficient  de  a/  dans  e  est  donc 

Passons  maintenant  à  l'exposant  e'  avec  lequel  le  fac- 
teur premier/.?  entre  dans  P4,  c'est-à-dire  dans  le  pro- 
duit des  plus  grands  communs  diviseurs  des  groupes  obte- 
tenus  en  combinant  quatre  à  quatre  les  «  nombres 
donnés. 

Pour  cela,  remarquons  que  les  plus  grands  communs 
diviseurs  des  groupes  qui  se  terminent  par  ai  renfer- 
ment tous  le  facteur/;  avec  l'exposant  ajqui  est  l'expo- 
sant minimum  de  p  dans  les  nombres  de  chacun  de  ces 
groupes;  tandis  que  les  plus  grands  communs  diviseurs 
des  groupes  qui  ne  se  terminent  pas  par  ai  contien- 
nent p  avec  un  exposant  minimum  qui  est  dilïérent 
de  a,. 

Le  nombre  des  facteurs  du  produit  P4  dans  lesquels 
le  facteur  premier  p  entrera  avec  l'exposant  a^est  donc 
égal  au  nombre  des  groupes  de  quatre  teruies  qui  se 
terminent  par  «,.  Or  ce  nombre  est  évidemment  égal  au 
nombre  des  combinaisons  que  l'on  peut  former  en  pre- 
nant trois  à  trois  les  [i  —  i)  nombres  qui  précèdent  ai. 

Le  facteur  p  entrera  don(;  avec  l'exposant  a,-  dans 
(>?_,  facteurs  de  P^. 

Le  coefficient  de  a/  dans  e'  est  donc 

(3)  «/=C?_,. 
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Mais  nous  avons  déjà  trouvé 

(2)  5;-G?_i. 

Donc  on  a 

Si  =   ti, 

et  le  tliéorèrne  est  démontré. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  formule 
(XVIII).  On  peut,  d'ailleurs,  la  déduire  de  la  formule 
(XVII),  au  moyen  des  formules  de  corrélation,  en  appli- 
quant la  formule  (XVII)  aux   inverses  -?  jt  -,  •••>  y» 

et  en  remarquant  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  inverses  de  /i  nombres  est  égal  à  l'inverse  du  plus 
plus  petit  multiple  commun  de  ces  nombres. 

Corollaire.  —  En  attribuant  successivement  à  /■  les 
valeurs   i,  2,  3,  .  .  . ,  /i  —  i ,   la  formule  (XVII)  donne 

P2-D(7:„_,)D(7:„_,)    D(-„_3)    D(^„_0    D(7i„_,5 
P3  =  D (  7r„_2  )  D2  ( 7:„_3 )  D3 (7r„_,  )  D^ -,,-5 

P4=  D(7r„_3)D3(Tr„_4)D6(-„_5 

P5=  D(7r„_ODi(7r„_5 

Pe  =  D(7r„_5 


P„=  D(-,), 

d'où,  en  faisant,  membre  à  membre,  le  produit  alterné 

(I)  P.,P3iP4Pï'...Pr"''=D(7:,,_,). 

Mais  on  sait  que 

/  ^ 

m(a,b,  c,  ■  ■  . ,  l) 


(2) 


P      P  P 

7  '  "■ 

0  c 

P 


\a      b 


1) 


D(7r„_,) 
Pi 
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On  a  donc 

mia.b,  c, ...,/)  --=Pi  Pi»  P3 P4  ' .  .  .  P',7*'"^', 
et  l'on  retrouve  ainsi  la  formule  du  théorème  \W 


III. 

IVOTE    SUR    LES    CODIVISEURS    ET    LES     COMULTIPLES 
DES    NOMBRES    IRRATIONNELS. 

Étant  donnés  ti  nombres  irrationnels,  ou  n  nombres 
dont  quelques-uns  sont  irrationnels,  nous  supposerons 
toujours  que  tous  ces  nombres  ont  été  réduits  au  même 
indice. 

Décomposition  d'un  nombre  irrationnel  en  facteurs 
premiers.  —  Tout  nombre  réel  irrationnel  est  un  pro- 
duit de  facteurs  premiers  affectés  d'exposants  entiers 
ou  fractionnaires,  positifs  ou  négatifs.  Ainsi 

V'ï^  =  y-i^x  32  X  5  =  2  X  3»  X  5^ , 


i/i 


o  2  _1  _J_  1 

^  =  v/2-  X  3-2  X  5-1  X  7  =  /^  X  3   3x5    3x7  = 


Multiples.  —  En  conservant  le  sens  attribué  au  mot 
multiple  pour  les  nombres  commensurables,  nous  dirons 
qu'un  nombre  irrationnel  est  multiple  d'un  autre  quand 
il  est  égal  au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre  entier. 


Ainsi  y/ 1 44  ^st  un  multiple  de  t  /  ^ 


jcar 


-X6. 


Lemme.  — Pour  (/uun  nombre  irrationnel  y  A  soit 
divisible  par  un  nombre  irrationnel  y' \i  ,  il  faut  et  il 
suffit  f/ue  chaque  facteur  premier  entre  dans  A  ui'ec  un 
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exposant  supérieur  ou  ('gai  à  celui  (ju  il  a  dans  B,  et. 
que  la  différence  de  ces  exposants  soit  un  multiple  de 
l  indice  q . 

En  effet,  soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et 
soient  a  et  ^  les  exposants  entiers,  positifs,  négatifs  ou 
nuls  avec  lesquels  ce  facteur  entre  dans  les  nombres 
positifs  commensurables  A  et  B.   Le  facteur  p  entrera 

dans  le  quotient  y/A  :  y/B  avec  l'exposant -■  Donc, 

pour  que  ce  quotient  soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il 

suffit  que  l'exposant soit  un  nombre  entier,  positif 

ou  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  que  a  soit  supérieur  ou 
égal  à  1^,  et  que  la  différence  a —  ^  soit  un  multiple  de  cj. 

c.  Q,  F.  D. 

Corollaire.  —  Condition  pour  que  n  nombres  irra- 
tionnels 

Va,  Vè,  v~c yi 

aient  un  codiviseur  ou  un  comultiple. 

Soit  p  un  facteur  premier  quelconque,  et  soient 

les  exposants  entiers,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  dont  le  facteur/;»  est 
affecté  dans  les  nombres  positifs  commensurables 

a,     b,     c,     . . . ,     /. 

Considérons  maintenant  un  nombre  irrationnel  y^X^ 
et  désignons  par  x  l'exposant  entier,  positif,  négatif  ou 
nul  avec  lequel  le  facteur^  entre  dans  le  nombre  positif 
commensurable  X. 

Pour  que  \^^\  soit  un  codiviseur  des  nombres  irra- 
tionnels donnés,    il  faut  cl  il  suffit,  d'après   le  lemme, 
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([ue  l'on  ail 

1°  37  ES  «1^  ao^  ^3  =  ...;=  a„  (modg). 

La  dernière  condition  exige  qne  les  exposants,  avec 
lesquels  un  facteur  premier  quelconque  /centre  dans  les 
nombres  placés  sous  le  signe  ^/  ,  soient  congrus  entre 
eux,  par  rapport  à  l'indice,  ce  qui  n'arrivera  que  dans 
des  cas  tout  à  fait  exceptionnels. 

On  peut  donc  dire  que,  généralement,  n  nombres 
iiTationnels  n'ont  pas  de  codiviseur.  On  verrait  de  même 
que  généralement,  ils  n'ont  pas  de  comultiple. 

Toutefois,  lorsque  la  condition  de  congruence  est 
remplie  par  les  exposants  de  chacun  des  facteurs  pre- 
miers qui  entrent  dans  la  composition  des  nombres 
placés  sous  le  signe  \j  ,  les  conditions  pour  que  y/X 
soit  un  codiviseur  des  nombres 

\/«,  yi,  \/c,  ...,  /7, 

se  réduisent  aux  suivantes 

I"  ^l^ti, 

Ces  conditions  étant  satisfaites,  le  codiviseur  y/X  aura 
sa  valeur  maxima  lorsque  x  sera  égal  à  a,,  c'est-à-dire 

quand  on  aura  -  =  -^  • 

^  cj  q 

Il  jésuite  de  là  que,  lorsque  les  exposants  satisferont 
à  la  condition  de  congruence,  on  formeia  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  n  nombres  irrationnels  en  formant 
le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent 
dans  ces  nombres  et  en  affectant  chacun  de  ces  facteurs 
de  son  plus  faible  exposant. 
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Dans  le  iiiùnic  cas,  on  formera  le  [)lus  petit  eoininun 
multiple  en  faisant  te  jnodiiil  de  tous  /es  Jacteii/s  pre- 
miers et  en  aJJ'ectant  chacun  d'eux  de  son  p/us  fort 
exposant. 

Ainsi  donc,  dans  ce  cas,  la  loi  de  formation  du  plus 
grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  commun  mul- 
tiple est  la  même  pour  les  nombres  irrationnels  et  pour 
les  nombres  coinmensurables,  d'où  il  résulte  que  les  pro- 
priétés sont  aussi  les  mêmes.  Mais,  avant  d'appliquer 
ces  propriétés  aux  nombres  irrationnels .,  il  faudra 
toujours  s'assurer  que  les  exposants,  dont  chaque 
facteur  premier  est  affecté  dans  les  nombres  placés 
sous  le  signe  y/  ,  sont  congrus  entre  eux  par  rapport 
à  l'indice. 

On  peut  lever  cette  restriction  en  élargissant  le  sens 
donné  au  mot  multiple. 

Au  lieu  de  dire  qu'un  nombre  est  multiple  d'un  autre 
quand  il  est  égal  au  produit  de  cet  autre  par  un  nombre 
entier,  il  suffirait  de  dire  qu'un  nombre  est  multiple 
d'un  autre  quand  il  est  égal  à  cet  autre  multiplié  par 
un  produit  de  facteurs  premiers  aOectés  d'exposants  po- 
sitifs. 

Cette  nouvelle  définition  est  acceptable,  car,  appliquée 
aux  nombres  commensurables,  elle  conduit  à  l'ancienne 
qu'elle  renferme  ainsi  comme  cas  particulier. 

F^n  eliet,  si  un  nombre  conimensurable  A  est  égal  à 
un  nombre  commensurable  B  multiplié  par  un  produit  C 
composé  de  facteurs  premiers  alïectés  d'exposants  po- 
sitifs, ces  exposants  sont  nécessairement  entiers,  car 
chacun  d'eux  est  égal  à  la  différence  des  deux  exposants 
entiers  avec  lesquels  un  même  facteur  premier  entre 
dans  les  nombres  commensurablcs  A  et  B.  Le  produit  C 
est  donc  un  nombre  entier.  c.  q.  v.  d. 


(     23o    ) 

Si  l'on  accepte  cette  nouvelle  définition  du  mot  niiil- 
tiple,  on  voit,  en  se  reportant  à  la  démonstration  du 
lemme,  que,  pour  que  y^A  soit  divisible  par  ^B,  il  faut 

et  il  suffît  que  l'exposant soit  positif  ou  nul,  ou, 

ce  qui  revient  au  même,  que  —  soit  supérieur   ou  égal 

9  _ 

Donc,  avec  la  nouvelle  définition,  pour  que  y/A  soit 

divisible  par  ^B,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  facteur 

premier  entre  dans  ^A  avec  un  exposant  supérieur  ou 

égal  à  celui  qu'il  a  dans  y/B. 

La  condition  de  la  divisibilité  d'un  nombre  par  un 

autre  est  alors   la   même  pour  les  nombres  commensu- 

rables   et  pour   les   nombres    irrationnels,   et   l'on  a   le 

leinme  général  : 

Lemme.  —  Pour  qu  un  nombre,  coniniensurahle  ou 
irrationnel,  soif,  divisible  par  un  autre  nombre,  commen- 
surable  ou  irrationnel,  il  faut  et  il  sujjlt  que  chaque 
facteur  premier  entre  dans  le prenner  nombre  avec  un 
exposant  supérieur  ou  égal  à  celui  qu'il  a  dans  le 
second . 

Le  lemme  étant  ainsi  généralisé,  toutes  les  propriétés 
qui  en  découlent  le  sont  aussi  du  même  coup  et  s'ap- 
pliquent aussi  bien  aux  nombres  irrationnels  qu'aux 
nombres  commensurables.  11  faut  en  excepter  toutefois 
celles  qui  exigent  que  les  quotients  obtenus  en  divisant 
des  nombres  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  (ou 
un  plus  petit  commun  multiple  par  les  nombres)  soient 
des  nombres  entiers.  Tel  est  le  cas  du  deuxième  co- 
rollaire du  théorème  II. 

On  remar(|U('ia  que  la   loi  de  formation  déduite  du 


(  -3.   ) 
leniaïc,  donne  pour  Us  nombres  irrationnels 

m(^â,  ^,  . .  . ,  y'i)  =  ym{a,b,  ...,/). 

EXERCICES. 

Dans  tous  ces  exercices,  les  lettres  a^b,c,  . . .,  l  représen- 
tent des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires.  Quel- 
ques-unes des  identités  proposées  deviendraient  immédiate- 
ment évidentes   si  les  nombres  étaient  entiers. 

Exercice  I.  —  Dans  les  formules  du  théorème  II,  on  peut 
permuter  deux  lettres  de  même  indice,  Ao  et  B2  par  exemple, 
et  écrire 

D(A,,B2,  A3,  ...,A„).m(B,,A2,B3,  ...,B„)  =  G. 
Exercice  II.  —  Si  l'on  a 

A,Bi=  A,B2  =  ...=  A„B„, 
on  a 

D(A,,A2,  ...,A„,  Bi,B,,  ...,B„) 
X  /?i(Ai,  A2,  ...,  A„,Bi,B,,  ..  .,B„) 
=  D(A,,A2,  ...,A„)./n(Bi,B2,  ...,B„). 

Exercice  III.  —  Si  l'on  a 


a 
on  a 


abc  l 


D(a,  b,  c',  .  .  .,  l)  m(a,  b,  c,  .  . .,  l)  a         b 


Y){a' ,  b' ,  c' ,  .  . . ,  l'  )        ni(  a' ,  b',  c' ,  .  .  . ,  r )        a'        b' 

Exercice  IV.  —  Si  les  nombres  a,  b,  c,  d  forment  une  pro- 
portion, les  nombres  D(a,  6),  ni(a,b),  D(c,d),  /?i(c,  c/),  for- 
ment aussi  une  proportion. 

Exercice  V.  —  Si  les  nombres  a,  b,  c,  .  . .,  l  sont  en  pro- 
gression géométrique,  on  a 

D(a,  /;.  c f).ni(a,b,c,  ..  .,l)=  al. 


(  --32  ) 
Exercice   VI.  —  On  a 

D(i,rt,a2)  =  D2(i,rt). 

En  généralisant,  on  a 

D(i,  a,a^,  ...,  a"-)  =  D«(i,  «); 
on  a  de  même 

m{i,  a,  a^,  . . .,  a")  =  m"{i,  a). 

Exercice  VIT.   —  Si  les  trois  côtés  et  les  trois  hauteurs  d'un 
triangle  ont  une  commune  mesure,  on  a 

S  =  -  D(a,  b,  c).m{h,  h',  h"). 

Exercice  VIII.  —  On  a 


Jtl         l 


b    a  j        m{a,  b)' 
b  \         ni(a,  b) 


'  b     a /         D{a,  b ) 
Exercice  IX.  —  On  a 

D(f/,  6,  c)  _  r  D{a,b)  \){a,c)  D(6,  c)1 
m{a,  b,  c)  \  m(a,  b)'  m(a,  c)     m{b,c)] 

m(a,  b,  c)  rni{a,b)     m(a,c)  _  m(b,c)'\ 

D(a,b,c)  "^  '"[  D(a,  6)'   D(a,  c)  "^  D(b,c)\' 

Exercice  X.  —  En  transformant 

D(a6c,  abd.,  acd,  bcd), 
on   obtient 

Y}{abc,  abd,  acd,  bcd)  =  D(a,  b).D(  c,  d).T)  [m  {a,  b),  m(c,  d)]. 

En  continuant  les   transformations,    on  arrive  à  la  formule 
connue 

a  bcd 


m{a,  b,  c,  d) 


D(abc,  abd,  acd,  bcd) 
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SIR  LES  POD VIRES  SUCCESSIVES  Dm'E  COURRE  [fin  (')]; 
Pau  I\I.  le  capitaine  E.  BARISIEN. 


III.  —  Application   au   cercle  et  a   ses  podaires  par 

RAPPORT  A  UN  POINT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  DU  CERCLE. 

En  prenanl  pour  pôle  le  point  de  la  circonférence  et 
pour  axe  polaire  le  diamètre  passant  par  le  point,  l'équa- 
tion du  cercle  est 

/■  =:  a  cosO, 

a  désignant  le  diamètre  du  cercle. 
Nous  avons  donc 

/''  =  ^asinO,  r"  =  —  acosO, 

r^-f- /-'s  =  a^,         f'i  —  rr"  =  a-,         i-'--\-ir'-  —  rr"=ia-. 

Aire  de  la  ni'^""^  podaire.  —  On  trouve 

—fP  =  —  (  m  -)-  I  )  cos2'«+2  0  . 
Donc 

\},„=aHm-{-i)   r^-        ,      ,„   ,, 
/      cos2'«+2  0  f/0. 

do 

Or,  on  sait  que 


„  /^       ,A  I  .  3  .  5    .  ,  .    (  "2  7?l   -I-  I  ■)     - 

cos2"'+2e  dn  = : — i ■-  - 

2  .  4  ■  D  .  .  .  (  2  //l  -4-  2)    2 

Par  suite 

_iza^   r  .3.5  .  .  .  (2w -t- 1  ) 
L)  /Il  =^  — ; —  ',    7-  ' 

4  2 . 4  .<>.-.  2  /;i 

(')   Voir  mènie  Tume,  p.  ■J07. 


(  -34  ) 
ou  encore 


,,  -a'  /         i\  /         i\ 


;)('"i)(""-6)---('-"i)' 

Donc 

(Cercle)      Uq  =   -7—' 


(Limaçon  de  Pascal)     U,  =  — J^—  5 

0 

Uo  —  — :. y 

61 

35TKX2 
LI3   =    — — ; , 


JI2 


Si  l'on  veut  avoir  l'équation  de   la  m"^"*^  podaire,  il 
suffit  d'éliminer  9  entre  les  deux  équations 

0„,  =  (m +  1)0, 
/•„,  =  a  cos'"+i6, 
ce  qui  donne 

r,n  =  a  cos"'-+-'  (  -—  )  • 

\ni  -\-  i  J 

Rayon  de  courbure  de  la  i?i"'"'^  podaire 

^  rt  (  /??  -H  I  )  . 

R,„  = ^cos'«6. 

m  -4-  2 

On  trouve  par  suite,  pour  la  longueur  de  la  développée 
de  la  m''""  podaire, 


S„,  =  2a4^'-:;4-^cos'«0)ç,:^2. 


(_m_-w),_,„,^0  =  f 
/n  -4-  2 

c'est-à-dire 

2a(/n  -+- 1 


s  111  — 


/w  +  2 


(  ^-.^'5  ) 
RecliJlcaLion  de  lu  /«"'"'*■  podaire.  —  Ou  a 

— 7j-  =  a(/n  -+-  i)  cos'"0. 

Donc 

n 

5,„  =  2a(m -T- i)   1     cos'"0<3?0. 
Si  m  est  pair,  on  aura 

1 . 3 . 5  . . .  (  /?i  —  I  )  - 
s„,  =  •2a(/«  -(-  i)  — -. 

2  . 4  .  b  .  .  .  //i  2 

Si  7?i  est  impair,  on  aura 

,  2 . 4 . 6  . . .  (  w  —  n 

s,n  =  2a(  m  -I-  i) -— ^ 

\ .o.j  .  . .  m 

On  a  donc 


(Cercle) 

$0  =  -a, 

(Limaçon  de  Pascal) 

Si  =  Ui, 

2 

i6« 

.3=3, 

i5iza 

'^=      8 

32  a 

53=      .     , 

Anti-podaires.    —   Pour  la   première  anti-podaire, 
on  trouve 

6-1  =  o,         U_i  =  o. 

C'est  qu'en  effet  la  première  anti-podaire  se  réduit 
alors  à  l'autre  extrémité  P__,  du  diamètre  passant  par  O. 
La  seconde  anti-podaire  donne 


cosO 


(  236 
Son  équation  est  par  suite 


Elle  représente  la  droite  tangente  à  l'extrémité  P_i 
du  diamètre  passant  par  O. 

Pour  la  troisième  anti-podaire,  on  a 


0-3  =  —  2O, 

'•-3  = 

a 

COS26 

Son  équation  est  donc 

n 

'—3  — 

COS2 

2 

Elle  représente  une  parabole  ayant  pour  sommet  le 
point  P_4  et  pour  foyer  le  point  O.  On  sait,  en  elFet,  que 
le  lieu  des  projections  du  foyer  d'une  parabole  sur  ses 
tangentes  est  la  tangente  au  sommet. 

Les  autres  anti-podaires  successives  sont  alors  les 
anti-podaircs  du  foyer  de  la  parabole. 

Aire  de  la  podaii-e  de  la  développée  de  la  courbe. 
—  La  courbe  primitive  étant  un  cercle,  sa  développée 
li'est  autre  chose  que  le  centre  du  cercle  :  par  suite,  la 
podaire  de  ce  point  est  le  lieu  des  projections  du  point 
sur  les  droites  passant  par   le  centre  du  cercle.  Ce  lieu 

est  le  cercle  de  rayon  -  dont  l'aire  est 

A  ire  de  la  podaire  de  la  développée  de  la  (m  —  i  yè"^<^ 
podaire.  —  On  a 

— ~  = cos^e  sin2"'6. 

a')  2 


(  ^•'7  ) 
Donc 


\V„,  —  ni  {in  —  I)  /     ?iii-"''î  ros^Or/f), 


c  esl-a-dii'P 

-a-   I  .  3 . 5  .  .  .  {  2  m  —  i  i 
vV  m  = 


4  2 .  i .  6  .  .  .  '2  //i 

Par  conséquent 

VV     —      ^"^      . 

\y  m  —  


Hayon  de  courbure  de  la  podaire  de  la  développée 
de  la  (ni —  ly'-'ne  parfaire .  —  ^ous  n'avons  pas  donné  de 
formule  générale  pour  ce  rayon  de  courLure  Ji„i,  parce 
qu'elle  serait  trop  compliquée.  Dans  le  cas  présent,  nous 

avons 

p„i  =  a  sinO  cos"'ft. 
Or  on  a 


•fi 

m         î' 

m  1 

?  m  — 

^?;^- 

'  ?in  ?  m 

En  posant 

dp  m 

?/« 

d-'?n 
dtùl 

on  a  donc 

a  cos'"-'  f)(  cos-Û  —  m  «iri-B  |  — — 
coçOT-i  fj  Cfos^f)  . —  ^,1  sin-6  ). 


On  calculerait  de  même  z]^^.  On  a  endii 


acos"'-'0  (  m^  «in^O -r- cos^O  )2 


m  -T-  I       rn^ûn'i^  —  msin^fj  cos  26 --cos^fiC  i  -f-cos'''6) 

Longueur  de  la  développée  de  la  podaire  de  la  dé- 
veloppée de  la  i^in  —  ^yème  podaire.  —  On  a 

6  =  -  « 


m  -r-  I 
Ann.  de   Xfathe/nat.,  3'  série,  t.  \IV.  (Juin  iSgo.)  17 


(  238  ) 
IV.    —   Applicatio-n    a  la  leafaiscate  de  Bernoulli 

ET     A     SES     PODAir.ES    DU     CENTRE. 

L'équation  cartésienne  de  la  lenmiscate  de  Bernoiilli 

devient  en  coordonnées  polaires 

/■-  =  a-  cos';>8. 
On  trouve  pour  l'aire  U,,  de  la  courbe 

^ire  de  la  vi^^'"^  podaire.  —  On  trouve 


r'  „   ,r  2 . 4  •  6  . . .  2  ;» 


i  .i.j  . .  .{ini  —  I  ; 
Donc 


Uo 

= 

a«. 

U, 

= 

2a2, 

U, 

= 

8  «2 

U3 

= 

48a2 
— i^ —  ? 

13 

U, 

= 

128  «2 

35     ' 

L'équation  de  la  m'^""'  podaire  est 

/■;„  =  «2  cos-"'  +  l      • 

V  2///  -T-  r  ' 

Remarquons  que  l'aire  U,„  peut  aussi  s'écrire 

Si  donc  on   compare  cette  aire  à   l'aire  aiialogue  de 


(  '^39  ) 
la  m''""  podaire  tlu  cercle  (§  III),  ou  a  la  propiiélé  sui- 
vante : 

Si  l'on  considère  une  lemniscate  Je  centre  O  et  dont 
l'un  des  sommets  est  en  A,  tel  que  OA  =  a,  avec  le 
cercle  décrit  sur  AO  comme  diamètre,  le  produit  des 
aires  des  /«"""'^  podaires  relatives  ;i  la  lemniscate  et  au 
cercle  a  pour  expression 

-^—  (2//?  -1-  i). 
4 

On  en  déduit  l'identité  assez  curieuse 

(,.;)(,.i)(,.L)...(,___^)f,__^^)..„,., 

Rayon  de  courbure  de  la  podaire  d'ordre  m.  — 
On  a 

a{im  -^i)        m—  -     . 


R/»  ~ 


2  rtl  -i-  3 


Longueur  de  la  développée  de  la  podaire  d^ ordre  ni. 
-  On  déduit  de  la  formule  précédente 

h^H         4  «  (  2  /7Î  -f-  I  ) 


S,„  =  ""^ — — —    cos       226  am  — 3 

o.m-\-  i       \  /6=o 

Pour  7?î  =  o,  on  obtient  la  longueur  So  de  la  déve- 
loppée de  la  lemniscate 

Anti-podaires.  —  On  trouve  pour  l'équation  de  cette 

anti-podaire 

a 

r_i  = ; 

V/cosîO-i 


(   Mo   ) 
elle  représente  l'hyperbole  équilatère  ayant  même  arc 
réel  en  grandeur  et  en  direction  que  celui  de  la  leni- 
niscale. 

Toutes  les  autres  anti-podaires  sont  par  suite  des 
courbes  à  branches  infinies  et  ne  présentent  rien  d'in- 
téressant. [1  en  est  de  même  des  podaires  des  dévelop- 
pées des  auli-podaires. 

Podnire  de  la  développée  de  la  lenmiscate.  —  Ou 
trouve  pour  l'équation  de  cette  podaire 

-  „      .     „    2  tO  1  2  O)  1 

pï  =  a-  sin2  -—  cos  —^  , 
et  pour  son  aire 

W„,  =  3rt-   /     sin-ç  coscp  rfcp  =  a*. 

Podaire  de  la  développée  de  la  (m  —  i^'f-we  podaire. 
—  On  a  pour  l'aire  de  cette  podaire 

■K 

W,„  =  2a2(2m-M)    f  sin226cos2"'-i2ef/6, 

•-  0 

_     2  2.4.6.  ..  (2m  —  2) 
^^"'~"     1.3. 5. ..(2m-  I)' 
Donc 

W     —  ^ . 

''  /Il  — 

i/n 

Hayon  de  courbure  de  la  podaire  de  la  développée 
de  la  (m  —  1)'^"'^  podaire  de  la  letnniscate.  — Sans 
donner  l'expression  de  ce  rayon  de  courbure,  laquelle 
est  assez  compliquée,  nous  nous  contenterons  de  donner 
la  longueur  de  la  développée  de  la  podaire  de  la  déve- 
loppée de  la  [m  —  \y^""' podaire 

•      _  '     fi     ■^=?_     ■  i f' 


(  24i  ) 


V.    —   Application   aux  courbes   de  l\  famille 
/•"«  =  a'»-  cos  m^. 


On 

a  ici 

r  = 

■■  «(co«//«0)"S 

,•2  _,_   ,.'-2 

=  a- 

(coswO)" 

r 

2  _  ,.,."  ^ 

:  /Ha- 

(cos/«0)' 

Donc 

d\ 

d^  ~ 

m 

d% 

=  //i 

-\-  I. 

et 

m-t- 1 

/•,  =  a  (cos/nO)  '"    . 


Podaires  successives.  —  On  déduit  de  là  pour  l'équa- 
tion de  la  première  podaire 


m 
r,  =  or  I  cos 


-.'■y 


f.m  +  1  =  ^w  +  l  eos  0,. 

'  m  -+■  I 

Celte  équation  représente  une  courbe  do  même  fa- 
mille que  la  courbe  primitive;  c'est  ce  qu'a  démontré 
M.  de  Rhéville  à  l'article  déjà  cité  {Nouvelles  Annales, 
1890,  p.   i43). 

L'équation  de  la  deuxième  podaire  sera  de  même 


m 


/•| '»-*-'  =  a2'«  +  i  cos  — — —  Oo 
•2  /n  -i-  I     " 

et  en  général  celle  de  la  /i' ""'  podaire 


f.nm  +  1  _  flr«OT-f-l  ^-^s  

"  fini  4-  t 
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Rayon  de  courbure  des podaires.  —  On  trouve  pour 
le  rayon  de  courbure  de  la  première  podaire 


R,  =  <7(COS.'?Î.0)" 


K,  =  ,•    '"  ^  ' 


•2  m  -h  1 

Or,  le  ravou  de  courbure  de  la  courbe  prituilive  a 
pour  expression 

Cl  _  ^  I  »•  »■ 

Ro  =   (  cos  m  0  )'" 


(  /?j  -i-  I  j  cos  m  6        (  /n  -+-  1  )  si  n  V 

Donc,  on  a 

r  —  (  m  -^\)\\q  sin\  . 

C'est,  aux  notations  piès,  la  f'oimule  de  M.  du  Cha- 
tenet  rappelée  par  M.  de  Rliéville  à  l'article  précité. 
Pour  la  «"""*  podaire,  on  trouve 

/''«'«-!'+•  r       nin  -\- 1      "1 

Anii-podaires.  —  On  trouve  pour  l'écjualion  de   la 
première;  anti-podaire 


—1  I  —  m 


et  pour  celle  de  la  /7'"""'  podaire 

j.\—inn—  «!-""'  COS   "  'J-/c 

—Il  1  —  ////i 

11  est  intéressant  de  voir  dans  quel  cas  l'une  des  po- 
daires successives  peut  être  une  transformée  par  raj  on.s 
vecteurs  réciproques  de  la  combe  donnée. 

Il  faut  délcrtuiner  n  de  façon  que 

m        _ 
mn  -T-  \ 
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d'où 


Gomnn;  ni  doit  être  lui  nombre  entier,  il  faut  dont; 
que  m  soit  égal  à  ±1,  ±2,  ou  à  untî  fia(;tioii  dt; 
ruiiité.  Dans  ce  cas  la  courbe  aura  parmi  l'une  de;  ses 
podaires  ou  auti-podaires  sa  propit:  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

Si  /?«  ==  ±  I ,  on  a  //  ^qz  2,  l'une  des  courbes  est  riii 
cercle  et  sa  transformée  est  la  droite  «pii  est  en  uièuu; 
t(Mnps  la  seconde  anti-podaire  du  cercle  par  rapport  h 
un  point  de  sa  circonférence. 

Si  ///^^zb'A,  il  eu  résulte  // ^  qz  i,  et  l'on  obtient 
les  mêmes  courbes  que  précédemment. 

Si  Jii  zzzz  —  r,^  on  a  /z  =  4^  ce  qui  veut  dire  (pie  la 
courbe 


/ 


cos  - 


a  pour  transformée  par  rayons  vecteurs  récipro(jues  sa 
quatrième  podaire. 

Si   /7i  r= -f- ^,  n^= —  18  :   c'est  donc  la  dix-liuitiéme 
anti-podaire  (pii  est  la  transformée  de  la  couibe 


V      0 

/•  =  a\  /  cos  -  • 
V^  9 

Ecrivons    maintenant    les   écpiations   d(\s  podaires    cl 
anti-podaires  d<;s  coui  hes  de  la  famille 

^.m  —  ,,m  cos  m  0, 

dans  les  cas  paiticuliers  de  ni^\  et  in  =  2  :  le  premier 
cas  correspond  au  cercle  et  le  second  à  la  lemniscate. 
Nous  avons  étudié  ces  deux  cas  particuliers  en  détail. 
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1"' 

m  = 

=  I  : 

a 

(  cos 

\         n  —  \j 

An-l)  ' 

a 

ces- 

2 

(  Parabole  ), 

o. 

''"^   ~    cos  0-2 

(Droite), 

{  r-i  =a 

1  e_,  =  o 

(Point), 

r  =  a  cosO 

(Cercle), 

ri  —  a  cos2  —i 

•2 

(Limaçon  de  Pascal), 

•„  =  a    cos -—  )        ; 


a"  m  =  '.>. 


••_„  =  a|cos — ^:—  e_„  ) 
\        I  —  in        ) 


r-\  =   ■  (Hyperbole  équilalère). 

v/cos26_i 

1 
r  =  (cos26)'^  (Lcmniscate  de  Bernoulli), 

3 


Tj  =  a  (  cos 


-„  =  «(cos e„  ) 

\  2  «  -t-  I  / 


Nos  formules  donnent  lieu  également  à  des  applica- 
tions intéressantes  relatives  à  la  cycloïde  et  aux  déve- 
loppantes de  cercle. 


K 
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SIH  L\E  APPLI(;vriO\  DE  LA  FOUMLLE  DE  MILTIPLICATIOX 
DES  ARCS; 

F'AR  M.  E.  GOURSAT. 


\  .  La  formule  qui  donne  cos  ma  eu  fonction  de  eos  a 
permet  de  déterminer  tous  les  arcs,  commensurables 
avec  la  circonférence,  pour  lesquels  cos- a  est  égal  à  un 
nombre  rationnel.  On  trouve  par  là  même  tous  ceux  de 
ces  arcs  dont  une  des  lignes  trigonométriques  est  com- 
mensurable. 

La  formule  qui  donne  cos  j)ia  en  Ibuctiou  de  cos  a,  ni 
étant  un  nombre  entier  positif,  peut  s'écrire 

J  2C0S  ma  =  ('icosa)'"  — A,'„(2cosa)'"---^A^j(  2cos«)'"-* 
'       i  -r-(— ij'5'A2,(-2Cosa)"'-2*-^...; 

le  second  membre  est  un  polvnome  entier,  de  degré  m 
par  rapport  à  acosa,  ne  contenant  que  des  termes  dont 
le  degré  est  de  même  parité  que  ni,  et  tous  les  coefficients 
A^,  A^^,  . . . ,  A^j,  .  . .  sont  des  nombres  entiers.  La  loi  se 
vérifie  pour  les  premières  valeurs  de  m 

2  cos?.  a  =  (  2  cos  a)-  —  2, 

2  cos  3  a  =  (2  cos  a  )^ —  3  (  2cosa  ), 

2cos4a  =  (acosa)* —  4  r2Cosa)"--f-  2. 

2 cos  5«  =  (2Co«a  )•'  —  5  (2cos«)5  -t-  5  (arosa  ), 

on  démontre  ensuite  que  la  loi  est  générale  à  l'aide  de 
la  relation  de  récurrence 

2  cos  (  m  —  i)  a  =  4  cos  a  cos  ma  —  2  cos  {m  —  \  )a. 

Cela  posé,  soit  a  un  arc  commensurable  avec  -,  et  2/7 
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un  nombre  jiair  posilit  tel  que  'ipn  soil  un  multiple  de  ". 
Remplaçons  m  par  -ij)  dans  la  formule  (i);  on  a 
cos2/7«  :=  ih  2,  et  la  formule  (i)  devient 

\    =  2  =  ('2COSrt)2P—  AJ/,  (2COSa)V'-2_L..  .  . 
■^•^       "        )  -F(— l)7A7„(2COS«)2/'-2'7-h... 

OU,  en  posant 

„  ^  /(.r)  =  .r/'  — A 1/,  5" /'-'-+-... 

^    '  I  -+-(— i)'7A7„:r/'-7-h..  .=t2r^o. 

On  voit  doue  que  x  est  i-acine  dune  écjuation  algébricpie 
à  coefficients  entiei's,  le  premier  coeflicient  étant  égal 
à  l'unité.  Si  celte  équation  admet  une  raciue  conimen- 
surable,  on  sait  que  cette  racine  est  égale  à  un  nombre 
entier.  Comme  x  est  compris  entre  o  vX  4^  les  seules 
valeurs  aduiissibles  sont  o,  i,  2,  3,  4  et,  pai' conséquent, 
les  seules  valeurs  possibles  de  cos«  sont  : 

0,3:-,      rh—— ,      ±  — ,      ±1. 

On  voit  qu'en  se  bornant  au  premier  quadrant  les  seuls 
arcs  répondant  à  la  question  sont  les  arcs  de  o",  3o",  45", 
60°,  90". 

i2.  La  question  peut  être  généralisée.  Je  dirai,  pour 
abréger,  qu'un  nombres  est  une  inationnelle  algébrique 
d'ordre  /",  lorsque  x  est  racine  d'une  é(]uation  algébrique 
entière  d'ordre  /•,  irréductible,  à  coeflicients  commensu- 
rables.  Proposons-nous  d'obtenir  tous  les  arcs,  commen- 
surables  avec  la  circonférence,  dont  une  des  lignes 
trigonométriques  est  une  iirationnelle  d'un  ordre  donné. 
Le  problème  sera  évidemuieut  résolu,  si  Ton  a  obtenu 
tous  les  arcs,  commensurables  avec  r:,  pour  lesquels  le 
carré  du  cosinus  est  une  irialionuelle  d'un  ordre  /■  donné 
à  l'avance. 
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Soient  donc  a  un  arc  coinmcnsurahlc  avec  t:,  cl  p./'  un 
nombre  entier  lel  que  :>./>ii.  soit  un  multiple  de?:.  Le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (3)  doit  admettie  un  divi- 
seur de  degi'é  /',  à  coeffieieuls  commiaisurables.  S'il  en 
est  ainsi,  on  sait,  d'après  un  théorème  dû  à  (ïauss,  (jue 
/(x)  doit  être  le  produit  de  deux  polynômes  f{x)  et 
'\>{x)  à  coefiicients  entiers,  CD(.r)  étant  de  degré  /"^  comme 
le  eoeflicîent  de  aP  dans  J'(x')  est  un,  le  coelïicient  de 
x'"  dans  Zi{x)  doit  aussi  être  égal  à  l'unité,  et,  par  suite, 
X  doit  être  racine  d'une  équation  de  degré  /■ 

o{x)  =  x''-+-  Ai-''-'  -h  Bx'-'-h.  . .  -I-  L  —  o, 

dont  tous  les  coeffîcieuts  A,  B,  . . .  ,  L  sont  des  nombres 
entiers.  Comme  toutes  les  racines  de  cette  équation 
doivent  être  comprises  entre  o  et  4,  ou  a  immédiatement 
une  limite  supérieure  de  chacun  des  coelficients  A,  B, 
C,.  .  .  ,L.  Il  n'y  a  donc  qu'un  nomhie  //"//f  d'arcs  répon- 
dant à  la  question,  en  ne  considérant  pas  comme  distincts 
deux  arcs  qui  diffèrent  par  un  multiple  de  -iz. 

Il  résulte  aussi  de  là  qu'une  irrationnelle  donnée  7  ne 
peut  être  le  cosinus  d'un  arc  eommensurable  avec  t  que 
si  4jK'  est  racine  d'une  équation  algébrique  irréductible 
à  coefficients  entiers,  le  premier  coelficient  étant  l'unité, 
ayant  toutes  ses  racines  positiv<;s  et  inférieures  à  4-  l^'ar 
exemple,  soit  A  un  nondire  jationnel,  qui  n'est  pas  égal 
au  cube  d'un  autre  nombre  rationnel;  (,/ A  ne  peut  pas 
être  égal  au  cosinus  d'un  arc  eommensurable  avec  t:. 

Proposons-nous,  pour  donner  une  application,  de 
trouver  tous  les  arcs  commensnrables  avec  ~,  pour  les- 
quels le  carré  du  cosinus  est  une  irrationnelle  du  second 
degré.  D'a{)rès  ce  qu'on  vient  de  voir,  x  =  \vos'-a  doit 
être  racine  d'une  é(juation  du  second  degié 

jr2  —  A  >r  H-  B  ^  o, 
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où  A  et  B  soûl  des  nombres  entiers  positifs,  ayant  ses 
deux  racines  réelles  et  positives,  et  inférieures  à  4^  ^^' 
qui  exige  que  l'on  ait 

A<8,     B<i6.     A2— 4B>o,     iG  +  B>4A. 

En  négligeant  les  équations  qui  admettent  des  racines 
entières,  on  ne  trouve  que  quatre  équations  satisfaisant 
à  ces  conditions 

x^ — 4-^  "^2  =  0,     x- — 5j"-i-5=o; 

les  seules  valeurs  possibles  pour  cosa  sont  donc  les  sui- 
vantes : 

,    l/3±v/5  ±:i±v/5 


cosa  = 


Les  arcs  correspondants  sont  bien  commensurables  avec 
la  circonférence.  On  a,  en  ellet,  en  se  bornant  au  pre- 
mier quadrant. 

-        v''6  -i-  /a  5  t:       /6  —  J-2 

COS  —  =    ; ?  COS  =    y » 

12  4  i'^  4 


4 

4 

V2-4-  y/a 

2 

/ 
V  1 0  -t-  2 

v/5 

"10  4  10  4 
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COXCOURS  POIR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  M  1894- 


I.  Par  chaque  point  M  d'un  plan  rapporté  à  des  coordonnées 
rectangulaires  Ox,  Oy  passent  deux  des  hyperboles  repré- 
sentées par  l'équation 

(i)  a^.ry  h-  ay  -{-  t  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable.  Sur  quelle  courbe  (G)  le 
point  M  doit-il  se  trouver  pour  que  les  deux  hyperboles  se 
coupent  en  ce  point  à  angle  droit? 

En  combien  de  points  réels,  à  distance  finie  et  distincts  de 
l'origine,  la  courbe  (G)  rencontre-t-elle  l'hyperbole  définie 
par  l'équation  (i)? 

Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a  et  b  pour  que  les 
deux  hyperboles  définies  par  les  équations 

a^xy  -h  a  y  -+-  :r  ==  o,         b-xy  -\-  by  -i-  a?  =  o 

se  coupent  à  angle  droit  en  uu  point  autre  que  l'origine?  Gelte 
relation,  si  l'on  y  regarde  «  et  6  comme  les  coordonnées  d'un 
point,  définit  une  courbe;  on  construira  cette  courbe  et  l'on 
cherchera  en  combien  de  points  réels,  à  distance  finie  et  dis- 
tincts de  l'origine,  elle  rencontre  la  courbe  (G). 

II.  Etant  donnés  trois  nombres  inégaux  «,  b,  c,  on  considère 
les  six  points  qui,  rapportés  à  un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires Oxyz,  ont  res|jectivement  pour  coordonnées  «,  b, 
c;  b,  c,  a;  c,  a,  b;  b,  a,  c;  c,  b,  a;  a,  c,  b.  Démontrer  que  ces 
six  points  sont  sur  un  cercle;  former  les  équations  du  plan  de 
ce  cercle  et  du  cône  qui  a  ce  même  cercle  pour  directrice  et 
l'origine  des  coordonnées  pour  sommet. 
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COXCOIRS  GENERAL  DE  1895. 


Mathématiques  spéciales. 

Première  question.  —  On  considère  l'équation 

cl- Y         /  -  dy       i 

iax-—  bx  -+-  c)  -r4-  -I-  2  (  A.r  -h  ,u)  -f-  -f-  Ay  =  o. 

1°  Les  constantes  réelles  a,  b,  c,  X,  [j.  étant  données,  on 
demande  de  prouver  que  l'on  peut  choisir  la  constante  A-,  de 
manière  que  l'équation  précédente  soit  vérifiée  par  un  poly- 
nôme j^  =  f{x)  de  degré  donné  ri. 

1"  On  suppose  ensuite  que  le  trinôme 

a x--h  bx  -\-  c 

a  ses  racines  a^,,  «i  réelles  et  distinctes  et  que,  dans  la  décom- 

À  ^  -4-  !-t  ,.        .  .       ,         , .  /-    • 

position   de i — en    tractions    simples    deimie    par 

•  ax^-irbx-\-c  ' 

l'identité 

X  X  -f-  ;jL  0(0  sC) 

^/  ^'-  -I-  6 .r  -T-  c       .r  —  f/o       .r  —  «i 

les  coefficients  ao,  aj  sont  positifs  et  différents  de  zéro. 
Démontrer  que,  dans  ces  conditions,  l'équation 

f{x)^o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  ao  et  aj. 

On  examinera  si  cette  équation  peut  avoir  des  racines  mul- 
tiples. 

Deuxième  question.  —  On  donne  une  courbe  du  troisième 
degré  C3  définie  par  les  équations 

où  X  et  [ji  désignent  deux  variables  indépendantes  que,  pour 
abréger,  nous  appellerons  les  coordonnées  du  point  a  de  la 
courbe  G.-). 


(  ^r,!  ) 

1"  Trouver  la  rolalioii  (|iii  iloii  lier  les  cuordonnôcs  de  trois 
points  «1,  «2,  «3  lie  la  rourbe  (Ij  pour  que  ces  points  soient 
eu  lit;ne  droite. 

■>,"  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  coordonnées  de  six 
points  ai,  a^.  a^i  «4,  «5,  (^/u  <lo  cette  courbe  pour  que  ces  points 
soient  sur  une  conique. 

Déduire  de  là  la  condition  nécessaire  et  suffisante  |)0ur  que, 
par  trois  points  «j,  a-i,  <73  de  la  Courbe  C3,  on  puisse  faire  pas- 
ser une  conique  C2,  touchant  C3  aux  points  «i,  «2,  «3- 

Les  côtés  du  triangle  a,  «9  «3  coupent  C3  en  des  points  61,  62, 
/V3,  situés  sur  une  droite  D. 

Les  droites  qui  touchent  la  courbe  C3  aux  points  «,,  a-i,  «3 
la  coupent  en  des  points  Cj,  Cj,  C3  situés  sur  une  droite  A. 

La  droite  D  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques 
Go  qui  lui  correspondent? 

La  droite  A  étant  donnée,  quel  est  le  nombre  des  coniques 
Go  qui  lui  correspondent? 


\OTE  SLR  mi   FORMULE   BIE\  CONNUE 
DE  L\  GÉOMÉTRIE  IMAGINAIRE; 

Par  m.  B.  KAGAN. 


On  sait  bien  que  l'aire  (A)  d'un  triangle  rectiligne 
dans  l'espace  hyperbolique  est  propoilionnelle  à  la  dif- 
férence id  —  (A-f-B-4-C),  A,B,  C  étant  les  angles 
de  ce  triangle.  Si  l'on  prend  pour  unité  l'aire  (0)  du 
triangle,  dans  lequel  cette  différence  est  égale  à  l'unité 
angulaire  (ce  qui  est  toujours  possible,  pourvu  (jue 
celle-ci  soit  moindre  que  2c/),  on  tire  de  cette  relation 
l'équation  fondamentale 

(1)  A  =  2f/— A  — B  — G, 

qui  ne  dépend  pas  du  choix  de  l'unité  angulaire,  parce 
que  celle  de  surface  lui  est  proportionnelle.    Pour  un 
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triaiii^lc,  rcclanglc  eu  C,  cette  lorniule  devient 

A  r^  r/—  A  -  R. 

Si  la  catliète  AC(=Z»)  reste  invariable,  tandis  que 
l'autre  catliète  AB(=  a)  augmente  infiniment,  ^B  tend 
vers  o  et  <:^  C  vers  n(^).  Donc 

(2)  \im  \  =  d  —  U{b)         (rt    — x). 

Pour  passer  de  la  géométrie  imaginaire  à  celle  d'Eu- 
clide,  il  ne  faut  que  poser 

M(  j")  =  conslanle  =  d. 

J)on<;  la  formule  (•>. )  nous  donne  pour  l'espace  eucli- 
dien 

(va)  lim  A  =  o. 

Or,  on  sait  bien  que  cette  limite  est  égale  (dans  ce 
cas-ci)  à  oc.  Il  est  clair  que  ce  n'est  qu'une  contradiction 
apparcnite.  Dans  l'équation  (1),  A  désigne  la  mesure  de 
l'aire  du  triangle,  c'est-à-dire  son  rapport  à  l'aire  0. 
En  l'exprimant  explicitement,  on  reçoit 

(3)  -=2^  —  A  —  B  —  C. 

Dans  l'espace  euclidien,  le  triangle,  dont  l'aii-e  est 
prise  pour  unité  ci-dessus,  n'existe  pas;  pour  unité  de 
surface  y  est  adoptée  la  double  aire  (20')  d'un  triangle 
rectangle,  dont  les  catliètes  sont  égales  à  l'unité  de  lon- 
gueur. L'équation  (3  a)  n'exprime  que  la  proposition 
suivante  :  le  rapport  de  l'aire  d'un  triangle  rectangle, 
dont  une  des  catliètes  est  constante  et  l'autre  augmente 
infiniment,  à  celle  d'un  triangle  (ô),  pour  lequel 
2rl — A^ —  B — ^C  est  égal  à  l'unité  angulaire,  tend 
vers  o  avec  la  courbure  de  l'espace.  La  contradiction 
apparente  ci-dessus  interprétée  convenablement  conduit 


(  ^^^3  ) 
à  la  conclusion,  que  le  rapport  (~)  augmente  infiuî- 

nient,  quand  la  courbure  négative  de  l'espace  tend  vers 
zéro . 

II  s'agit,  eu  premier  lieu,  de  constater  analytique- 
ment  cette  affirmation.  En  second  lieu,  nous  allons  pré- 
senter quelques  considérations  où  la  formule  (i)  trouve 
son  application. 

A,  B  et  C  étant  les  angles  d'un  triangle  rectiligne 
dans  l'espace  de  courbure  constante  négative,  a,  b  et  c 
les  côtés  opposés,  on  a 

(4)  sinn(a)  (cos  A  -H  cosB  cosC)  =  sinB  sinC. 
D'autre  part, 

/    .    „  ,  sinn(^)  sinn(r) 

]  ^         -^  '        i-h  cosn(37)  cosn(y) 

(5)  ' 

i         „,  ,         cosn(a7)-t- cosn(  r) 

f  cosn(a^-4- v)= -i-, „ -^  , » 

l  ^         ^'^  '       i-t-cosn(rr)cosn(j') 

En  conséquence, 

sinn(-î^)  = ,„;     , 

\  ^       '        i-hcos2n(a7) 

J                             2cosn(.r) 
f  cosn('2.r)=:  — /     ; 

d'où  l'on  lire  sans  peine 

\'x  I       y     I  -i-  SI n  11(07^ 

mgn(.r)  =  à/ ■  '„/    , 


' 


tar 


où  le  radical  doit  être  compté  positif  pour  les  valeurs 
positives  de  l'argument  x. 

Ann.de  Mathéniat.,   3'^série,   l.  \IV.   (Juin   i!^95.)  l8 
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En  combinant  les  formules  (4)  et(y),  on  reçoit 


sinB  sin  G 
ta 


■"-(^)y- 


A-^B  +  G         B-^G  —  A 

s cos 


'0^z:i^ 


sinB  sin  G 


G  — B  G-hB  — A 

cos 


ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  (3), 


_  sinB  sin  G 

tan 


.     /\    \\     .     / .         1    A 

sin     -   ^      sin     A  H -^ 

\  2    0/  V  ■^.    0 


.    „  / a\              /                    sin  B  sinG 
sinn(-)=        /  ; — ; —  • 

^^)   y/si„(B.i|)si„(c.i|; 

Ces  formules,  combinées  avec  celles  que  l'on  en  tire 
par  analogie,  nous  donnent 

•    ,t/c\        „/b\         „/a\       ^'"(.ï  SJ 
sinllf  -  )  cotnf  -      cotnf  -     = ■    ^    ^  • 

\i/  \-i/  \i  J  sin  G 

Or,   ha  désignant   la   hauteur  AD  du  triangle  ABC, 
abaissée  du  sommet  A,  ou  tire  du  triangle  rectangle  ADC, 

sinG  =  cotri(Aa)  tangn(6). 

Après  la  substitution  de  cette  expression,  la  formule 
précédente  devient 

sinn(-  4)=  sinn(-)  cotn(  -  j  coin/|  j  tangn(è)cotn(/ia). 

Or,  une  simple  combinaison  des  formules  (j)  donne 

(8)  cotn(- j  tangn(i)  —  -sinn/^- j, 
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cl  1  ou  reçoit  Ijnalcmcul 

(9)      sinj'-  t)==-  sinn/'-')  sinn/'-^  cotU  (^\  cotU {ha). 

Dans  le  cas  où  le  triangle  est  rectangle  en  C, 

ha  =  b  ; 

si  on  le  substitue  dans  l'équation  (9)  et  que  l'on  y  ap- 
plique de  nouveau  la  relation  (8),  on  reçoit 


1  A 
sin  I  — ^ 

2  0 


=  sinn(£jcotn(0cotn(^) 

En  particulier, 
(10)  sin(-  ^  j  =  sinn(  ^  )  cotn(  ;^  )  cotn  (-Î- ), 


2  /  \  2  /  \  2 


OÙ  c'  désigne  l'hvpoténuse  du  triangle  rectangle  équi- 
latère,  dont  les  catliètes  sont  égales  à  l'unité  de  lon- 
gueur. 

Comme  il  en  a  été  déjà  fait  mention,  les  équations  (i) 
et  (3)  ne  dépendent  que  du  choix  de  l'unité  angulaiie. 
On  peut  donc  la  choisir  de  telle  manière  que  2r/  =  7:, 
ce  qui  revient  à  mesurer  l'angle  par  le  rapport  de  l'arc 
correspondant  à  son  rayon  géodésique  sur  la  sphère 
limite.  Alors  il  est  permis  de  substituer  eu  (9)  et  (10), 

au  lieu  de  sin  (-  ^  h  l'aiguinent  (  -  -^jj  celui-ci  devenant 

infiniment  petit.  Si  la  courbure  —  -p  de  l'espace  tend 
vers  o,  les  côtés  rt,  Z»,  c  du  triangle  restant  finis,   les 

abc,.  •     r     •  •         ^^ 

rapports  t-?  jj  -.  deviennent  intinnnent  petits.  Comme 
il    est    permis,   dans   ce  cas.  de    substituer  au  lieu  de 
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siiin(a),  taiign(a),  .  .  . ,  i  et  y  ,  •  •  -,  en  négligeant  les 
infiniment  petits  des  ordres  supérieurs,  on  voit  (9),  (10) 
que  les  rapports  -^  et  —  tendent  aussi  vers  o.  Donc  les 
équations  (9)  et  (10)  deviennent 

A        I  a  ha 
(III  ^  =  ----—-  , 

0        11/ 

0'        I    I    r 

En  divisant  ces  équations  l'une  par  l'autie,  on  reçoit 
la  formule  euclidienne 


Il  m  — ^  =  -  -  —  (  /  =  ^). 

•ir)         2    11 


En  outre,  l'équation  (12)  prouve  que 


0 
lim  ^   =0  (/  =  3o).  C.Q.F.D. 

0 


11  est  évident  que  le  sens  de  cette  proposition  est 
purement  analytique.  C'est  seulement  dans  le  cas  où 
on  l'applique  à  des  ensembles,  dans  lesquels  on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  en  conservant  la  môme  unité  de 
longueur,  qu'elle  admet  une  interprétation  réelle. 

La  circonférence  (C)  et  l'aire  (K)  du  cercle  s'expri- 
ment dans  la  géométiie  imaginaire  par  les  formules 
suivantes 


(13)  C  =  ^.-cotnfr), 

(14  j  K  =  4-cof2n 


Donc,  pour  la  surface  (o-jd  un  secteur,  dont  l'arc  a  la 


(  ^■-:  ) 

longueur  s,  ou  a  l'expression  suivante 


•2  5  cot^n  , 
s  K  \  2 


C  /cotII(/-) 

ou  bien,  en  la  transformant  au  moyen  de  la  formule  (8), 

,  =  £c„s,t(^-). 

En  désignant  par  a  A  Faire  du  triangle  qui  est  foimé 
par  les  deux  rayons  extrêmes  et  la  corde  (^a)  du  sec- 
teur, et  par  t  celle  du  segment,  on  reçoit 


:^cosn(Jj--.. 


Si  le  rayon  du  cercle  augmente  infiniment,  l'arc  (s) 
s'approche  de  l'arc  (s')  du  cercle  limite,  qui  correspond 
à  la  corde  (2),).  Or 

s'  =  -z  l  cot  n  (  À  )  ; 
donc 

lim  K  cosn  (  -  j     =  2cotn(X  )         (r  =  x). 

D'autre  part,  selon  la  formule  (2), 

limCaA)  =  -  —  2n(X  )         (r  =  oo). 

La  démonstration  de  la  formule  (i4)  suppose,  essen- 
tiellement, que  les  arcs  du  cercle  sont  mesurés  par  leur 
rapport  à  leur  rajon  géodésique,  ce  qui  nous  oblige 
d'exprimer  2d  par  t:.  En  conséquence, 

•:'  =  liniT,,.-»)  =  2  cotn(X  )H-  2n(X) —  -, 

t' désignant  l'aire  du  segment  d'un  cercle  limite,  dont 
la  corde  est  égale  à  2).. 


(  .58  ) 
Comme  la  mesure  de  cette  surface  est  toujours  posi- 
tive, on  a 

(i5)  2cotn(X)+2-(X)>  n      (À>o). 

Or 

>.  ). 

e'  —  e~'  I  _^' 

cotn(X)  =  ,  tang-n()0  =  e    /. 

En  sul)slituant  ces  expressions  dans  l'inégalité  (i5), 

on  reçoit 

_  ''       L  '• 

(i6)  4arctange    ^ -^  êî  —  e    ^>l\         (À>o) 

ou  bien 

(17)  4  arc  cote' -f- e'  — e    '>n  (X>o). 

Si   Ton  pose  enfin    dans  (16)  e    '  ^  3   et  dans  (17) 
>. 
e^  =  c,  on  eu  tire 

4  arc  tangc  -h  -  —  ;:  >  -jr         (z  <  i), 

4  arc  cot  J    -t-  -  — ~  >  ^^         (->!)• 

Ces  inégalités  admettent  certainement  une  démon- 
stration analytique;  les  considérations  qui  précèdent 
leur  donnent  l'interprétation  géométrique. 


(/    REMARQUE  SLR  LA  YALELR  !)E  «';     i'«e  ^/^ 

Par  m.  Vladimir  VARIGAK.  ^'^^ 

Professeur  à  Osijek  (Esseg),  en  Slavonie. 


La  vraie  valeur  de  cette  expression  a  été  déterminée 
déjà  par  Euler.  Prenant  pour  point  de  départ 


C05 OL  -r-  i  sin  a  =^  e'^, 
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équation  fondamentale  dans  la  théorie  des  imaginaires, 
on  trouve 

Élevant  de  côté  et  d'autre  à  la  puissance  i,  on  obtient 


Jusqu'à  ce  moment  j'estimai  ce  résultat  incontes- 
table; maintenant  je  trouve  dans  la  Géométrie  de  po- 
sition de  Mouchot  ('),  à  la  page  i46,  le  raisonnement 
que  voici  : 

Comme  il  est  certain  que 

T.    . 
—  l 

£  =  e-    , 
Euler  ne  fait  pas  difficulté  d'en  conclure 

u 
ii  =  e"  '  , 
et,  par  suite, 

■n 
—  ii  =  e^  ,         

Vallès  conteste,    non   sans  raison,    l'exactitude    des 
deux  dernières  formules,  puisqu'il  en  résulterait 

e    '  -h  e^  =  o; 
d'où 

e"  =  —  I, 

conséquence  absurde,  et  qui  ne  saurait  provenir  que 
d' une  fausse  hypothèse. 


(')  A.  Mouchot,  Z,e5  nouvelles  bases  de  la  Géométrie  supérieure. 
Paris.  i8qt. 
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Afin  de  donnez'  Jes  valeurs  exactes,  M.  Moucliot  évalue 
par  son  procédé  puretneni  géométrique  les  logarithmes 
de  i'  et  de  —  i'.  A  la  page  i4i  de  l'Ouvrage  cité,  il 
donne  les  égalités 

i'  =±  i        et         —  i'  =  zp  i\ 

d'où  il  suit  que  i'  et  —  i'  ont  pour  logarithmes,  l'un 
dz  -  /,  l'autre  zp-  i.  Il  en  résulte 


et,  si  l'on  applique  à  ces  nouvelles  formules  le  raison- 
nement de  Vallès,  on  trouve 

±—  /  H=—  ( 

e    -    -4-  e    -    =  o  ; 
d'où 

e±TO-  =  —  I , 

résultat  exact  ('). 

Tout  cela  m'étonnait  bien.  Je  lus  plusieurs  fois  ce 
passage;  cela  m'eût  coûté  beaucoup  d'admettre  que  la 
déduction  d'Euler  soit  erronée.  Celle  de  Mouchot- 
Vallès  me  semblait  l'être  du  moment  où  j'ai  lu  h  la 
page  \3g  de  l'Ouvrage  cité  «  qu'élever  une  vectrice  à 
la  puissance  i,  c'est  la  convertir  en  une  autre  vectrice 
ajant  pour  logarithme  le  sien  change  de  mode  »,  et 
pourtant  quand  l'auteur  opère  avec  les  angles,  dont  la 
tangente  excède  l'unité,  il  ne  suit  pas  cette  règle  (-). 
Sur  cette  déduction  douteuse  s'appuie  la  détermination 
des  logarithmes  de  i'  et  de  —  i'. 

Je  regrette  que  M.  Mouchot  n'ait  pas  dit  où  se  trouve 


(')  Ouvrage  cilé,  p.   l'i-. 

{')   Voiries  quatre  dernières  lignes  de  la  page  i3i). 


(  ^<>'  ) 

la  lemarqtu;  de  Vallès  siii-  l'iiiexaclitude  de  la  forimile 
d'Euler,  car    je  voudrais  bien  connaître  son  analyse  el 


savoir  d'où  il  a  tiré  l'égal! lé 


Elle  est  évidemment  fausse,  et  c'est  bien  diflicile  de 
croire  qu'elle  se  trouve  dans  Euler.  Après  tout,  il  nie 
semble  qu'elle  dérive  d'un  Lapsus  calanii. 

En  faisant 

cosa  —  <sina  =  e~'=' 

et,  pour  a  =  -  ) 

—  l  — 

—  i  =  e      -  , 
on  a,  élevant  à  la  puissance  /, 

Si  l'on  oublie  de  mettre  la  base  — i  entre  paren- 
thèses, on  a  la  seconde  équation  en  question.  Au  moins 
j'ai  en  vain  tenté  de  la  déduire  d'une  autre  manière. 
Mais  il  n'est  pas  permis  d'omettre  les  parenthèses; 
( —  iy  n'est  pas  égal  à  — i'.  .^«^27/-^ 

D'ailleurs  on  a 

et  en  (in 


comme  la  seconde  équation.  Avec  elle  on  ne  peut  ti- 
l'er  aucune  conséquence  absurde,  mais  avec  celles  de 
M.  Mouchot  on  le  peut  de  la  manière  suivante    :  nous 
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avons  vu  (ju'il  est  arrivé  à  l'égalité 


prenons  les  logarithmes  népériens,  nous  aurons 


...         ,     Tl    . 
lu  =  d=    -  î 


et,  quand  l'on  supprime  le  facteur  i,  il  vient 

conséquence  absurde  et  qui  est  en  contradiction  avec 
l'expression  donnée  à  la  page  146, 


li  —  iik  -\ —  j  Tii, 
k  désignant  un  nombre  quelconque  ou  zéro. 


SUK  LA  COIRBIRE  DU  CONTOUR  APPARENT  D'UNE  SURFACE 
PROJETÉE  ORTHOGONALEMENT; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


Soient,  en  un  point  M  de  la  courbe  de  contact  C  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  projetant  P,  MX  et  M  Y  les 
tangentes  aux  sections  principales  dont  les  rayons  de 
courbure  sont  Ro  et  R),  M./?i  la  génératrice  du  cylindre 
projetant,  m  étant  la  projection  de  M,  MT  la  tangente 
à  la  courbe  C,  MS  la  tangente  à  la  section  droite  du 
cylindre  P,  droite  perpendiculaire  à  JM//i  en  ]M. 


(  ^63  ) 

Appelons,  en  outre,  R^  et  II,,,  les  rayons  de  eourbure 
en  M  des  sections  normales  de  la  surface,  menées  par 
MT  et  Mm,  /■  le  rayon  de  eouibure  du  contour  appa- 
rent en  7«,  égal  à  celui  de  la  section  droite  du  cylindre 
P  en  M,  0,  T,  a  les  angles  que  MT,  MS  et  Mfn  font 
avec  MX,  a  Fangle  TMfti. 

La  relation  d'Euler  donne,  lorsqu'on  l'applique  à  la 
surface  S, 

I  cos'iJi        sin^fji 


(0 

et  au  cylindre  P, 


R//J  ^0  Ri 


cos-    a  


(a)  /■  =  Rt  sin^a. 

Puisque,  d'après  le  théorème  de  Dupin,  les  droites 
MT  et  Mm  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indica- 
trice au  point  M,  on  a,  par  application  des  tliéorèmes 
d'Apollonius 

(3)  Rt  +  R,„  =  Ro+Ri, 

(4)  RTR,„sin5a=  RoRi. 

Des  formules  (2)  et  (3)  on  tire 

...  RoRi 

(5)  r=  — — , 

formule  qui  peut  se  traduire  par  ce  théorème  : 

Le  produit  de  la  courbure  en  M  de  la  section  nor- 
male faite  dans  la  surface  S  par  la  génératrice  M//i, 
par  la  courbure  en  m  du  contour  apparent,  est  égal  à 
la  courbure  totale  de  la  surface  S  en  M. 


(  -^M  ) 

Au  moyen  de  la  formule  (3  ),  la  formule  (5)  peul  être 
transformée  en 

RqRi 


(6) 


Ro-f-Ri— Rt 


formule  qui  lie  la  courbure  du  contour  apparent  à  la 
courbure  normale  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface 
et  du  cylindre  projetant. 

Enfin  la  formule  (5),  transformée  au  moyen  de  (i), 
donne 

r  =  Ri  cos2  ijL  -+-  Ro  sin-  ijl 
OU 

(7)  /•  =  Ro  cos^u -+- Ri  sin"-(T. 

Cette  dernière  formule  est  celle  que  M.  Mannlieim 
obtient  dans  son  Cours  de  Géométrie  descriptive 
(2''  édit.,  p.  Sai),  en  faisant  intervenir  la  considération 
de  la  normalie  à  la  surface  S  le  Ions  de  la  courbe  C. 


COXCOIRS  D'ADMISSIO\  A  L'ÉCOLE  POLYTECIIMOIE  EN  1895. 


Composition  de  Mathématiques. 

On  donne,  d'une  part,  deux  droites  D  et  D'  ne  se  coupant 
pas;  d'autre  part,  deux  autres  droites,  A  et  A'  ne  se  coupant 
pas.  On  considère  une  droite  variable  OA  passant  par  l'origine 
O,  et  située  dans  le  plan  de  coordonnées  xOy. 

\°  Former  l'équation  de  la  surface  du  deuxième  degré  S  qui 
contient  D,  D'  et  OA. 

2"  La  surface  S,  et  la  surface  analogue  X  qui  contient  A,  A' 
et  OA,  se  coupent,   en  dehors   de    OA.    suivant   une   certaine 


(   ?.(;;■")   ) 

courbe.  Trouver  la  siiil'aro  lien  f;ôotnt''tiiqiie  de  cette  courbe, 
lorsque  OA  décrit  le  plan  xOy. 

3"  Déterminer  les  droites  situées  sur  cette  surface. 

4"  Etudier  complètement  (-ette  surface  dans  le  cas  particulier 
où  les  quatre  droites  D,  D',  A  et  \'  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  système  d'un  hyperboloïde  tani;ent  en  O  au  plan  ccOy. 
et  montrer  que,  dans  ce  ras,  le  lien  comprend  un  plan  qui 
demeure  invarial)le  lorsque  les  quatre  droites  décrivent  res- 
pecli\ement  des  plans  passant  par  le  point  O. 

A.   B.  On  conservera  les   notations  indiquées. 

Epure. 

Un  tore  à  axe  vertical  a  son  centre  :  i"à  140"""  du  bord  droit 
de  la  feuille,  -i"  à  iSo"""  du  bord  inférieur  en  projection  hori- 
zontale, et  à  3io"""  du  même  bord  en  projection  verticale.  Le 
cercle  méridien  a  28"""  de  rayon,  et  son  centre  est  à  68"""  de 
distance  de  l'axe  du  tore. 

Une  sphère  de  24"""  de  rayon  touche  l'axe  du  tore  à  4o""" 
au-dessus  du  centre  de  celui-ci.  En  projection  horizontale  le 
centre  de  cette  sphère  est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  de  deux 
droites  issues  du  centre  du  tore,  l'une  de  front  dirigée  vers  la 
gauche,  l'autre  debout  dirigée  vers  le  haut  de  la  feuille.  A  cette 
sphère  est  circonscrit  un  cône  dont  le  sommet  est  sur  l'axe  du 
tore,  à  gS"'"'  au-dessus  du  centre  de  celui-ci. 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  la  partie  du 
tore  supposé  plein  qui  est  intérieure  au  cône.  La  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces  sera  en  traits  noirs  pleins  pour 
les  parties  vues,  en  points  noirs  ronds  pour  les  parties  cachées. 

On  indiquera  en  traits  rouges  la  construction  :  i»  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point;  9,"  d'un 
point  de  la  courbe,  choisi  sur  chacun  des  contours  apparents 
circulaires  du  tore;  3°  de  la  sphère,  ainsi  que  des  parties  du 
tore  et  du  cône  en  dehors  de  l'intersection. 


Calcul  l ri f;-o  110 11) é t riq ue . 

On    donne    dans   un   triangle    la   base  r/ =  22  J79'".  <S3,   et   les 
deux  angles  B  =  7 1"  ,>.■;>.' 3  |",  ">  ;  G  =  39"  ji'io'',(). 
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Calculer  A,  b,  c,  la  surface  S,  et  la  hauteur  H  correspon- 
dant à  la  base  a. 

Composition  de  Physique  et  Chimie. 

Physique.  —  I.  Lunette  de  Galilée. 

II.  Détermination  du  poids  d'un  litre  d'air  à  o",  et  à  la  pres- 
sion de  76""".  (On  supposera  connue  la  détermination  du  poids 
spécifique  des  gaz.) 

Chimie.  —  Indiquer  :  i»  les  différences  qui  existent  entre  le 
chlore  et  l'azote,  et  entre  leurs  composés;  2°  les  rapproche- 
ments "qu'on  peut  établir  entre  ces  corps. 

Composition  française. 

Expliquer  et  justifier  cette  pensée  d'un  écrivain  étranger  : 
«  La  France  réserve  d'heureuses  surprises  à  ses  amis  et  à 
ses  ennemis  aux  plus  tristes  jours  de  son  histoire.  Il  y  a  dans 
ce  peuple  étrange,  après  les  désastres  et  les  décadences,  une 
vigueur  de  renaissance,  une  vitalité  excitée  par  le  malheur, 
une  faculté  à  revivre  qui  doivent  mettre  en  garde  ses  ennemis 
les  plus  triomphants  contre  un  mépris  prématuré,  et  les  Fran- 
çais contre  le  découragement  et  le  désespoir,  contre  le  doute 
même  à  l'égard  de  leur  immortelle  patrie.  » 


COURESPOADAXCE. 


Monsieur  le  Rédacteuu, 

Bien  (ju'eu  dépit  d'une  légende  assez  répandue,  le 
sujet  de  la  Composition  mathématique,  pour  l'admission 
à  l'École  Polytechnique,  n'ait  pas  été,  cette  année,  pro- 
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y.osc  par  moi,  j'ai  roiiconli'é,  eu  m'en  occupant,  une 
élégante  solution  géométrique  de  l'une  des  questions 
posées,  qui  intéressera  peut-être  quelques-uns  de  vos 
lecteurs.  Je  vous  demande  la  permission  de  l'exposer 
en  quelques  mots. 

Étant  donnés  deux  couples  de  droites  quelconques 
D,  D'  et  A,  A',  un  plan  P  et  un  point  O  dans  ce  plan, 
il  s'agit  de  trouver  i(^  lieu  de  l'intersection  da  deux  sur- 
faces du  second  ordre  S  et  S,  contenant  toutes  deux 
une  même  droite  variable  OA  du  plan  P  et  passant, 
l'uiie  par  les  droites  D  et  D',  l'autre  par  les  droites  A 
et  A'. 

Soient  rt,  rt',  a,  a'  les  traces  respectives  de  D,  D', 
A,  A' sur  le  plan  P,  b  et  b'  les  points  où  D  et  D'  sont 
rencontrées  par  une  même  droite  issue  du  point  O, 
|5>  et  ^'  les  points  où  A  et  A'  sont  rencontrées  par  une 
même  droite  issue  également  de  O.  Les  droites  aa' 
et  bh',  rencontrant  chacune  les  trois  droites  OA,  D 
et  D'  de  la  surface  S,  sont  situées  sur  cette;  surface. 
Par  suite,  lorsque  OA  pivote  autour  du  point  O,  la 
surface  S  passe  constamment  parle  f|uadrilalêre  gauclie 
aa'b'b,  de  manière  à  engendrer  un  faisceau  ponctuel, 
en  restant  constamment  en  correspondance  homogra- 
pliique  avec  OA.  De  même  la  surface  S  passe  constam- 
ment par  le  quadrilatère  gauche  aoc'jj'^  et  foinie  un 
second  faisceau  ponctuel,  en  restant  également  en  cor- 
respondance homograpliique  avec  OA.  Par  suite,  les 
surfaces  S  et  S  des  deux  faisceaux  se  correspondent 
homographiquement  et,  d'après  un  théorème  bien  connu, 
leur  intersection  complète  engendre  une  surface  du 
(jualrième  ordre.  Mais  l'intersection  comprend  la  droite 
OA  qui  décrit  le  plan  P.  La  cubique  gauche,  complé- 
tant cette  intersection,  engendre  donc  une  surface  du 
troisième  ordre. 
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Celte  surface,  comme  ou  le  voit  presque  imiu(;diate- 
nient,  peut  encore  être  engendrée  de  la  manière  sui- 
vante. On  fait  pivoter  le  plan  P  autour  du  point  O. 
Dans  chacune  de  ses  positions,  ou  joint  les  points  où 
il  rencontre  les  droites  D  el  D',  les  points  où  il  ren- 
contre les  droites  A  et  A'.  Le  point  d'insersection  des 
droites  ainsi  obtenues  engendre  la  surface  du  troi- 
sième ordie  en  question.  Ce  qu'il  v  a  de  particulière- 
ment remarquable,  c'est  que  toute  surface  du  troisième 
ordre  peut  être  décrite  par  le  mode  de  génération  qui 
vient  d'être  indiqué  et  même  d'uu  certain  nombre  de 
manières.  Ce  nombre  est  égal  à  216000,  dans  le  cas  où 
les  9.-J  droites  de  la  surface  sont  réelles.  Enfin  ce  mode 
de  génération  conduit  à  un  mode  de  représentation 
plane  d'une  surface  quelconque  du  troisième  ordre.  En 
effet,  au  plan  P,  mobile  autour  du  point  O,  menons, 
dans  chacune  de  ses  positions,  une  perpendiculaire 
en  O.  La  trace  de  cette  droite  sur  un  plan  fixe  arbi- 
traire correspondra  à  un  point  unique  de  la  surface  et 
réciproquement. 

Il  y  aurait  là  matière  à  de  plus  amples  développe- 
ments; mais  je  me  bornerai  à  ces  remarques  très  géné- 
rales, qui  m'ont  paru  présenter  un  certain  intérêt,  sans 
pouvoir  aKirnier  d'ailleurs  qu'elles  sont  nouvelles. 

\  euillez,  Monsieur  le  Rédacteur,  agréer  l'expression 
de  mes  sentiments  distingués. 

G.  Four.ET. 

Paris,  le  5  juin  1895. 
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SïlU  LES  EXPO^'E^TIELLES  IlSAGÎ^'AîRES; 

l*Mi   M.  G.  TARRY. 


On  sait  que  les  nombres  qui  mesurent  les  angles  sont 
des  logarithmes  dont  la  base  est  e^~'  ou  e.  La  ligure  géo- 
métrique formée  par  deux  droites  qui  se  coupent  repré- 
sente une  infinité  d'angles  égaux  au  point  de  vue  de 
leur  représentation  matérielle,  mais  non  identiques 
puisqu'ils  diffèrent  de  multiples  de  27c.  Pareillement, 
la  figure  algébrique  «  +  Z>  y/ — i  représente  l'infinité 
des  nombres 

égaux  au  point  de  vue  de  la  représentation  matérielle 
algébrique,  mais  non  identiques,  puisque  les  exposants 
diffèrent  de  multiples  de  a?:. 

Ce  rapproclienient  entre  les  angles  et  les  exponen- 
tielles met  en  lumière  cette  vérité  d'apparence  para- 
doxale :  deux  nombres  égaux  élevés  à  des  puissances 
égales  peuvent  donner  deux  nombres  inégaux,  et  réci- 
proquement deux  nombres  inégaux  élevés  à  des  puis- 
sances égales  peuvent  donner  deux  nombres  égaux. 
Ainsi  les  nombres  égaux  t-'^,  t'"'^  élevés  cà  la  puis- 
sance y/ —  I  donnent  les  nombres  inégaux  saW-»^  T-''n\/~ 
et  réciproquement  les  nombres  inégaux  £-'^v/-<,  ei7tv/-i 
élevés  à  la  puissance  — y/ —  1  donnent  les  nombres  égaux 
-271^  £411  f)e  même,  si  l'on  élève  rà  la  puissance  ^  les 
nombres  égaux  (+  i)-  et( —  i)-,  on  obtient  les  nombres 
inégaux  +  1  et  — i . 

Mais  deux  nombres  égaux  et  identicjues,  élevc's  à  des 
Ann.  de  Matliémat..  3'  série,  t.  \IV.  (.Iiiillci  iSip).  iq 
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puissances    égales,    donnent    toujours    deux    nombres 
égaux  et  identiques,  puisqu'on  a  identiquement 

(£a+?v/~+.2).7T)"'-^"v'^=  =(a+pv':rr+2).7:)(//i+«v/rr;_ 

L'exposant  m  +  /2  y/ —  i  représentant  une  infinité  de 
nombres  égaux  et  non  identiques,  on  voit  qu'on  a 
admis  implicitement  le  postulalwn  suivant  : 

Deux  nombres  identiques  élevés  à  des  puissances 
égales  et  non  identiques  donnent  deux  nombres  identi- 
ques. 

Deux  nombres  identiques,  soumis  à  des  opérations 
non  identiques,  ne  pouvant  donner  des  résultats  abso- 
lument identiques,  il  demeure  sous-entendu  que  les 
nombres  obtenus  sont  considérés  comme  identiques  au 
point  de  vue  seulement  de  la  représentation  algébrique 
de  la  forme  e^+Pv"'.  Ces  nombres  diirèrent  nécessaire- 
ment, mais  ils  se  confondent  dans  cette  représentation 
algébrique,  comme  deux  nombres  de  la  forme  s^+Pv-i 
dont  les  exposants  diffèrent  de  271  se  confondent  dans  la 
représentation  a  +  b  \] —  i,  ou  comme  deux  angles  qui 
diffèrent  de  2  7r  se  confondent  dans  la  représentation 
géométrique. 

En  résumé,  si  l'on  veut  éviter  l'introduction  en 
Algèbre  d'une  nouvelle  espèce  de  quantité  imaginaire, 
il  faut  admettre  que  les  nombres 

sont  égaux  au  point  de  vue  de  la  représentation  sous  la 
forme  £«+?v~<. 

Cela  accepté,  aucune  difficulté  ne  peut  se  présenter 
dans  le  calcul  des  exponentielles.  Les  contradictions 
qu'on  a  cru  rencontrer  doivent  être  attribuées  à  des 
raisonnements  inexacts  ou  à  des  erreurs  de  calcul. 
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11  coiivit'iit  de  signaler  ici  une  faute  de  calcul  com- 
mise eu  1876  par  M.  \  allés,  et  qui  ne  parait  pas  avoir 
été  signalée,  car  elle  a  été  répétée  eu  1892  par  M.  Mou- 
chot  (^Nouvelles  bases  de  la  Géométrie  supérieure, 
p.  147). 

On  lit  dans  l'Ouvrage  de  !M.  Vallès  Sur  les  formes 
imaginaires  en  Algèbre  (3*^  partie,  p.  4^)  '• 

«   Dans  la  formule  d'Euler 

e-^*'-'  =  cosa?  -4- y/ —  1  sina;, 

si  l'on  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  y/ — 1,  il 
viendra 

e-^  =  \cos X  -\- \J —  isinj:)  ~  , 

égalité  (jui,  en  faisant  x  =  ->  se  réduit  à 

Tt  

»  Elevons  maintenant  les  deux  termes  de  la  formule 
d'Euler  à  la  puissance  — y/ —  i,  il  viendra 

e^  =(cos.r  4- y/ — 1  sina?)"^^    =:(cosa7 — \/ — isina?)   ~  , 

égalité  qui,  si  l'on  suppose  que  x  devient  -,  donne 

g 2  =(_  ^IT^^- ' .  5  e  £   "e< :^  /^_^ e 

»  Or,  cette  valeur  de — \J — i^  ajoutée  avec  celle  de 
H-V^ —  I      '  donne 

e     ^ -^  e    ~  ^=  o         ou         6^^  =  —  I, 

ce  qu'aucun  géomètre  k  coup  siir  ne  sera  disposé  à  ad- 
mettre.  » 

Le  résultat  auquel  arrive  M.  Vallès  est  dû  à  l'omission 


(  ^7^  ) 
d'une  parenlhèse.  Eii  effet,  si  dans  régalilé 


e^  =  (cosa:  —  /— I  sinx)      ', 


on  suppose  que  x  devient  — ?  on  a 

et  cette  valeur  ajoutée  à  celle  de  H- y —  i^    *  ne  donne 
plus  o. 

On  éviterait  liieu  des  (;ourusions  si  l'on  adoptait  une 
notation  spéciale  pour  distinguer  l'identité  de  la  simple 
f'galité.  Il  est  regrettable  que  le  nième  signe  =  figure 
l'égalité  dans  les  relations 

et  l'identité  dans  les  relations 

\/a\/-   i^=s/a.\/{ — i)2=i/a( — i)'^=v/â. 


PROBLEME  DU  COXCOIRS  GENERAL  DE  1891; 

Par  m.  Raymond  SÉE, 

Élève  (le  Malhémaliqucs  spéciales  au  lycée  Janson  de  Sailly. 


On  donne  un  triangle  ABC  dont  I{\s  côtés  ont  respec- 
livenient  pour  équations 

|X=o, 
•    Y  =  O, 

(   Z  =  o, 

une  conique  S  touchant  en  A  et  B  les  côtes  CA  et  Clî  de 
l'angle  ACB  et  dont  l'équation  est  XY  =  Z-. 

Sur  cette  coni(pie  S.  on  prend  le  point  a  défini  par  les 
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équations  X  =  Y  =  Z,  el  un  poiiil  variable  M  ;  enfin  on 
désigne  par  v  le  point  où  la  droite  C[J.  rencontre  la 
corde  de  contact  AB. 

Gela  posé,  on  joint  le  point  M  à  l'un  des  points  m 
de  AB  qui  or)  t  même  polaire  par  rapport  aux  angles  AMB 
et  uiMv  : 

1"  Démontrer  que,  M  décrivant  S,  la  droite  Mm  en- 
veloppe une  courbe  S  du  quatrième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe,  dont  l'équation  tangentielle  est 


uvw  =  o. 


a'*  Aux  points  où  une  droite  D  rencontre  la  courbe  S, 
on  mène  à  cette  courbe  les  quatre  tangentes  T,,  To,  T3, 
T4,  et  l'on  considère  la  conique  C|  inscrite  dans  le  pen- 
tagone formé  par  ces  quatre  tangentes  et  la  droite  AB. 
Démontrer  que,  si  l'on  assujettit  C|  à  passer  par  un 
point  P,  la  droite  D  enveloppe  une  conique  C^  ; 

3"  Montrer  que  la  conique  Co  se  réduit  à  deux  points 
f,  J'  quand  le  point  P  est  sur  une  certaine  conique  C3. 
Trouver  dans  ce  cas  l'enveloppe  S'  de  la  droite  ^^'  et  le 
lieu  des  points/  et/'. 


S     XY  —  Z2 


BC  X  =  o, 
GA  Y  =  o, 
AB     Z  =  o, 


IX  j  X  ==  Y  =.  Z, 


Ma 


X     Y 

1      I 
I 


M 


X 

=  Y. 

z 

=  0, 

X 

=  xz 

Y 

z 

=  X' 

Les   points  de  AB,  fpii  ont  même  polaire  par  rapport 
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aux  deux  angles  AMB,  ^alViv,  ont  même  conjugué  har- 
monique par  rapport  aux  deux  segments  AB  et  pv  et, 
par  suite,  même  polaire  par  rapport  aux  angles  ACB 
et  pCv. 

(  Z  =  o, 
m  \ 

(   Y  =  aX; 


Fi{ 


sa  polaire  par  rapport  a 

ACB,         aX  +  Y  =  o, 

p  G V ,  X  [ a ( À  —  i)  -h  2 ]  -4-  Y  ( —  -17.1-^1  —  I )  =  o, 

a  (  —  2  aX  -+-  À  —  I  )  =  a  (  À  —  I  )  -4-  2 , 


c'est-à-dire 


a-Â  -h  1  =  o. 


Donc  à  tout  point  M  correspondent  deux  points 


,'  Z  =  o, 


Y=  =  1/-^X. 


réels  si  À  <;  o. 


(  X  =  /,Z, 


iM 


X     ^      Z 

I 

A 


A 


I       a     o 
J'ideiilifie  avec 
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I. 

i   Z  =  o, 
;  avec 

.-  -  a  X  -^  Y  -+-  Z  6. 

M  X  +  p  Y  -I-  IV  Z  =  o, 


a^X 


I 

r= 

i' 

a 

I 

V 

À  a  — 

À 

1 

I          (»' 

(V 

» 

À  "^    i' 

\   a- A 

-M  =  0, 

OU,  en  éliiniiianl  a  t-l  A, 

coui'be  de  la  Iroisiènie  classe. 

Pour  avoir  l'é(}ualioii  poucluellc.  je  clicrclie  l'enve- 
loppe de 

«2  Z  —  0L-\  —  y.\  —  Z  =  o 

(obtenue  eu  lenipiaçaiil  A  dans_M///j,  e'esl-à-dire  que 
j'élimine  a  eiitie 


ia'Z  —  2GtX-+-Y  =  o,  , 

'  V    I 


i:       (  \Y-     ()Z2)2  — .U3YZ-      X2j(3XZ— Y2)r=0. 


a-X-i-aaY  —  3Z  =  o, 
eourbe  du  quairiènie  ordfc. 

11. 
Soit  une  droite  D  de  cooidonnées  «„,  v,,,  «r 

2i  =   lÛ  —  i>^ —  UiiV  =  o. 


-)S  àl.  cil. 

yu  av  ow 

=  Uni  3  u-  ■ —  l'w  )  -\-  l'o  (  3  c'  ■ —  un-  )  —  (r,,  iir  =  o 
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représente  une  coni(jue  tangente  aux  quatre  droites  T,, 
To,  T3,  T^.  Elle  est  de  plus  tangente  à  AB  (puisque  pas 
de  terme  en  vv-).  11  n'y  a  qu'une  seule  conique  tangente 
à  cinq  droites.  L'équation  précédente  est  donc  celle  de 
la  conique  C( , 

Cl  =  3  «0  U-  -+-  3  Vo  V-  —  M|)  VW  Vty  iVll  H'o  uv  =  o. 

Soit 

l'équation  d'un  point  P.  Pour  exprimer  qu'il  est  sur  la 
conique  G,,  j'élimine  (V  et  j'exprime  que  l'équation  ho- 
mogène 

t^o  II      - 


3  Mo  «'^  -+•  3  Po  ^'^  —  "^0  itv  H-  (mo  ^ 


a  ses  racines  égales. 

En  supprimant  les  indices, 

C,  =  (  u.r^,  -t-  vfo  -i-  w  So  )2  —  4  (  3  M-o  —  f'-^o  ) (  3  (^^„  —  uya  )  =  o , 

équation  de  la  conique  enveloppée  par  D. 

III. 

Pour  que  la  conique  Co  se  réduise  à  deux  points,  il 
faut  que  le  premier  membre  de  son  équation  soit  une 
somme  de  deux  carrés  au  plus.  Il  faut  donc  que  les  trois 
demi-dérivées  partielles,  égalées  à  zéro,  aient  en  //,  v^  iv 
un  système  commun  de  solutions,  qui  sont  précisément 
les  cooi'données  de  la  droheff . 

C,  est  de  la  forme  R=^  —  4PQ  =  o, 

P  =  3uco —  ^'•^oj 
Q  =  3t^^o —  "^0- 
^oR  —  270  P  —  0-„Q  —  o, 
(i  )  jo  R  —  6  ^0  P  —  '.i  ^r,  Q  =  o, 

z,  R  =  o. 


(  ^77  ) 
J'éliiiÙDc  1*,  (^,  Il  :  il    vient 

AIî         Z  =  o, 
G3=XY-9Z2=o, 

conique  bilaiigente  à  S  aux  deux  points  A  cl  lî. 

Enveloppe  de  fj' .  —  Posons 

iXj)  =  3  AZq, 
V         3Z„ 
Yo-  — • 

11  faut  éliminer  \  entre  les  deux  équations  auxquelles 
se  réduit  le  système  (i), 

[     IL  H-  À  ('  ^:   O, 


j  YoP-^3ZoO  =  o, 
R  =  o,  J  3  (  ?/  À 


^-j^..  =  o, 


y'—  ,/.i. 


«fÇP  =  o. 


Lieu  des  points  f  cl  f.  —  Je  remplace,  dans  Co,  Xo, 
Yo,  Zq  en  fonction  de  A, 

/      ,       3 1'         \  "^      4 

(  3  M  A  H r h  H'  1     —  T-  (  3  «  -1-  3  A  P)2  =  o. 

Co  se  décompose  alors  en  deux  fonctions  linéaires,  équa- 
tions des  points  dont  nous  cherchons  le  lieu. 
Soit 

Je  pose  y/A  =  ^, 

U{1'* 9. /)  +  f(l—'^./3  )-+-«'  —    =  O. 

Je  résous  donc  les  deux  équations 

u{it-^ — i) — 3/-f-f-  -  11^  =  o, 

< 

/        U('\t)'\-(t^ 2)C —   —  (T'   =  o, 
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et 


—  (  /3  -H  n  --  (  ^•^  -r-  I  )  '^ 


4'  =   /fi, 


«'  =  3 


(73-  r) 


M^ -;-  t'3 —  .1^  law  =  o. 


L'enveloppe  de  ff'  Iti  lit'u  de  f^  le  lieu  de  j'  sont 
donc  une  seule  el  même  courbe  :  celte  courbe  S' est  du 
quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe,  comme  2. 


SOLUTION  gf.omi.ïriqi;e. 


Les  deux  points  ///,  qui  ont  même  polaire  par  rapport 
aux    deux    angles  AINJB,    u-Mv,  sont  les   points  de    AB 


liij.  ■>.. 


communs  aux  deux  involutions  définies  par  leurs  points 
doubles  A,  B,  0,  v. 

Cela  posé,  je  projette  la  figure  de  manière  que  la 
droite  AB  devienne  la  droite  de  l'infini,  et  les  points 
AB  les  points  cycliques.  La  conique  S  devient  un  cercle 
de  centre  C  projection  de  C.  Le  point  \i.  devient  un  cer- 
tain   point  'x  . 


(  -^79  ) 
Le  faisceau  eu  iuvoluliou  MA,  MB  se  projelte  suivaut 
\\u  nouveau  faisceau  eu  iuvoluliou.  Ce  dernier  traçant 
sur  la  droite  de  l'iufiui  uue  iuvoluliou   dont  les  points 


y  h 


doubles  sont  les  points  cycliques  est  engendré  par  un 
angle  droit  tournant  autour  de  ÎM',  et  son  point  image 
est  C,  quel  que  soit  M'. 

Le  deuxième  faisceau  en  involulion  a  pour  point 
image  le  point  I'.  Par  suite,  les  droites  dont  nous  cher- 
chons l'enveloppe  sont  les  di-oites  M'I/,  M'L', . 

Celte  enveloppe  doit  être  une    hvpocycloïde  à    trois 


rehrousseuients  :  car  elle  est  de  troisième  classe,  de 
quatrième  ordre,  et  bitangente  à  la  droite  de  l'infini  aux 
points  cycliques.  De  plus,  cette  hypocycloïde  doit  avoir 


(     28o    ) 

pour  cenlrc  le  point  C  et  pour  cercle  de  roulement  un 
cercle  de  rayon  égal  au  triple  de  celui  de  S',  car  les 
deux  droites  M'L'  et  M'L',  sont  rectangulaires,  et  l'on 
sait  que  le  lieu  des  points,  d'où  l'on  peut  mener  à  l'Iiy- 
pocycloïde  à  trois  rebroussements  deux  tangentes  rectan- 
gulaires, est  le  cercle  inscrit  à  cette  hypocycloïde. 

Nous  allons  le  démontrer  directement. 

Considérons  le  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  égal 
au  triple  de  celui  de  S',  et  le  cercle  de  rayon  égal  à  celui 
de  S'  tangent  à  S'  en  L'.  La  droite  M'L'  rencontre  le 
second  cercle  en  D'.  Cherchons  le  lieu  de  D', 

w  =  2-  +  G'E'D'  =  277  +  iM'L'L'i, 

2  M' L'  L\  =  M' C  [ji'  —  (  TT  —  0), 
2(-  — 0)  =  -  — M'C'fJL'. 
oj  +  ar-t-TT  — 2(-  — O)  — (-  — 0)  =  3  0. 

10  =  3  0.  Donc  D'  décrit  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  et  l'on  sait  que  la  tangente  à  cette 
hypocycloïde  en  D'  est  la  droite  L'D'.  Donc  M'L'  enve- 
loppe une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

La  courbe  S  est  donc  la  perspective  d'une  hypocy- 
cloïde à  trois  rebroussements. 
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L'équation  générale  des  hyperboles   équilatères  qui 
déterminent  sur  Oy  des  segments  ayant  leur  milieu  au 

(')   Voir  •S' série,  t.  XIII,  p.  5o3. 


)oiiil  O  csl 


Écrivanl  que  les  traces  de  ces  courbes  sur  Ox  parta- 
gent hariuouiquement  le  segment  AB,    nous   avons  la 

condition 

Fh-  a6  =  —  D(a-f-6), 

de  sorte  (|ue  l'équalion  générale  des  hyperboles  II  est 

(Ht    f(x,y)  —  X-  —  y-^  -ïY^ xy -t- iXyx  —  ab  —  \){a  -\-b)  =  o. 

I.  Pour  établir  la  première  partie,  il  sulîit  de  prouver 
(|u'il  y  a  une  iutinité  de  points  dont  les  polaires,  pai' 
rapport  aux  coniques  (H),  concourent. 

La  polaire  d'un  point  M(j:n,j^„),  par  rapport  à  H,  a 
pour  équation 

x,^x  —  y^y  —  ab  —  ïi{x^,y  -^  yi,x)-\-  D(x-i-x,}  —  a  —  b)  =  o. 

Cette  droite  passera  par  un  point  iixe.  (juels  que 
soient  B  «!t  D.  si  l'on  peut   trouver  .r  et  }  ,  de  manière 

que 

X(,x  — J'o  J'  —  «^  =  o, 

X  -^  Xo  —  a  —  b  =  o . 

Pour  que  ces  trois  étpialions,  linéaires  en  x  et  j', 
aient  une  solution,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

=  o, 

autrement  dit,  que  le  point  M  soit  sur  la  courbe 

( I )  ( .r  —  a  ^  b)(x--\-y'^)  -i-  abx  —  o. 

Celte  condition  étant  remplie,  les  polaires  de  M,  par 
rapport  aux  hyperboles  II,  ont  un  p(»iiir  (  oinnuin  M', 


x^ 

—  Jo 

-  ab 

ro 

^0 

o 

I 

o 

Xu 

-a-b 
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dont  les  cooidonnéL'S  a"),  yt  salisfoiit  aux  lelalious 


(•^) 


^o-ï'i  —  J'o  Ji  —  ab  =o, 
a-Q-h  x^i  —  a  —  b  =  o. 


Ces  coiidi lions  étant  symétriques  par  rapport  aux 
coordonnées  de  M  et  de  M',  il  y  a  réciprocité  entre  ces 
points;  les  polaires  de  M',  par  rappoit  aux  coniques  (H), 
passent  en  M,  et  le  point  M'  appartient  aussi  à  la 
courbe  (i)  :  nous  dirons  que  les  points  M  et  M'  sont 
conjugués. 

Pour  qu'une  conique  H  se  réduise  à  deux  droites,  il 
faut  et  il  sullit  que  le  i;enlre  de  cette  conique  soit  sur  la 
courbe,  c'est-à-dire  que  les  équations 

i/;  =  x-^By  ^D  =o, 

1 /:  =Da7  —  aô  —  D(a  +  i)  =  o 

aient  une  solution  en  x,  y,  d'où  une  relation  condi- 
tionnelle entre  Bet  D;  nous  aurons  le  lieu  des  centres 
des  coniques  (H)  ainsi  réduites  à  deux  droites  en  éli- 
minant B  et  D  entre  les  équations  ci-dessus;  nous  obte- 
nons ainsi 

y  I  X 

X  o  —  Y 

o     X  —  a  —  b     —  ab 

JNous  retrouvons  la  courbe  (j);  donc  les  points  M 
et  M'  sont  les  centres  d'hyperboles  (H)  réduites  à  deux 
droites. 

II.   J^a  deuxième  relation  (2)  •—  = —  —  exprime  que 

^     '   Xi  .To  ^  ^ 

OM  et  OM'  sont  également  inclinées  sui-  les  axes  de 
coordonnées  ;  donc,  les  coniques  de  foyers  iM  et  M',  qui 


(  .83  ) 
passent  en  C),  sont  l'une  tangente,  l'autre  normale  à  Oj:. 
Si  nous  éliminons  h  entre  les  deux   autres  relations 
(2),  nous  avons 

J'o  Vi  =  \-r^  —  a)(x^  —  a). 

Cette  relation  exige  que  >'o  etj  ,  d'une  paît,  {x^^—  a) 
et  [xy  —  a)  d'autre  part,  soient  à  la  fois  de  même  signe 
ou  de  signes  contraires,  autrement  dit  que  M  et  M' 
soient  à  la  fois  du  même  côté  de  Ox  et  do  la  droite 
X  —  a  ^  0,  ou  de  part  et  d'autre  de  ces  deux  droites; 
elle  exprime  que  le  produit  des  distances  des  points  M 
et  M'  à  celte  dernière  droite  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances de  ces  points  à  Ox\  il  eu  résulte  que  la  conique 
tangente  à  Oj:  en  O,  et  ayant  pour  foyers  M  et  M',  est 
aussi  tangente  à  la  droite  x  —  a  =  o.  On  verrait  de 
même  quelle  est  tangente  à  la  droite  x  —  Z»  =  o. 

llï.   La  iroisiènie  relation  (1),  mise  sous  la  forme 

X(t-¥-  Xx  _  a  -^  b 
■1  1 

montre  que  le  lieu  des  milieux  des  segments  MM'  est  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  le  milieu  de  AB. 

Le  lieu  S  des  points  M  et  M'  n'est  autre  que  la  courbe 
(i)  obtenue  plus  haut. 

C'est  une  cubique  circulaire  admettant  Ox  pour  axe 
de  sjniétrie,  pour  asymptote  d'inflexion  la  droite 

X  —  a  —  6  =  o. 

On  la  construit  sans  difficulté  en  résolvant  son  équa- 
tion ])ar  rapport  à  y 


V-+4  /x{x-a){x  —  b)  ^ 
On    peut   supposer  h'^  a   et  distinguer  quati'e   cas, 


(  '^M  ) 

selon  que  l'on  a 

i"  6  >  «  >  o, 

■i"  6  >  o  >  a         ot         6  +  «  >  o, 

3"  6  >  o  >  CT         et         6  -+-  «  <  o, 
4°  o  >  6  >  a. 

On  a  les  quatre  formes  correspondantes  indiquées 
dans  les  fig.  i,  2,  3,  4- 

Nous  indiquerons,  plus  loin,  un  mode  de  construction 
de  cette  courbe  par  points  et  par  tangentes. 

IV.  Montrons  qu'elle  peut  se  reproduire  de  trois  ma- 
nières par  inversion. 

D'abord,  tout  pôle  d'inversion  répondant  à  la  ques- 
tion doit  évidemment  être  sur  la  courbe;  soit  {oc^^y,^) 
un  pareil  point  et  une  droite 

■^~^"  =  -^V-^"  =  p         (avec  a^  +  [i2  =  ,), 
a  ^ 

passant  par  ce  point.  L'équation  aux  p  des  points  com- 
muns à  la  courbe  et  à  cette  droite  est 

(a-o-i-ao— a  — 6)[(a'o-f-ap)2-i-(jKo+  pp)'']  -^  ab{Xo -\- a.^)  =  o, 

OU,  en  tenant  compte  àc.  ce  que  le  pôle  est  sur'  la  courbe, 
et  supprimant  le  facteur  o, 

ap-î-4-[a;o— a  — 6  -+-  •2a(a.r„  -i-  ^fo)]  p  -4-a(.r2  -\- yl) 

-T-  2 ( a-,,  —  a  —  b){ a.r„ -i-  p j^-q )  -(-  a6 a  =  o. 

ïx'  produit  des  racines,  qui  a  pour  valeur 

sera  indépendant  de  a  et  ,3,  si  l'on  a 
(a;o— «  — '^jj'o  =  o, 
et    seulement    à    cette    condition.    Le    premier    facteur 


(  '^^^^  ) 

donne  le  poiiil  do  la  courbe  siliié  à  linliiii  sur  l'asyui- 
ploLe  réelle,  qui  est  une  soltilion  singulière.  L'autre 
fadeur  donne   les   trois  pôles  d'inversiou  O,  A,B;    on 

Fi;;,   i.  Pi?-   -«■ 


Ov__^AB 


B      -u 


FiK.  3. 


Fis.  ',. 


B     aj 


A  B^ 


:V 


aurait  sans  peine  les  modules  d'inversion  correspon- 
dants. 

A  chacun  de  ces  pôles,  on  peut  faire  correspondre 
une  famille  de  cercles  qui  touclient  chacun  la  courbe  S 
en  deux  points,  et  dont  cette  courbe  est  renvelo])pe. 

D'abord,  au  pôle  situé  à  l'infini  dans  la  direction  Or, 
correspondent  des  cercles  bitangents  à  S  et  avant  leurs 
centres  sur  Ox:  uous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Considérons  le  pôle  O,  qui  permet  de  reproduire  la 
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(  .86  ) 
combe  elle-même  par  inversion,    et  supposons,    pour 
fixer  les  idées,  h  ^  a^  o  {fig.  i). 

Soit  {fig-  5)  OjNN'  une  sécante  quelconque  passant 
par  O  :  on  sait  que  les  tangentes  en  N  et  ]N'  à  S  forment 
avec  NN'  un  triangle  isoscèle  INTJN';  par  conséquent,  le 

Fig.  5. 
31 


cercle  passant  par  N,  N',  et  tangent  en  N  à  la  courbe  S 
est  aussi  tangent  à  cette  courbe  en  J\';  la  coui-be  S  est 
l'enveloppe  de  ce  cercle,  quand  la  sécante  tourne  autour 
de  O;  les  autres  points  communs  à  ce  cercle  et  à  S  sont 
les  points  cycliques. 

Cherchons  l'équation  de  ce  cercle  que  nous  appelle- 
rons r-,  soit 

y  —  hx  =  o 

l'équation  de  la  droite  ONN',  l'équation 

(S)-A(j-x^r-=o, 

où  (S)  représente  le  premier  membre  de  l'équation  (i), 
est  l'équation  générale  des  cubiques  qui  passent  par  les 
points  communs  à  la  cubique  S  et  à  la  cubique 

z{y  —  \x)-  ■=  o, 

c'est-à-dire  des  cubiques  circulaires  tangentes  à  S  en  O, 
JN  et  N',  et  passant  par  le  point  à  Tinfini  sur  Oy. 


(  -^7  ) 
J-.a  cubique  loriurc  de  Taxe  Oy  el  du  e(!rcle  F  est  une 
de  ces  cubi(jut;s;  uous   aurons   son   équation  en  déter- 
niiuaut   /   de   niauière  que    x  soit  en  iacteur  dans  le 
premier  tneiaixe  de  l'équation  écrite  plus  haut,  d'où 

—  k  =  a  -^  h. 
Cette  é(|uation  devient  alors 

{ .r  —  a  —  A  )(,r2-i-j-2  )  -j^  ahx  -f-  (<'/  -+-  h  )( y  —  À.r)2  =  o, 

d'où,  en  supprimant  .r  dans  le  premiei"  membre,  l'écjua- 
tion  du  cercle  F 

( r )     3-- -f-  r- M-  (  X'^  —  I  ) ( cr  -4-  iÇ>  )  r  —  >. \{a  -+-  h  ) y  -^  ab  =  o . 

Si  l'on  chercbe  l'enveloppe  de  ce  cercle,  on  retrouve 
bien  la  courbe  S. 

Les  équations  du  centre  de  F  sont 

2  ,r  -I-  (  À-  —  1  j (  (7  -4-  6  )  =  o, 
y  —  X(<7  -^  />)  =  o. 

Eliminant  A  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

j"2-|_ -('2  —  [.T-  —  (a  -f-  b  }\-. 

qui  représente  la  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  O 
et  pour  directrice  l'asymptote  de  S  :  celte  coiiique  est  le 
lieu  des  centres  des  cercles  F. 

Transportant  l'origine  en  A,  on  verra  de  la  même 
façon  que  la  courbe  S  est  l'enveloppe  des  cercles  F'  qui 
la  touchent  chacun  en  deux  points  en  ligne  droite  avec 
A,  et  dont  le  lieu  des  centres  est  la  parabole  ayant  pour 
foyer  le  point  O  et  pour  directrice  la  parallèle  à  O^ 
menée  par  le  point  B^  enfin,  cette  courbe  est  l'enve- 
loppe des  cercles  F"  qui  la  touchent  chacun  en  deux 
points  en  ligne  droite  avec  B,  et  dont  le  lieu  des  centres 
est  la  parabole  qui  a  pour  foyer  O  et  pour  directiiee  la 
parallèle  à  Or  menée  par  A. 


(  a88  ) 
V.   Soient  Met  M'  deux  points  eonjugués  ( //^.  0);  les 
droites  OM  et  OM' sont  symétriques  par  rapport  à  Ox; 
OM  coupe  la  courbe  S  en  un  troisième  point  M,  symé- 
trique de  M',  OM'  coupe  S  en  M',  svmétricjue  de  M. 

Fig.  6. 


D'a])i'ès  un  tiiéorème  connu,  les  tangentes  à  S  en  O, 
M  et  Ml  coupent  la  courbe  en  trois  points  situés  sur 
une  droite  A;  comme  la  tangente  en  O  coupe  S  eu  un 
troisième  point  à  l'inlîni,  A  est  peipendiculaire  à  Ox. 
De  même,  les  tangentes  en  M'  et  M',  coupent  S  en  deux 
points  situés  sur  une  droite  A'  perpendiculaire  à  Ox. 
Mais  OMM,  et  OM'M',  étant  symétriques  par  rapport  à 
Ojc,  A  et  A'  sont  également  symétriques  par  rapport  à 
Oxj  et  par  suite  se  confondent.  On  en  conclut  que  les 
tangentes  en  M  et  M'  concourent  sur  la  courbe  :  ainsi  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  la  courbe  S 
en  deux  points  conjugués  M,  M'  est  la  courbe  elle-même. 

Remarques.  —  i°  L'équation  générale  des  liyperboles 
(H)  contenant  deux  paramètres  B  et  D  au  premier  de- 
gré, ces  coniques  forment  un  réseau  linéaire. 

Si  l'on  astreint  ces  coni(|ues  à  passer  par  un  même 
point,  l'équation  ne  renferme  plus  qu'un  paramètre  au 
premier  degré;  on  conclut  de  là  que  les  hyperboles  H 


(  '-^«9  ) 
(|ui  oui  un   [)()iiil  loiuimin  oui  liois  autres  poiuLs  coru- 
iiuins. 

La  courl)e  S  n'est  autre  chose  que  la  hessieiine  du 
systètue  des  trois  coniques 

/        x-  —  y- — (lù  =  o, 

\   zii-r  —  n.  —  h)  =  o, 

c'est-à-dir(!  le  lieu  des  points  dont  les  polaires,  par  rap- 
port à  ces  trois  coniques,  concourent,  et  aussi  le  lieu  du 
point  commun  à  ces  polaires. 

Si  Met  M'  sont  deux  points  conjugués,  OM  et  OM 
forment  avec  Ox  et  Oy  (a*^  conique)  un  faisceau  har- 
monique, et  sont  par  suite  égahunent  inclinées  sur. les 
axes;  M  et  M' étant  conjugués  par  rapport  à  la  troisième 
conique,  qui  se  conq)Ose  de  la  droite  de  l'indni  du  plan 

et  de  la  droite 

iT  —  a  —  6  =  0, 

le  milieu  de   MM'   est  sur  cette   dernière   droite;  c'est 

bien  ce  que  nous  avons  trouvé. 

2"  Il  est  facile  de  construire  S  par  points  et  tangentes  : 
Supposons,    par  exemple,  b^a'^o  et  soit  OMM| 

une  sécante  passant  par  O;  la  courbe  S  étant  anallag- 

matique  par  rapport  au  point  O  pris  pour  pôle,  nous 

avons  {fig.  7) 

OM  X  OMi  =  OA  X  OB, 

et  les  quatre  points  M,  M,,  A,  B,  sont  sur  un  cercle. 
Nous  avons  vu  que  le  milieu  de  MM' (M'  symétrique  de 
M,  par  rapport  à  Ox)  est  sur  la  perpendiculaire  à  AB 
en  son  milieu;  le  milieu  1  de  MM,  est  aussi  sur  celte 
droite;  par  conséquent,  I  est  le  centre  du  cercle  MM,  AB; 
d'oîi  la  construction  suivante  de  S  :  par  O,  on  mène  une 
droite  quelconque  cpii  coupe  en  I  la  perpendiculaire  D 


(  290  ) 

à    AB   eu   sou    milieu-,     sur     celte     droite,     ou    preud 
IM  =  IM,  =  lA  ;  les  points  M  et  M,  appartiennent  à  la 


y 

Fig. 
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courbe  S;  ou  retrouve  faeil(Mueut  l'asymptote  à  l'aide  de 
cette  constructiou. 

O-M-Mi  rencontre  Fasymptote  en  K;  la  parallèle  àOx 
lueuée  par  K  et  la  perpendiculaire  en  I  à  OMM,  se 
coupent  an  centre  F  du  cercle  considéré  plus  haut;  les 
perpendiculaires  à  FM  et  FM,  en  M  et  M)  sont  les  tan- 
gentes en  ces  points  à  la  courbe  S. 

3°  Remarquons  que  O  ayant  la  même  puissance  par 
rapport  aux  cercles  F,  ces  cercles  coupent  ortliogonale- 
ment  un  cercle  fixe  de  centre  O  ;  de  même  les  cercles  F' 
coupent  ortliogonalement  un  cercle  fixe  de  centre  A,  et 
les  cercles  F"  un  cercle  fixe  de  centre  B;  les  rayons  de 


ces 


'S  cercles  sont  respectivement  VOA.  X  OB,  V  AB  x  AO, 


v/BO  X  BA;  deux  sont  donc  réels  et  l'autre  imaginaire. 
Tout  cercle  coupe  la  courbe  S  aux  points  cycliques 
et  en  quatre  points  à  distance  finie;  on  démontre  sans 
peine  que,  par  ces  quatre  derniers  points,  on  peut  faire 
passer  une  hyperbole  ayant  pour  asymptote  l'asymptote 
de  S;  en  particulier,  par  deux  points  de  S  en  ligne 
droite  avec  O,  A  ou  B,  on  peut  faire  passer  une  hyper- 


(  ^-9-   ) 
bole   langcnLe    en   ces    points  à   S   cl   adnicltanl    pour 
asymptole  l'asyniptoie  de  S. 

Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  à  S  en  deux  points  en  ligne  droite  avec  O,  on 
obtient  un  cercle  de  diamètre  OE,  le  point  E  étant  le 
conjugué  haruionique  de  O  par  rapport  à  A  et  B. 

Du  théorème  invoqué  dans  la  cinquième  partie,  il 
résulte  que,  si  OMM,  passe  par  un  des  points  d'in- 
flexion iM,  de  la  courbe,  la  tangente  en  M  passe  par 
l'autre. 


ÉTUDE  SUR  m  FAISCEAU  DE  COAIOUES; 

Pau  m.  MEYER, 

Professeur  au  lycée  de  Nancy. 


Nous  nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut 
étendre  à  un  faisceau  de  quatre  coniques  certaines  pro- 
priétés bien  connues  du  système  de  deux  coniques.  A 
cet  effet,  nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Etant  données  trois  coniques  d'un  faisceau  ponctuel 
(S,  S',  S),  la  droite  AB  qui  joint  un  point  quelconque 
A  de  la  conique  (S)  à  un  point  B  de  la  conique  (S')  con- 
jugué de  A  par  rapport  à  (S)  est  tangente  à  une  conique 
fixe,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  à  S 
et  à  S'  aux  points  A  et  B  est  une  conique  du  faisceau 
considéré.  Soient  en  elfet 

S  =  ax'^-h  by-  ^-  c  ;;-  =  o, 
S'  =  a'x-  -I-  b'y-  -+-  c'z-  =  o 

les  équations  des  coniques  (S,  S')  rapportées  à  leur  tri- 
angle autopolaire  commun,  et  S  —  KS'=:  o  l'équation 

de  (S).  Si  (X|,  Tij  ^i)  (-^aj  t->i  ~-i^  sont  les  coordonnées 
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des  points  A'  et  B'  où  AB  rencontre  ^il,  les  coordonnées 
des  points  A  et  B  sont  de  la  forme  (jr,  +  ')^X2,yi  -+-  Aj'j, 
-,  -f-  'hz-,)  et  (a;, —  A.ro,  ji  —  ^^J'a?  "i  —  À^o)- Ét''''vons 
que  ces  points  appartiennent  à  S  et  à  S',  on  obtient 

a(xi-+-lx<,y-^  ù  (71  +  ÀjK2)^-i-  c(zi-hlz^y'=  o, 
a'  (jri—l Xi )2 -t-  b' (7i  —  Xjj'-j )2  +  c' ( Si  —  X ^2 )'  =  o, 

et  en  retranchant  de  la  première  équation  la  deuxième 
multipliée  par  K 

a.ViX2-h  byiy-2-+-  c z^  z-i->r-  K  {a  XiX,-\-  b'yi_yo-\-  c' ZiZ^)  —  o, 

égalité  qui  montre  que  les  points  A' et  B'  sont  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  12'=:=:  S  H-  KS'^==  u. 

Dès  lors,  la  droite  AB  est  coupée  liarmoniquement  par 
les  coniques  S  et  S',  et  par  suite  a  pour  enveloppe  une 
conique.  Cette  conique  a  pour  équation  langentielle 

(i)        bcii-  -h  cav^-h  abw-  =  K-  (b'  c'  u'^-^  c'  a'  V'-\-  a'  b'  w^). 

De  même,  en  exprimant  que  les  tangentes  à  S,  S',  aux 
points  A  et  B,  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique 

a         b         c         K  \a         b 
on    obtiendra   l'équation  ponctuelle  du  deuxième  lieu 

c'est  une  conique  du  faisceau  (S,  S',  S).  Réciproquement 
si  C,  S,  S'  sont  trois  coniques  d'un  faisceau  ponctuel, 
et  que  d'un  point  M  de  l'une  d'elles  (C)  on  mène  des 
tangentes  MA,  MB  aux  deux  autres,  les  points  A  et  B 
sont  conjugués  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des  coniques 


2, 


S  — KS'==o,  i:o^S  +  KS'=o. 


La  valeur  de  K  se  détermine  en  identifiant  l'équation 
(2)  avec  l'équation  de  la  conique  C. 
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Nous  soiiiincs  luaiMtcnant  on  mesure  d'éLabltr  le  lliéo- 
rèiue  suivant  : 

Si  (/natjc  coniques  (S,  S',  S",  S)  (V an  faisceau  ponc- 
tuel son  L  te/ les  (/u'il  existe  un  triani^le  conjugué  par 
rapport  à  V une  d'elles  S,  et  dont  les  sommets  soient 
situés  respectivement  sur  les  trois  autres,  il  en  existe 
une  infinité. 

Soient  en  efl'et 

S  =  a;-2-Hj2_f_  -2—  o, 
S  =  aX'-\-  6^2 _|_  cz'=  o, 

S'  =  (  a  -+-  K )  :r2 -h  (  6  -T-  K )  jK- -i-  (  c  -f-  K  )  ^-  =  o, 
S"  =  (  rt  ^-  K' )  j"2  _j_  (  ^  ^  K'  )/2  _|_  (  c  -j-  K'  )  ô -  =  o, 

et  ABC  un  triangle  remplissant  les  conditions  di; 
l'énoucé.  Si  le  point  A  (a.-),j'),  3,)  se  trouve  sur  la  co- 
nique S,  on  a 

(3)  ax\-+- byl-i- cz\  =  o, 
et  la  droite  BC  a  pour  équation 

3-^1+771+  ^^1  =  o. 

Mais,  d'après  ce  qui  précède,  elle  est  tangente  à  la 
conique  dont  l'équation  tangentielle  est 

[(6+K)(cHnK)-(^'  +  K')(c4-K')]i<2^_  ..,  =  o, 
ou 

( 6  -+-  c  -f-  K  -1-  K')  a'^-^  . . .  =  o. 
On  a  donc 

(4)  (6 -+- c -{- K  +  K')a"f  4-  .  .  .  =  o. 

En  ajoutant  les  équations  (3)  et  (4),  il  vient 

( a  +  6  +  c  -h  K  -+-  K' )  ( x\  -\-yi  +  -j  )  =  o 
ou 

(  5  )  a  +  i  -f-  c  +  K  +  K'  =  c), 
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car  Ji"-'] -\- J'i -\-  z'\  n'est  pas  nul,  puisque  A  n'est  pas  un 
point  commun  aux  coniques  du  faisceau.  Cette  dernière 
relation  étant  indépendante  du  point  A  considéré,  le 
lliéorème  est  démontré.  11  y  a  plus,  les  sommets  du 
triangle  dont  les  côtés  touchent  respectivement  les 
coniques  S,  S',  S"  aux  points  A,  B,  C  appartiennent  à 
une  conique  fixe  (E)  du  (aisceau.  En  ellet,  les  points  de 
rencontre  des  tangentes  à  S  et  à  S'  aux  points  A  et  B 
a  pour  lieu  la  conique 

(  a  -i-  K )  a:2  -1-  . .  .  =  ^^ ^-^ '-^ '  \ax^-[-  ...  1 

abc  ^ 

ou 

(6)  a(a -)- K)(a  + K').r2-i- .  ..  =  o, 

en  tenant  compte  de  la  relation  (5).  Il  est  clair  qu'on 
trouverait  le  même  lieu  pour  les  autres  sommets.  Plus 
généralement,  si  l'équation  de  (S)  est  de  la  forme 

{a  +  l)  x- -^  .  .  .  =  o, 

la  conique  (E)  est  représentée  par 

Réciproquement,  soient  (S,  S',  S)  trois  coniques  d'un 
faisceau  ponctuel,  si  deux  sommets  d'un  triangle  conju- 
gué par  rapport  à  S  décrivent  respectivement  les  coniques 
S,  S',  le  troisième  sommet  resté  libre  décrit  une  conique 
S"  du  faisceau  précédent. 

Ces  propriétés  nous  conduisent  presque  immédiate- 
ment à  la  proposition  suivante,  qui  est  due  à  Cliasles  : 

Etant  données  trois  coniques  (S,  S',  E)  d' un  faisceau 
ponctuel,  si  un  triangle  LMP  inscrit  dans  la  conique 
(E)  se  déforme  de  manière  que  deux  de  ses  côtés 
restent  respectivement  tnngenls  aux  coniques  S,  S',  le 


i 
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troisième   côté  a   pour  enveloppe  deux  coniques   du 
faisceau. 

Soient 

E  =  372  -1- Jk2  -|_  ^2  —  o, 

^  z=  ax--\-  by--\-  cz-  =  o, 

S'  =  (a  -f-  K)  x-H-  (/>  -i-  K)j'2-h  (c  4-  K)^2=  o 

les  équations  des  trois  eoiiiques. 

Du  point  L,   pris  sur  la  première,  menons   les   tan- 
gentes LA,  LB  aux  deux  autres.  Les  points  A  et  B  sont 


conjugués  par  rapport  à  l'une  des  coniques  S,,  S^,  soit 
2|  par  exemple.  Cela  étant,  désignons  par  C  le  pôle  de 
AB  par  rapport  à  cette  conique.  Lorsque  le  point  L  dé- 
crit la  conique  (E)  le  point  C  se  déplace  sur  une  conique 
(S,)  du  faisceau,  car  le  triangle  ABC  est  conjugué  par 
rapport  à  S,;  de  plus  les  tangentes  en  A,  B,  C  aux 
coniques  S,  S',  S'[  se  coupent  aux  points  L,  M,  P  situés 
sur  une  conique  du  faisceau. 

Comme  cette  conique  n'est  autre  que  (E)  elle-même, 
le  théorème  est  démontré.  R.ien  de  plus  simple,  dès  lors, 
que  d'obtenir  les  équations  des  enveloppes  S'| ,  S'^.  Repré- 
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sellions  eu  effcl  par 

Z,—  (a-h  /).r--^(6  4-  l  )y-  -\-  {c  -i-  l }  z^  =  o. 
S';  =  (rt  +  K')-r2+  (6-f-K')7--l-(c  -I-  K')^--  =  o, 

les  équations  des  coniques  (S,),  (S'(). 

D'après  les  calculs  précédents,  l'équalion  de  la  conique 
(E)  est  de  la  forme 

_  a{a-hK)(a  +  K')    ,       6  (6  +  K)  (6 -^  K')     , 

«-  (7r~ly-         "^'"^         (6  +  0'         •^' 

c(c-^K)ic-hK')  _„ 
^  (C-+-0'  ^'' 

d'où  les  relations 

a(a-hK)(a-^  K')  _  h(h~-K)(b^  K' )  _  c(c -h  K)(c-;-K') 

Pour  éliminer  /  entre  ces  équations,  désignons  par  p  la 
valeur  commune  de  ces  rapports. 

T)  •       x(x-hK)(x-\-K')  ,  , 

L  expression  — — ; ^-V:^ —  p    s  annulant    pour 

^  {X  -T-    l)^  '  ^ 

les  valeurs  «,  Z»,  c  attribuées  à  x,  on  a  identiquement 

x{x^K)[x -*-K')       ^  _{x  —  a)  (.r —  b]  {x  —  c) 

OU 

x{x^K){x  -^  K'j  —  p(.r-4-  //2=(^y  _  rt)(.r  — 6)(a-  —  c); 
en  identifiant,  on  trouve 

K  +  K'  -i-  a  -t-  6  -T-  c  =  p, 
r/6c  =  p/2 
et 

[KK'—  {ah  -i-  bc  -h  ca)y  =  î  abc  ( K  -i-  K'  +  «  -i-  6  -f-  c), 

équation  qui  donne  deux  valeurs   pour  K'.  comme    on 
devait  s'y  attendre. 

Dans    le    cas    particulier    où   K  =  K'  =  o,   les    trois 
coniques  S,  S',   S"  se   confondent;  l'égalité  précédente 
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Je  vient 

{ab -{- hc -\- ca)-        [ohc  (a -^  ù  +  c)  =  o. 
C'est  la  rcîlatiou  connue 

0'2        ÎA'0  =  o, 

exprimant  qu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans   (E)  et 
circonscrit  à  (S). 


SUR  LES  CUBIQUES  UMCURSALES; 

Par  m.   André  CAZAMIAX. 


Dans  une  Note  précédente  (Su7'  les  points  d'une  co- 
nique situés  sur  un  même  cercle),  uous  avons  montré 
que  plusieurs  des  théorèmes  donnés  par  M.  Balilrandet 
nous-mème  sur  la  stroplioïde  s'étendaient  à  toutes  les 
cubiques  ciiculaires  unicursales.  Nous  allons  compléter 
ces  résultats  en  montrant  que  tous  les  théorèmes  sur  la 
strophoïde  s'appliquent,  à  un  degré  plus  général,  aux 
cubiques  unicursales  circulaires  (et  même  pour 
quelques-unes  non  altérées  par  la  projection,  aux  cu- 
biques unicursales  non  circulaires). 

Dé/initions.  —  (a)  Les  cubiques  circulaires  uni- 
cursales sont  les  inverses  des  coniques,  le  point  double 
étant  au  centre  d'inversion,  P,  placé  sur  la  conique, 
et  les  tangentes  au  point  double  étant  parallèles  aux 
asymptotes  de  la  conique.  Les  cubiques  acnodales  sont 
les  inverses  de  l'ellipse;  les  cubiques  crunodales  sont 
les  inverses  de  l'hyperbole. 

(Z>)  Les  cordes  supplémentaires  d'une  conique  sont 
parallèles  aux  systèmes  de  diamètres  conjugués;  il  en 
résulte    que    ces    cordes,    issui-s    d'un    même  point    P, 
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forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  [)arallèles  aux 
asymptotes  menées  par  le  point  P.  Ainsi  : 

A  deux  points  diamélralenient  opposés  d'une  co- 
nique correspondent  sur  la  cubiffue  inverse  deux  points 
(/ue  nous  appellerons  points  conjugués  et  qui  sont  tels 
que  les  droites  les  joignant  au  point  double  forment  un 
faisceau  harmonique  avec  les  tangentes  en  ce  point . 

Plus  généralement  nous  appellerons  points  conju- 
gués sur  une  cubique  unicursale  quelconque  deux 
points  tels  que  les  droites  les  joignant  au  point  double 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  tangentes  en 
ce  point. 

(c)  A  un  cercle  tangent  en  P  à  la  conique  corres- 
pond une  parallèle  à  l'asymptote  de  la  cubique  circu- 
laire unicuisale.  D'après  un  théorème  connu,  les  droites 
PC,  PU  joignant  le  point  P  aux  points  d'intersection 
de  la  conique  avec  le  cercle  o)  sont  également  inclinées 
sur  les  axes  et  par  suite  sur  les  asymptotes.  Donc  : 

Théorème.  —  Les  vecteurs  des  points  d'intersection 
d'une  cubique  circulaire  unicursale  avec  une  parallèle 
à  V asymptote  sont  également  inclinés  sur  les  tan- 
gentes au  point  double. 

JNous  appellerons  ces  points,  qui  n'existent  que  dans 
les  cubiques  unicursales  circulaires,  points  correspon- 
dants (définition  donnée  pour  la  siro])hoïde  par  ÎNl.  En- 
rique  Yaldès). 

jNous  allons  maintenant  énoncer  vin  certain  nombre 
de  théorèmes  en  les  divisant  en  deux  groupes  :  i*'  ceux 
qui  ne  sont  pas  altérés  par  la  projection  et  s'appliquent 
à  toutes  les  cubiques  unicursales^  2°  les  théorèmes  par- 
ticuliers aux  cubiques  unicursales  circulaires.  Ces  der- 
niers sont  obtenus  par  inversion  en  partant  de  théorèmes 
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connus  ou  évidents  sur  Jes  conicjUL's,  ou  do  tliéorùines 
nouveaux  obtenus  par  le  même  procédé  de  démonstra- 
tion dont  nous  nous  sommes  servi  dans  notre  Note  Sur 
les  points  concjcliques  d' une  conique.  Nous  ne  revien- 
drons pas  sur  les  théorèmes  relatifs  aux  cubiques  uni- 
cursales  circulaires  déjà  énoncés  dans  cette  Note. 

I.   —  Théorîîmes  s'appliolant  a  toutes  les  cubiques 

UNICURSALES. 

1.  Les  droites  Joignant  le  point  double  à  tous  les 
points  conjugués  forment  un  faisceau  en  involution 
dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes  au  point 
double. 

Corollaires.  —  i"  Dans  la  slroplioïde,  les  points 
cycliques  sont  conjugués.  De  là  résultent  les  propriétés 
particulières  de  celte  cubique  de  la  famille. 

2°  En  projetant  une  cubique  unicursale  de  façon  que 
deux  points  conjugués  deviennent  les  points  cycliques, 
la  projection  est  une  stroplioïde.  Deux  points  conjugués 
restent  conjugués. 

2.  Les  droites  joignant  un  point  M  quelconque 
d'une  cubique  unicursale  à  fous  les  points  conj ugués 
forment  un  faisceau  involutif  dont  l'un  des  rayons 
doubles  est  la  droite  joignant  le  point  ÏM  au  point 
double. 

Corollaire.  —  Dans  la  strophoïde,  les  droites  iso- 
tropes faisant  partie  du  faisceau,  le  rayon  double  MO 
bissecte  les  couples  de  rayons  homologues  du  faisceau. 

3.  Si  trois  points  d' une  cubique  unicursale  sont  col- 
linéaires,  l'un  d'eux  et  les  conj  ugués  des  deux  autres 
sont  également  collinéaires. 
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4.  Deux   points  conjugués    ont   le   même   tangen- 
tiel{'). 

5.  Le  collinéaire  de  deux  points  conjugués  est  con- 
jugué de  leur  tangentiel. 

Ar>pe\ons  cordes  polaires  d'une  cubique  unicursale 
les  droites  joignant  les  couples  de  points  conjugués. 

6.  La  droite  joignant  le  collinéaire  de  deux  points 
conjugués  à  leur  tangentiel  est  une  droite  polaire. 

7.  Soient  (A,  B),  (A',  B')  deux  couples  (fuelconques 
de  points  conjugués  d'une  cubique  unicursale.  Les 
droites  AA',  BB'  se  coupent  en  I  sur  la  cubique;  les 
droites  AB'  et  A'B  se  coupent  en  V  sur  la  cubique  ',  les 
points  I  et  V  sont  conjugués. 

Corollaire.  —  Tout  quadrilatère  complet  inscrit 
dans  une  cubique  unicursale  est  un  quadrilatère  dont 
les  sommets  opposés  sont  conjugués. 

Dans  la  stroplioïde,  ce  quadrilatère  est  de  plus  cir- 
conscriptible  à  un  cercle  avant  pour  centre  le  point 
double. 

8.  L' em'eloppe  des  cordes  polaires  d'une  cubique 
unicursale  est  une  conique  tangente  aux  tangentes  au 
point  double  (-). 

9.  LIne  corde  polaire  rencontrant  une  corde  polaire 
fixe  A  au  point  L,  le  lieu  du  conjugué  harmonique  de 
L  par  rapport  aux  deux  points  conjugués  de  la  cubique 


(')  La  rccipi'oque  est  vraie;  elle  résulle  d'ailleurs  d'un  théorème 
donné  par  M.  Astor  dans  les  Nouvelles  Annales  de  juillet  1892. 
(-)   On  retrouve  un  théorème  de  M.   .\stor  {loc.  cit.,  p.  280). 
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située  sur   la  corde  considérée  est.  une  droite  passant 
par  le  point  double. 

II.  —  Théorèmes  particulieus  aux   cubiques 

UNICCTRSALES  CIRCULAIRES. 

40.  Les  cercles  circonscrits  aux  tiiangles  formés 
par  le  point  double  et  deux  points  conjugués  quel- 
conques passent  par  un  point  fixe  qui  est  le  synuHrique 
du  point  double  par  rapport  au  conjugué  du  point  réel 
à  l'infini. 

1 1 .  Les  cercles  circonscrits  aux  tiiangles  formés 
par  deux  points  conjugués  et  leur  tangentielle  passent 
par  le  conjugué  du  point  réel  à  l'infini. 

Yl.  Les  points  situés  sur  les  bissectrices  des  tan- 
gentes au  point  double  sont  en  ligne  droite  avec  le 
conjugué  du  point  réel  à  l'infini  (  '  ).  En  ces  points  la 
tangente  est  parallèle  à  V asymptote  (corollaire  de 
la  proposition  5). 

13.  Les  tangentiels  de  quatre  points  concjcliques 
sont  concjcliques. 

14.  Les  conjugués  de  quatre  points  concjcliques 
sont  concycliques. 

15.  Les  conjugués  de  trois  points  collinéaires  sont 
concycliques  avec  le  point  de  section  de  l'asymptote 
réelle, 

16.  Si  quatre  points  sont  concycliques .,  deux  de  ces 

(')  Ce  point  F  est  le  point  de  rencontre  de  la  cubique  avec  la 
droite  conjuguée  harmonique  de  la  parallèle  à  l'asymptote  menée 
par  le  point  double  par  rapport  aux  tangentes  au  point  double. 

Ann.  de  Mathémat-,  3^  série,  t.  XIV.  (Juillet  iSgS.)  2i 
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points  et  les  conjugués  âes  deux  autres  sont  également 
concycliques. 

\°  Les   cercles    osculateurs  17.   Les  cercles  osculateurs 

à  une  conique  en  deux  points  à    une    cubique     unicursale 

diamétralement  opposés  ren-  circulaire    en    deux   points 

contrent    de    nouveau    la    co-  conjugués     rencontrent    de 

nique  en   deux  points  dianié-  nouveau  la  cubique  en  deux 

tralement  opposés.  points  conjugués. 

•1°  (Centre     d'inversion     en  18.    Le    cercle    osculateur 

l'un    des     points    diamétrale-      au  conjugué  du  point  réel  à 
nient  opposés.)  l'infini    rencontre     la    cu- 

bique au  conjugué  du  point 
de  section. 

1°  Par  deux  points  pris  sur  19.  Par  deux  points  pris 

une  conique  on  peut  mener  \ur  une  cubique  unicursale 
deux  cercles  tangents  à  la  circulaire  on  peut  mener 
conique;  les  points  de  contact  deux  cercles  tangents  à  la 
sont  diamétralement  opposés.  cubique,  les  points  de  con- 
tact sont  conjugués. 

1°  (Centre     dinversion     en  20.  Réciproque    du    théo- 

l'un  des  points).  rème  A. 

21.  La  corde  de  contact  d'un  cercle  bitangent  à 
une  cubique  unicursale  circulaire  passe  par  r un  des 
points  oîi  la  tangente  est  parallèle  à  V asymptote,  etc. 

La  majorité  des  tliéorèines  énoncés  (p.  201  k  ^58  tlu 
niiniéro  Je  juillet)  par  M.  \  aides  sur  la  strophoïde  ne 
s'appli(|uent  pas  à  cette  seule  courbe,  mais  s'étendent  de 
même  à  toutes  les  cubiques  unicursales  circulaires  (en 
particulier  les  propriétés  des  points  correspondants). 

NOTES. 

A.  Les  théorèmes  cjue  nous  avons  énoncés  dans  le 
numéro     de     juillet     sur      les     cycliques     équilatéres 
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s'otentleiit  de  même  à  toutes  les  o  c/it/urs  unicut sales. 
il  ii'v  a  guère  que  le  théorème  énoncé  page  2-6  qui  soit 
particulier  à  ct^Lte  classe  de  cvclicjues.  Le  point  lu,  poul- 
ies cycliques  luiicursales,  est  de  même  celui  qui  cor- 
respond, dans  l'inversion,  au  centre  de  la  conique. 

B.  Les  polaires  réciproques  des  cubiques  uuicursales 
sont  des  quart.iques  à  trois  rebroussenients.  Appelons 
tangentes  conjuguées  à  ces  quartiqnes  deux  tangentes 
dont  les  points  de  rencontre  avec  la  tangente  double 
sont  conjugués  harmoniques  des  points  de  contact  de  la 
tangente  double  avec  la  ([uartique.  Nous  aurons  les 
ihéoièmes  suivants  : 

Les  points  de  rencontre  d'une  tangente  quelconque 
à  une  q uartique  tricuspidale  avec  tous  les  couples  de 
tangentes  conjuguées  forment  une  involution  dont 
l'un  des  points  doubles  est  le  point  de  rencontre  de  la 
tangente  considérée  avec  la  tangente  double. 

Corollaire.  —  Si  d'un  point  quelconque  pris  sur  le 
cercle  inscrit  dans  un  livpocvcloïde  à  trois  rebrousse- 
ments  on  mène  les  deux  tangentes  rectangulaires  à  la 
courbe,  les  segments  interceptés  sur  une  tangente  fixe 
quelconque  à  l'hypocycloïde  ont  le  même  milieu. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  con- 
juguées est  une  conique  passant  par  les  deux  points  de 
contact  de  la  tangente  double. 

Si  d'un  j)oint  on  mène  les  trois  tangentes  à  une 
quartique  tricuspidale.,  l'une  d'elles  et  les  conjuguées 
des  deux  autres  sont  concourantes. 

La  droite  joignant  le'!  points  de  contact  de  deux 
tangentes  conjuguées  est  tangente  à  la  quartique. 

Si  deux  tangentes  sont  conjuguées,  la  troisième 
tangente  que  l  on  peut  mener  à  la  quarùipie  par  leur 
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point  de  concours  est  conjuguée  de  la  droite  joignatit 
les  points  de  contact  des  deux  premières. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  tangente  double  est  la 
droite  de  l'inlini  et  les  points  de  contact  les  points 
cycliques  (hjpocycloïde  à  trois  rcLroussements),  les 
théorèmes  précédents  permettent  de  retrouver  des  pro- 
positions connues. 

Enfin,  en  transformant  le  théorème  7,  ou  obtient  la 
proposition  suivante  : 

Soient  (D,  D'),  (A,  A')  deux  couples  quelconques  de 
tangentes  conjuguées  à  une  quarlique  tricuspidale. 
La  droite  joignant  les  points  d'intersection  des  tan- 
gentes (D,  A),  (J)',  A')  est  tangente  à  la  quartitjue.  La 
droite  joignant  les  points  d" intersection  des  tangentes 
(D,  A')  et  {\y.  A)  est  également  tangente  à  la  quar- 
lique. De  plus,  ces  deux  droites  sont  des  tangentes 
conjuguées. 
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Les  foivctio:\s  elliptiques  et  leurs  applications, 
par  M.  Alfred-George  Greenhill,  professeur  au  collège 
d'Artillerie  de  Woolwich,  traduit  de  l'anglais  par  iM.  J. 
Griess,  professeur  agrégé  de  Mathématiques  au  lycée 
d'Alger,  avec  une  préface  de  M.  P.  Appell,  membre 
de  l'Institut.  Paris,  Georges  Carré 5  iSgS.  Grand  in-B" 
de  wiii-S'ji  pages  avec  28  figures  dans  le  texte.  Prix  : 
i8f'-. 

Le  goùl  naturel  et  l'éducation  de  beaucoup  d'étudiants 
français  les  portent,  quelquefois  avec  excès,  vers  les  idées  gé- 
rales.  Pour  ne  parler  que   de  Mathématiques,  quel  professeur 
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n'a  reaconlré  des  élèves  de  nos  écoles  el  de  nos  lycées  parfai- 
tement instruits  des  théories  générales  et  incapables  d'en  faire 
une  application  précise  cependant  très  facile;  possédant,  par 
exemple,  la  notion  d'intégrale  définie  dans  toute  sa  rigueur 
sans  savoir  effectuer  les  quadratures  les  plus  élémentaires. 

Il  est  utile  que  quelques  Ouvrages  viennent  réagir  contre 
ces  tendances  ;  pour  cela,  on  ne  peut  trouver  mieux,  que  les 
livres  anglais,  dans  la  plupart  desquels  les  idées  générales 
sont  amenées  peu  à  peu  par  l'étude  des  faits  mathématiques 
ou  des  questions  posées  par  les  Sciences  physiques.  C'est  à  ce 
titre  que  se  recommande  l'Ouvrage  de  M.  Greenhill,  dont  on 
ne  peut  mieux  caractériser  l'esprit  qu'en  reproduisant  la 
pensée  de  Fourier  qui  lui  sert  d'introduction  : 

«  L'étude  approfondie  de  la  nature  est  la  source  la  plus  fé- 
conde des  découvertes  mathématiques.  Non  seulement  cette 
étude,  en  offrant  aux  recherches  un  but  déterminé,  a  l'avan- 
tage d'exclure  les  questions  vagues  et  les  calculs  sans  issue; 
elle  est  encore  un  moyen  assuré  de  former  l'Analyse  elle- 
même  et  d'en  découvrir  les  éléments  qu'il  nous  importe  le 
plus  de  connaître,  et  que  cette  science  doit  toujours  con- 
server. Ces  éléments  fondamentaux  sont  ceux  qui  se  repro- 
duisent dans  tous  les  effets  naturels.  » 

M.  Greenhill  se  place  ainsi  à  un  tout  autre  point  de  vue 
que  les  auteurs  des  excellents  Traités  français  sur  les  fonctions 
elliptiques  :  Briot  et  Bouquet,  Halphen,  MM.  J.  Tannery  et 
Moik.  Il  renonce  aux  avantages  d'unité  et  d'enchaînement  lo- 
gique que  ces  auteurs  obtiennent  en  établissant  d'abord,  par 
des  considérations  générales  ordinairement  empruntées  à  la 
théorie  moderne  des  fonctions,  les  formules  et  les  théorèmes 
relatifs  aux  fonctions  elliptiques,  pour  les  appliquer  ensuite  à 
la  Mécanique,  à  la  Physique  mathématique,  à  la  Géométrie,  à 
l'Arithmétique;  mais  il  trouve,  en  revanche,  l'avantage  bien 
précieux  d'intéresser  immédiatement  le  lecteur  qui  n'est  pas 
un  pur  mathématicien,  en  lui  fournissant,  dès  les  premières 
pages,  de  belles  et  importantes  applications  des  fonctions 
elliptiques. 

L'Auteur  suit  en  cela  une  méthode  d'exposition  analogue  à 
celle  de  M.  Hermite,  qui,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  quel- 
ques applications  des  fonctions  elliptiques,  commence  par 
montrer  comment  un  problème  sur  la  chaleur  conduit  aux 
fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 
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M.  Greenhill.  en  traitant  d'abord  des  questions  entièrement 
élémentaires,  montre  de  même  que  les  fonctions  elliptiques 
s'imposent  à  l'Analyse  pour  la  résolution  de  problèmes  simples 
de  Mécanique,  Géométrie,  Physique  mathématique.  Il  com- 
mence par  les  anciennes  méthodes  de  Legendre,  Abel,  Ja- 
cobi,  en  partant  de  la  notion  de  l'intégrale  elliptique  et  de  la 
fonction  inverse;  il  ne  suppose  donc  chez  le  lecteur  aucune 
connaissance  sur  la  théorie  générale  des  fonctions,  ni  sur  la 
théorie  particulière  des  fonctions  elliptiques  :  et  il  l'amène  peu  à 
peu,  par  l'étude  de  problèmes  élégamment  choisis,  sans  carac- 
tère  artificiel,   à   posséder  tous  les  points  essentiels  du  sujet. 

La  traduction  de  M.  Griess  n'est  pas  entièrement  conforme 
à  l'édition  anglaise  :  M.  Greenhill  en  a  augmenté  l'intérêt  par 
des  remaniements  et  d'importantes  additions.  \  oici  une  ana- 
lyse sommaire  de  l'Ouvrage. 

Le  livre  débute  par  l'étude  des  oscillations  du  pendule 
simple;  les  expressions  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  pen- 
dule en  fonction  du  temps  conduisent  à  la  définition  analy- 
tique des  fonctions  elliptiques  d'une  variable  réelle  et  à  leurs 
représentations  géométriques  et  mécaniques.  La  périodicité 
du  mouvement  pendulaire  conduit  naturellement  à  la.  notion 
de  la  période  réelle  des  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn  et  aux 
formules  donnant  les  valeurs  de  ces  fonctions,  quand  on  ajoute 
à  l'argument  la  demi-période.  La  période  imaginaire  est  en- 
suite introduite  et  interprétée  mécaniquement,  comme  le  pro- 
duit de  i  par  la  période  de  l'oscillation  d'un  pendule  décrivant 
l'arc  supérieur  du  même  cercle,  sous  l'action  de  la  pesanteur 
changée  de  sens;  c'est  là  une  première  addition  à  l'édition 
anglaise. 

Après  une  courte  digression  sur  la  dégénérescence  des  fonc- 
tions elliptiques  en  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques, 
l'auteur  revient  au  mouvement  pendulaire,  et  par  la  compa- 
raison des  mouvements  de  deux  pendules,  dont  l'un  fait  des 
révolutions  complètes,  tandis  que  l'autre  exécute  des  oscilla- 
tions, il  établit  les  formules  qui  correspondent  à  l'échange  de 
module  avec  son  inverse. 

Puis,  viennent  quelques  applications  élégantes,  surfaces  mi- 
nima,  équation  d'Euler,  destinées  à  graver  les  premières  for- 
mules dans  l'esprit  du  lecteur. 

Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  considère  le^  intégrales 
elliptiques  de  toutes  les  formes  possibles  ;  il  donne  leurs  valeurs 
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au  moyen  des  fonctions  elliptiques  inverses;  il  introduit  la  no- 
tation de  Weierstrass,  quand  le  polynôme  sous  le  radical  est 
du  troisième  degré. 

Ces  premières  notions,  dans  le  cas  de  la  variable  réelle,  suf- 
fisent pour  l'intelligence  des  applications  géométriques  et  mé- 
caniques auxquelles  est  consacré  le  Chapitre  III.  La  variété  des 
problèmes  choisis  en  rend  la  lecture  très  intéressante,  et  con- 
tribue à  familiariser  le  lecteur  avec  le  maniement  des  formules. 

Le  Chapitre  IV  traite  du  théorème  d'addition.  Ce  dernier 
est  encore  rattaché  au  mouvement  simultané  de  deux  pen- 
dules en  retard  l'un  sur  l'autre;  l'auteur  en  déduit  la  construc- 
tion de  Jacobi,  et  une  application  des  plus  intéressantes  à  la 
construction  des  polygones  de  Poncelet,  inscrits  à  un  cercle 
et  circonscrits  à  un  autre.  M.  Greenhill, 'après  avoir  très  heu- 
reusement modifié  et  complété  la  partie  relative  aux  penta- 
gones, montre  comment  ces  résultats  peuvent  être  identifiés 
avec  ceux  qu'Halphen  a  trouvés  dans  le  deuxième  Volume  de 
son  Traité,  et  donne  quelques  théorèmes  nouveaux.  Une  der- 
nière application  se  rapporte  à  la  Trigonométrie  sphérique  et 
conduit  au  Tableau  des  trente-trois  formules  données  par 
Jacobi  dans  ses  Fundanienta. 

Le  Chapitre  V  envisage  le  théorème  d'addition  sous  forme 
algébrique  ;  sa  lecture  suppose  la  connaissance  d'un  certain 
nombre  de  théorèmes  d'Algèbre  supérieure  relatifs  à  la  théorie 
des  formes. 

Le  Chapitre  suivant  conduit  aux  intégrales  de  deuxième  et 
troisième  espèces  et  aux  fonctions  Z(«)  et  II  (a,  a). 

Dans  le  Chapitre  VII  paraissent  les  fonctions  Z,{u)  et  n{u) 
de  Weierstrass.  Elles  servent  à  compléter  la  solution  de  pro- 
blèmes qui  n'avaient  pu  être  terminés  précédemment  (chaînette 
en  rotation,  élastique  gauche  algébrique,  pendule  sphérique, 
toupie).  Le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales  elliptiques 
de  troisième  espèce  est  établi  par  une  extension  de  la  méthode 
d'Abel,  précédemment  employée  :  elle  conduit  tout  naturelle- 
ment à  la  considération  des  intégrales  pseudo-elliptiques. 
Toute  cette  partie  a  été  profondément  remaniée  par  M.  Green- 
hill; les  calculs  ont  été  plus  développés  et  appliqués  à  la  dé- 
termination de  certaines  herpolhodies  algébriques  (déjà  faite 
par  Halphen),  ainsi  qu'à  l'élastique  gauche. 

La  double  périodicité  des  fonctions  elliptiques  est  mise  en 
évidence  par   la   considération  des  ovales  de  Descartes  (Cha- 
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pitre  VIII).  Puis  vient  un  Chapitre  très  original,  sur  les  déve- 
loppements des  fonctions  elliptiques  en  produits  de  facteurs  et 
en  séries;  ces  problèmes  sont  rattachés  à  des  questions  de 
Physique  mathématique,  et  en  particulier  aux  théories  élec- 
triques de  Maxwell. 

Le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  la  théorie  de  la  transfor- 
mation. Après  l'avoir  d'abord  rattachée  aux  considérations 
physiques  du  Chapitre  précédent,  l'auteur  reprend  la  théorie 
algébrique  générale,  en  suivant  la  méthode  indiquée  parJacobi 
dans  ses  Fundainenta.  Un  nombre  considérable  de  résultats 
sont  indiqués  dan?  ce  Chapitre. 

En  résumé,  le  principal  caractère  du  livre  de  M.  Greenhill 
est  d'intéresser  le  lecteur  aux  fonctions  elliptiques,  en  mon- 
trant comment  leur  théorie  se  rattache  à  la  résolution  de 
toutes  sortes  de  problèmes  de  Géométrie,  de  Mécanique,  de 
Physique.  Cet  Ouvrage  rendra  de  grands  services  à  tous  ceux 
qui  désirent  étudier  cette  théorie:  aux  physiciens  et  aux  ingé- 
nieurs, il  fournira  un  instrument  de  calcul  puissant,  avec  des 
exemples  variés  sur  la  manière  de  l'appliquer;  aux  étudiants 
en  Mathématiques,  il  facilitera  l'intelligence  des  débuts  de  la 
théorie  et  inspirera  la  curiosité  de  lire  les  grands  Traités; 
même  pour  les  candidats  à  la  Licence  mathématique  et  phy- 
sique, la  lecture  des  cinq  premiers  Chapitres  sera  des  plus 
aisées;  elle  leur  apprendra  rapidement  le  maniement  des  fonc- 
tions elliptiques  avec  les  notations  de  Jacobi  et,de  M.  Weier- 
strass. 

Terminons  en  signalant  la  façon  particulièrement  élégante 
dont  M.  Greenhill  a  donné  des  exemples  d'intégrales  pseudo- 
elliptiques, notamment  dans  le  mouvement  du  pendule  conique 
et  dans  celui  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe  :  ces 
exemples  sont  tirés  d'un  Mémoire  étendu  sur  les  intégrales 
pseudo-elliptiques  que  M.  Greenhill  vient  de  publier  dans  les 
Proceedings  of  the  London  mathematical  Society  et  qui  se 
rattache  directement  aux  paragraphes  correspondants  de  son 
livre.  Un  autre  point,  sur  lequel  M.  Greenhill  a  fait  des  recher- 
ches personnelles  d'un  grand  intérêt,  est  la  théorie  des  équa- 
tions modulaires;  le  Mémoire  original  de  l'auteur,  cité  avec 
éloge  par  Halphen,  vient  d'être  traduit  par  M.  Laugel,  dans 
\e?,  Annales  de  V Ecole  Normale  supérieure. 

P.  Appell. 
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Sll{  OL'ELQIES  PROPRIÉTÉS  DES  COMQIES; 

Par  m.   p.  SONDAT. 


1.  Comme  applicalioiis  d'une  jNote  insérée  clans  les 
Nouvelles  Aiinnies  (i8g3,  p.  36o),  je  me  propose  de 
déraoîitrei'  cpielques  propriétés  des  coniques. 

Je  rappelle  d'abord  que  si  un  point  0(  a,  3,  v),  rap- 
porté, en  coordonnées  segment  aires,   à    un  triangle  de 

Fig.  1. 


référence  ABC.,    appaitient   à    une   droite  XTa.  'j..  v). 
l'équation 


(0 


est  à  la   ("ois  celle  de  X  en  coordonnées  ponctuelles,  et 
celle  de  O  en  coordonnées  tangenlielles. 

Si  le  point  O  cesse  d'appartenir  à  X,  l'équation 


(2) 


X 
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représente  aussi,   en  coordonnées  poncluelles,  si  X  est 
fixe,    la   conique  Q^i/ig'    i)    laiiyenle  en    A,  B,  C   aux 
droites   A.)v,  lîa,  Cv,  et,  en   coordonnées  tangentielles, 
si  O  est   iixe,  la  coni(]ue  Qi(/%.  2)  inscrite  à  ABC  en 


Nous  dirons  que  la  conique  Q  est  circonsciite  à  ABC 
selon  la  droite  X,  et  que  la  eoni(]ue  Q,  est  inscj'ite  selon 
le  point  O. 

2.  Le  lieu  du  point  O  pour  lecpicl  Qi  admet  la  tan- 
gente Iixe  ,r  est  la  conique  Q  circonscrite  selon  cette 
droite,  et,  corrélativement,  l'enveloppe  de  X,  pour  la- 
quelle Q  passe  par  le  point  fixe  O,  est  la  conique  Q) 
inscrite  selon  ce  point.  Ainsi  le  lieu  du  point  O,  pour 
lequel  Q)  est  une  parabole,  est  l'ellipse  circonscrite  à 
ABC  selon  la  droite  à  l'infini,  et  l'enveloppe  de  la 
droite  X,  pour  laquelle  Q  passe  par  le  centre  de  gra 
vite  de  ABC,  est  l'ellipse  inscrite  selon  ce  centre. 

3.  Soit  0(a,  |j,  y)  l'ii  point  lié  à  la  droite  X(À,  [J-,  v) 
par  ré(j nation 

(À  — aj(a  — j3)(v  — Y) -f-i  =  0. 

En  veitu  des  égalités 


(   3m    ) 
celte  «kjualioii  poiil  si'u  rii-e 

\a        II         /  \  A         p  / 

cl  se  (létoinpos(!  en  celles-ci 

X  _^  ^  _  ^  ^  !^  _ 

Donc  (i) 

1°  Avec  X  fixe,  O  appartient  à  X  ou  à  Q; 
a"  Avec  O  iixe,  X  enveloppe  O  on  (^,. 
Comme  les  triangles  aCA,  |jAB,  \'i^C^  coupés  par  les 
droites  B0.3,  COy,  A0^,  donnent  ' 

OA  OB  ,        ^,  OC       ,  , 

07  =  '^'-^''      ô^  =  ^(^-?^-       0-7  =  ''^'-"^^' 

le  lien  du  [)oint  O  pour  lequel 

OA.0B.OC  =  Oa.03.OY 
aura  pour  érjualion 

(  I  —  a)(i  —  3)(i  —  V  )  +  I  =  o. 

c'est-à-dire  sera,  av(;c  la  droite  à  l'infini  (  i  i  i),  l'ellipse 
circonscrit(!  à  ABC  selon  cette  droite. 

4.  Coupons  la  conique  Q  par  la  droite  X,  (À, ,  'jl,  ,  v,  ) 
la  rencontrant  aux  points  O  (a,  |ii,  v)  et  O,  (y., ,  ^3,,  ^',  ). 
Comme  O  appartient  à  X,  et  à  (^,  on  a  (  i) 

À,  3    _  au 

et,  en  éliminant  !j, 

(4  j  3t-—  (a  -^  Ài  —  -^j  y.^  XÀi  =  o. 

Or  les  racines  de  celle  ('-rpial  ion  convenant  à  O  elO|, 


(  3iu  ) 
ou  a 

(5)  axi  =  XÀi,         et  de  inênie         ppi  =  [ji;jli,         -(-(i  ="'"'\- 

Si  X,  est  une  tangente,  O,  se  confond  avec  O,  et  l'on 
a,  pour  ce  point  de  contact, 

(6)  a2  =  XXi,         p2=:[Jia,,         y2  =  vvi, 
L'équation  (2),  qui  devient  alors 

est  celle  de  Q  en  coordonnées  tangentielles,  et  exprime, 
sous  sa  forme  rationnelle 

(8)  (x  +  Ài— -^)'-4X>M  =  0, 

que  les  racines  de  (4)  sont  égales. 

5.  Théorème.  —  Si  sur  la  conique  Q,  circonsciile  à 
K^Q  selon  la  droilelLQ.^  a,  v),  on  prend  trois  points 
A,(a,,  ;i,,v,  ),B,(ao,  fio,  Y2),  C,(a3,  1^3,  Y3),  le  triangle 
A,B|Ci  sera  circonscrit  à  la  conique  Qi,  inscrite  à 
ABC  selon  le  point  0(a,  p,  v),  ayant  pour  coordon- 
nées 

aiajari            ^j        P1P2P3               _TiT2T3 
a  =  rr;^ —  j  p  — —  y  Y  — —  • 

Soient,  en  ellet,  «)('a,,  a,,  v,  ),  ^i(Ào,  p.2,  v^), 
c,  (A3,  a3,^V3)  les  côtés  de  A,  B,  C,  .  On  a  (4) 

/  ajas  =  À),[,  aia;j  =  X).2,  «la,  =  XX3, 

I   8.2^3  =  ijtjjii,         pi  p3  =  FI-12,  Pi  P-i  =  !J-[-i3, 

.     Y-2T3    =VV,,  Y1Y3    =  ^'Vo,  Y1T2    =  VV3. 

Or  le  point  A,  appartenant  à  Q,  on  a(i) 

ai  ;x 

y  "^  t"  =■' 


(    ''S  ) 


ce  qui  peut  s  écrire 


ou 


c'est-à-dire  (i)  que  a,  enveloppe  Q,. 

Ou  prouvei-ait  de  même  que  hf  et  C(  sont  des  tan- 
gentes à  Q, . 

Remarque.  —  Si  les  points  A,,  B|,  C(  sont  ceux  où 
les  droites  qui  joignent  un  point  Lo(x^y,  z)  de  X  aux 
sommets  A,  B,  C,  coupent  Q,  on  aura 

-^'(•^•V'fj'  ^'(v'-^^'T,)'  ^'(f'x'^;)- 

Il  résulte  de  là  que 

ou  O  est  le  pôle  de  X( triangle  ABC). 

De  plus,  on  a  les  trois  systèmes  liomologiques 


ABC 

A,     B,     C, 


ABC 

C,     A,     B, 


A      B      C 

B,    <:,    A, 


dont  les  centres  appartiennent   à  X,   et  dont  les  axes 
passent  par  O. 

6.  Menons  à  la  conique  Q,  les  tangentes  X(a,  'J-,  v) 
et  X,(X,,  |j.,  V,),  partant  d'un  point  0|(a,,  ^o,,  y,). 
(jomme  X  enveloppe  Oi  et  Q,,  on  a  (i) 

et,  en  éliminant  [j., 

(9)  X2_  (^3t  +  a, -^JÀ^-y-ai  =  0, 


(  3i4  ) 
et  comme  les  racines  de  celte  équation  conviennent  à 

X  et  X|, 

(10)  XXi  =  aai,         et  de  même,  [jl[j.i  =  ^'^i,         vvi  =  yYi- 

Si  0|  se  poi  te  sur  Q,,  X,  se  superpose  à  X,  et  l'on 
a,   pour  cette  tangente, 

(11)  X^=aa,,         ir-=-^'^i,         v2  =  YY„ 
L'équation  (2),  qui  devient  alors 

est  celle  de  Qi  en  coordonnées  ponctuelles,  et  exprime, 
sous  sa  {"orme  rationnelle 

^+ '^i  — y^ }  ~  ^  '^^^  ^  ^' 

que  les  racines  de  (9)  sont  égales. 

7.  Théorème.  —  6"/  à  la  conique  (^1  inscrite  à  ABC 
selon  le  poi/if.  0(a,  [j,  y),  on  mène  /rois  tangentes 
«i(>M,  1^1,  V,),  A,  (A.,  [Aj,  Vo),c,  (X3,  |J.3,  v..j),  le  trilatère 
afhiCf  sera  inscrit  dans  la  coni(/ue  Q  circonscrite  à 
ABC  selon  la  droite  X(X,  [x,  v),  «}  a/il  pour  coordon-' 
liées 

^   _    X1X2X3  ^^  _    |XliJ.2  [-«■:!  ^  _    VlVaVa  _ 

Soient,  en  eOel ,  A, (a,,  [i,,  v,),  B,  (7..,  [io,  y.), 
C|  (7.3,  1^3,  Ya)  Il'S  soiutnels  de  «i  A|  c,.  On  a  (6) 

/  Xo  X3  =  aai,  X1X3  =  aa2,  Xj  X2  =  aa3, 

V,'/,,   =-;yi'        "'i^'a   =TY2>        ''r''2   =  TYa- 
Or  la  droite  «,  étant  tangente  à  Q,,  on  a  (1) 

A,  p 


(  ■>'<^  ) 


ce  (|iii  peut  s'eciiir 


ou 


21  [X 

Y  +  0/  =  '' 

A  pi 


c'esl-à-dirc  (i)  que  A,  est  sur  (^. 

Ou  prouverait  de  même  que  B|  et  G,  apparlieiineiil 
àQ. 

Remarque.  —  Si  «,.  /;,,  r,  sont  les  tangentes  à  Q,. 
menées  par  les  points  où  nue  droite  c(t,  )',  z),  pas- 
sant par  O,    eoupe  les  eûtes  de  ABC,  on  a 

11  en  résulte  tiue  A  =  —  a,  a  =  —  fj-,  v  =  —  -',  ou  X 
est  la  polaire  de  O. 

De  plus,  on  a  les  trois  systèmes  liomologiques 


A      B      G 
Al     Bi     Cl 


A       B       C 
G,     A,     Bi 


A      B      G 
Bi     Cl     A, 


et  il  est  facile  de  voir  (pie  les  trois  axes  passent  par  O  et 
que  les  trois  centres  se  trouvent  sur  X. 

8.  Théorème.  —  Etant  ilonnces  la  con'uiuc  Q  cir- 
conscrite à  ABC  selon  la  droite  X(a,  [J.,v)  et  la  co- 
nique Q,  inscrite  selon  le  ]>oint  0(a,  |3,  y)^  H  existe 
une  infinité  de  triangles  inscrits  dans  Q  et  circonscrits 

Soit  A(B,C|  un  ti'iangle  inscrit  dans  Q  ;  il  sera  cii- 
conscrit  à  Qi  si  l'on  a  (théorème  \  ), 

Or  les  deux  dernières  conditions  se  réduisent,  en  vertu 


(  -^16  ) 
des  équations  de  Q,  à  la  suivante 

v^(X-a,)()>-c«2)(À-a3)=X2. 

On  peut  donc  se  donner  à  volonté  a,,  c'est-à-dire  le 
point  A|,et  si  l'on  détermine  ao  et  7.3  par  l'équation 
précédente  et  a,  aoa^  =  a).-,  le  triangle  A,B(Ci  sera 
circonscrit  à  Qi . 

9.  THÉOT\h;\rE.  —  Si  une  droite  X|(À) ,  a, ,  v,)  est  tan- 
gente à  la  conique  Q  circo/iscrite  à  ABC  selon  la  droite 
fixe  X(a,  [J-, '''))  ^^  pôle  0,(a,,  j3|,yi)  <^<?  X  par  rap- 
port à  ABC  appartient  à  la  conique  Q,  inscrite  selon 
le  pôle  0(a,  |j,  y)  Je  X,;  de  plus,  le  point  de  contact  w 
de  X)  e.vf  /e  /^o/e  de  la  tangente  p  e«  O, . 

En  eliet,  comme  X|  est  une  tangente  à  Q,  on  a  (4) 

et  puisque 

À  =—3:,,  .x^—  3,,  À,=_a,,  a,  =  _^,, 

il  vient,  en  remplaçant, 

/a  /37 

ou  (6)  O,  est  sur  Q,, 

D'ailleurs,  si  p(a:,j  ,  c)  est  la  tangente  à  Q,  en  0(, 
on  a  (i) 

—  '^1  _^    y     _  _j^  _^  —\J-  _ 

d'où 

A,  — y  —  X  \x 

—  ^       !-^i  ~  "         '■       —y  ~ 

Donc  (1),  le  point  ( —  x,  — j,  —  z),  pôle  de  p,  se  trouve 
sur  X,  et  sur  Q  ou  se  confond  avec  le  point  de  con- 
tact to. 


(  •^i7  ) 

Reniai  que  J.  —  Comme  O,  est  fixe,  O  clecril  la  (juar- 
lique  («4)- 

Re.vinvij ue  1 1 .  —  On  aura  le  théorème  corrélatif  en 
supposant  le  point  O  fixe  ainsi  que  (^i,  et  le  point  0| 
mobile  sur  Q, . 

10.  Conicjue  rapportée  à  l'un  de  ses  triangles  conju- 
gués. —  Son  équation  est 


(i5) 


rï  +  ^,  =  I  > 


car  cette  conique  (y^^.  3)  coupe  BC  et  CA  aux  points 
conjugués  harmoniques  ±  A,  ±  o..  De  plus,  les  droites 


Fis.  3. 


qui  joignent  A  et  B  à  ces  points  sont  des  tangentes,  puis- 
que, pour  a  =  ±  A,  les  deux  valeurs  de  |j  sont  nulles,  et 
pour  [i  =1=  ±:  UL  les  deux  valeurs  de  a  sont  infinies. 

Si,  comme  au  n"  ^.  on  écrit  qu'une  droite  X|(À|,  jj.,  ,  v,) 
est  une  tangente,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  point 
de  contact 


(i6)  aÀ,  =  X2         ^{3-1=  \i- 

et  l'équation  (i5),  qui  devient 


Vi 


(17) 


A  2 


(  ■•>'8  ) 
est    alors    celle  de   la  c()iii(|iie   en  coordonnées   laiigeii- 
tielles. 

Si  AB  passe  à  l'inlîiii,  C  devieiil  le  milieu  de  eliaeuii 
des  segments  (à,  —  X),  (jji,  —  iji.),  et  les  droiUîs  Aa,  Bjj. 
restent  tangentes.  Le  sommet  de  l'angle  C  est  alors  le 
centre  et  les  côtés  prennent  li'S  directions  de  deux  dia- 
mètres conjugués. 

Si  I  on  désigne  par  i^rt,  'j.b  les  longueurs  de  ces  dia- 
mètres, par  X  et  j  les  coordonnées  cartésiennes  d'un 
point  de  la  courbe,  on  aura 

.X  b  -jj  ^        Y 

K  =  -1  'X—-,  a=-,  B=-, 

a  y:  X  ■Xi 

et  ré(j!iation  (i'))  prendia  la  lorme  connue 

a-         b- 
L'écjuation  (17)  devient  aussi 

('8)  —  H ,   =  I, 

X\  et  j  1  étant  les  longueurs  C)v|,  Cu.,,  qui  seraieni   les 
coordonnées  cartésiennes  de  la  tangente  mobile  X,. 

l)i!  plus,  0(a',  )')  étant  le  point  de  ('ontact,  ks  rela- 
tions ( i6)  donnent 

11.   Polaire  d'un  point  par  rapport  à  Q. 

Théorïîme.  —  Elanl.  donnés  la  coni(jue  Q  circonsciilc 
à  ABC  selon  la  dfoite  X(A,  [ji,  v)  et  le  point  0(a,  [i>,  y), 
les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  (,  [j.-') 
et  (.['iv),  ()..y)  (^f-  (î'-.v),  ()>[^.)  et  (omj..)  forment  un 
triangle  A,BiG)  honiologi(/ue  a<>>ec  ABC,  et  l'axe  ^ 
d  honiologie  est  la  polaire  de  O  par  rapport  à  Q. 


(  <-^'9  ) 
Lt'sdioiles  <^i|,  /»,,  r,  (-oupent,  eu   fllcL,  les  côtés  BC, 
CA,  AB  aux  puiuls 

M  —  a  V  —  Y  X  —  a 

('9)  -=7.31^,37)'     -^-^^JTï^r)'      ^^M^-^li)' 

et,  connue  j^yc  =  + 1 ,  ces  trois  points  sont  situés  sur 
uue  droite  p(^,  j',  z). 

Or,  si  les  droites  Aa,  B|ii,  Cy  coupent  Q  eu  Ao,  Bo, 
Co,  ou  a  (i),  pour  le  point  Ao, 


et  (4),  pour  la  taugente  (;n  Ao, 

a-  X  vl  X  —  y.)' 

À  '      v(À  —  a)^'  a- 

Gelte  taugeute  coupe  A  A  au  point 

<x(l  -4-  a  )        v(a  —  l) 

I  A,       '-\ ,      -.^ 

À  —  a  A  -4-  a 

De  même  les   tangentes  en  B^  et  Go  coupent  B|j.  et  Cv 
aux  points 

"  ô — '         l^- 


K 

V  -H  Y 


Il    résulte   de   c(îs  valeurs  cpie  les   poiuts  J,  H,  K,  qui 
lixent  la  polaire  de  O,  appartieuuent  à  la  droite  p. 

Remarque  1.  —  Oa  peut  donc  (avec  la  règle)  cou- 
struirela  polaiie  de  O,  saus  qu'il  soit  uécessaire  de  tra- 
cer la  couique  Q. 

Remarque  II.  —  Si  x  =  y  =^  z  z=  \ ,   O  est  le  centre 


(     320    ) 

de  Q,  et  les  foimules  (19)  donnent,  pour  ce  centre, 


À(I  —  A  -*-  A;j.) 
a  = 


I  - 

-X- 

-X,. 

1J^(I 

—  M- 

-+-    jJLV  ) 

I  - 

-{J- 

[-'•'•' 

v(  l 

—  V  ■ 

M-Àv) 

(20)  '  p 


ll2.  Théoiîkme.  —  Si  le.s  droites  (jui  joignent  un 
point  0(a,  [^,  y)  de  In  conic/ue  Q  circonscrite  à  ABC 
selon  la  droite  X(X,  [J.,  v  ),  aux  points  A,  ij.,  v,  coupent 
/  la  conique  en  A| ,  B(,  (](,  le  triani^le  AiBfCi  est  ho- 
niologique  a^'ec  ABC;  le  centre  to  d'houiologie  est  le 
point  oii  la  tangente  X  touche  la  conique  (^,  inscrite 
selon  le  point  O,  et  V axe  0,  qui  est  la  polaire  de  o) 
par  rapport  à  Q,  tourne  autou/-  du  point  0|,  pôle 
de  X  par  rapport  à  ABC. 

En  eirel,  d'api'ès  (4),  Tune  des  coordonnées  de  A, 
est  À-;a,  et  on  aura  les  autres  par  l'équation  (2).  De 
même,  pour  Bj  et  C,.  On  trouve  ainsi 

^'      ^'    x^-   W 

bi  —  5       -Q-  '       » 

!^Y         p  -j-a 

^'       ^7p'     ^'    7* 

Les  droites  AA|,  BB,,  CC|  sont  donc  concourantes 
au  point 

v  «      P      T  / 

et  ce  point,  qui  appartient  à  X  pour  vérifier  son  équa- 
tion (1),  est  de  plus  (6)  le  point  où  X  touche  Q,. 

Les  côtés  de  A,  B|C|  coupent  les  côtés  correspondants 


(  32.    ) 
de  ABC  aux  pcjinls 

J*  —  —  3(,  JK  =  —  ^'  -^  =  —  Y' 

et  ces  points  sont  situés  sur  la  droite  p  ( —  x,  — j  ,  —  z), 

polaire  de  O  par  rapport  à  ABC. 

Coin  me  on  a 

—  a        —  ijL 

cette  droite  p  passe  par  le  point  0( —  A,  —  u,  —  v),  pôle 
de  X  (triangle  ABC);  elle  est  de  plus  polaire  de  w  (co- 
nique Q),  car  les  relations  (i),  qui  lient  le  point  à  sa  po- 
laire, se  trouvent  vériliées. 

/  13.  Théokème.  —  Le  lieu  des  centres  (o(a:,  j',  z)  de 
la  conique  Q,  inscrite  à  ABC  seloji  le  point  0(a,  [3,  v), 
mobile  sur  la  droite  fixe  X(a,  ij.,  v),  est  une  coni<jue. 

Comme  O  appartient  à  X,  ou  a  (i) 

Or  (formule  2u), 

_  I  -+-  ar  —  xy  Q  _     I  H-  ,r  -i-  :r/ 

Eu  remplaçant,  il  vient 

[(  À  ;a  -h  ;i.  —  i  )y-  -+-  i.  À  \xy  -t-  (  i  -t-  }v  ;ji  —  li.)]  x- 

—  2  (  ,a j  —  I  )  ^  -i-  (  I  -^-  ]j.  —  À  iji.  )  =  o. 

Cette  équation  est  celle  d'une  conique  Q2  qui  coupe 
les  côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  qui  sont  les  racines 
des  équations 

(  I  -+-  À  ;JL  —  iJL  )  ,r2  -f-  2  X  -i-  (  I  -{-  ijL  —  À  a  )  =  d, 

(  X[JL  -(-  ijL  —  i)  )■■-  -r-  iKi^y  -f-  I  I  -t-  X;ji.  —  [jl)  =  o, 

(i  -+-  [Jl  —  ),;jl)3-  -f-  2  ;/ ^  -+-  (  À  ;ji  -!-  a  —  i)  =  o, 


(    322    ) 

c'est-/i-diie  en  Jours  milieux  et  aux  points 

À  ut [Jl 1  u  —  I X  'JL  "  I  —  u  —  X  ! 


Or,  si  Q:(  est  la  conique  inscrite  ayant  pour  centre 
(i),  ( — ^^~',  —  I-*-"':  —  '''')'  celte  cojiicjue  est  inscrite  à 
ABC  selon  le  point  O,  (x,  ,j  i ,  z.^). 

Reinar<i ue  I.  —  Si  X  passe  à  l'inlini,  on  a 

xi  =7,  =  2]  =  — I, 

et  Qo  devient  l'ellipse  inscrite  selon  le  centre  de   gra- 


vite. 


lictnnrque  II .  —  î)i  a  =  — • ,  a  =:  — -  j  v  =  y-  »  ou  si  A 

'  c-      '  a-  b^ 

est  la  droite  isotoiniquc  de  celle  suivant  laquelle  le 
cercle  est  circonscrit  à  ABC,  (o,  devient  le  point  de 
Lenioiiie,  ()|  est  l'orlliocentre  et  Qo  est  le  cercle  des 
neuf  points. 

14".  Pôle  d'une  droite  par  rapport  à  la  conique  Q,. 

Théorème .  —  Etant  données  la  conique  Qi  inscrite 
à   VBC  selon  le  point  O  (a,  |j,  v)  et  la  dioite  p  (À,  |j.,  v), 
\j        si  Von  appelle  A,,  B,,  Ci   les  points  (iJ-v,  v^),  (âv,  va), 
(a|j,    'J.7.),    /e^    droites  AA,,    lîB,,    CCi    seront   concou- 
rantes en  un  point  (o,  pôle  de  p  par  rapport  à  Q, . 

En  etlet,  les  coordonnées  des  droites  AA,,  BB|,  CC, 
sont 


et  comme  xyz  =: —  i ,  ces  droites  sont  concourantes  en 
un  point  to(jr,  9  ,  z  ). 

Or,  si  l'on  mène  à  Q,  les   tangentes   A  I,   |J.H,  vR,  on 


(  :ws  ) 

aura,  pouf  A| , 

el  (f)).  pour  l(î  point  de  cou  lad  1, 

À2        3(A  — a)-^  - 


On  on  (li-duil,,  pour  aJ, 

B(X-a)        Y(XH-a) 

a,      -î^^^ ,       — ^ 

À  -H  a  a  —  Â 

On  aurait  do  mômo  pour  [ii  II  oL  vK, 

~ô '  P'  ■ ; — u —  ' 

aCv  —y)        "'(''  -*-  Y  t 
V  +  Y  '^  -  ï 

Il  rôsullo  do  oos  valeurs  que  les  droites  al,  |jH,  yK, 
fjui   fixent   le  pôle  de  p,  passent  par  w. 

Herna/f/ue  J.  —  On  pourra  dono  (avec  la  lègle) 
trouver  le  j)ô]e  d'une  droite  X,  et,  si  cette  droite  est  à 
l'infini,  on  aura  le  centre  do  Q,  en  joignant  A,  H,  C 
-aux  milieux  dos  segments  ^y^  ^-T)  ^?* 


Remarque  //.  —  Si  ()  est  le  contre  de  (^,,  on 


a 


^  I  —  Y  I  -  a  I  —  P 

(■22)    X  =  —- — ^ô^  '       .r  -  "  — 


Y(i-P)'  -^        a(i-Y)'  [i(.-a) 

15.  riiÉ0Rï;Mp;.  —  Si  par  la  point  ou  une  tangente 
X(a,  a,  v)  à  une  conitjue  Q(  inscrite  à  ABC  selon  le 
point  0(a,  Ti,  y),  coupe  les  layons  A  a,  B|j,  Cv,  o/?.  i^ 
mène  les  secondes  tangentes  «,,  Z>,,  c,,  /e  trilatere 
a^h^c^  est  hoinologique  avec  ahc  ;  V  axe  p  cVhoniologie, 
(/ui  tourne  autour  de  O,  r'.s/  tangent  à  la  co/iit/ue  (^ 
circonscrite  à  ABC  selon  la  dioite  X,   e^   /e  centre  to 
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d'homologie,  qui  est  le  pôle  de  p  par  rapport  à   Q, , 
décrit  la  droite  X(,  polaire  de  O  par  rapport  à  ABC. 

D'après  (4),  a"'  '.'^  est  ruiie  des  coordonnées  de  A,, 
et  l'on  aura  (i)  les  deux  autres  en  écrivant  que  «,  en- 
veloppe Q,.  En  procédant  de  même  pour  h^  et  c,,  on 
trouve 


«1 
h, 

Cl 


a- 

—  I 

-^  ' 

À 

va 

Oo 

—  I 

f^- 

V?  ' 

5 

V^ 


k- 


On   voit   par   là    que  les   points    (^na^)^   [bh^)^  (ce,) 

•      -  1      1      •  Z^-     H^     Y 

sont  situes  sur  la  droite  o  Mr  ?  —  ■>  - 

'      ^     h  \X  V 

Cette  droite,  qui  passe  par  O  pour  vérifier  son  é(|ua- 
tion  (i),  est  de  plus  (4)  tangente  à  Q. 

Les  droites  AA,,  BB, ,  CC|,  qui  ont  pour  coor- 
données 0^= —  À,  y^ — ;J-,  ;  =  —  V,  sont  concou- 
rantes au  point  o)( — A,  —  u.,  — v),  pôle  de  X(tri.  ABC). 

Ce  point  appartient  d'ailleurs  à  la  droite 

X,(-a.  -3,  -Y,. 
car 

—  ^       —  1^ 

et  il  est  le  pôle  de  o  (conique  Q)  parce  qu'il  vérilie   les 
relations  (2  i)  qui  lient  le  pôle  à  sa  polaire. 

16.  Génération  de  la  conique.  —  Coupons  le  triangle 
ABC  par  la  droite  X(a,  p-,v)  {/ig.  ^),  et  lirons  les 
droites  Aa,  Bu.,  Cv  formant  le  triangle  Aj  B,  C,  homo- 
logique  de  ABC  selon  l'axe  X,  et  son  pôle 

0,(-X,-H., -v) 
par  rapport  à  ces  triangles. 


(  :^25  ) 

Proposons-nous  do  décrire  la  conique  Q  circonscrilc 
à  ABC  selon   la  droite  X  et  inscrite  à  A,  B,  C|  selon  le 

Fig.  4. 


point  0|  qui  est  aussi  le  pôle  de  X  par  rapport  à  cette 
conique. 

Si  (ofx,  }',  ;;)  est  un  point  de  X,  on  aura  (i) 

(23)         -H-^=i.  ^^-=1.  _  +  -==,. 

X         [j.  y        ''  :;        A 

Les  droites  coA,,  ojB,,  ojCj  coupent  BC,  CA,  AB  en 
a,  [3,  Y,  et  comme 

A,(— À,  |ji,  v;.     Bi(À,  —  [x,  v),     G,((X,  [i.,  —  v), 

on  aura,  en  utilisant  les  équations  (23), 

(  ai  )  y.T=  l\         '^y  =  iJ.^.        '(z  =  v2. 

Il  en  résulte  que  les  droites  A  a,  B  ^,  Cv  sont  concoti- 
rantes  au  point  0(a,  [i>,  y)- 
Ann.de  Mathémat.,  3"série,  t.  XIV.  (Aoùl  1895.)  23 


(25) 
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Or,  d'après  {^-i),  les  équations  (23)  deviennent 

A         p  F         Y  va 

Donc  (i)  le  point  O  appartient  à  Q.  Les  triangles 
AiB,C,  et  a[jy  sont  homologiques  (centre  to),  et  l'axe 
X,  (X( ,  U) ,  V|  )  a  pour  coordonnées 

Xi=  — a,  [X,  =— 8,  v,=  — y. 

D'ailleurs,  les  équations  (23)  expriment  que  X,  passe 
parO,,  et  les  équations  (25)  que  le  triangle  a|iv  est 
circonscrit  à  Ai  B,  C| . 

On  a  ainsi  le  système  homologique 

w        A       B      G 
O       Al     B,     G, 
O,      a       p       Y 
dans  lequel  chacun  des  centres  ou  des  axes  est  celui  des 
deux  triangles  non  écrits  sur  la  ligne  où  il  se  trouve. 
Si  I,  H,  K.  sont  les  points  qui  fixent  l'axe  p,  on  a 
P(X  +  a)  I 


P 

X,, 

X 


>, 


Y(F+Pi)- 
a(v  H- y) 


Yd-^  +  P) 


d'où,  d'après  (24)  et  (26), 

X3  u3  V3 

Ces  valeurs  montrent  que  la  droite  p  passe  par  O.  De 
plus,  elle  est  tangente  en  ce  point  à  Q,  car  (4)  les 
coordonnées  de  cette  tangente  sont 

«2  p2  ^2 

À  [X  V 

c'est-à-dire,  d'après  (24),   celles  (aG)  de  p. 


(  ;^^-7  ) 

Il  est  facile  de  voir  que  le  triangle  aiSy  est  autopo- 
laire par  rapporta  Q,  car  la  polaire  de  a  est  A,  I  ou  [3^. 
Il  en  résulte  que  )v,  est  le  pôle  de  A,  a,  et  comme  0| 
est  le  pôle  de  X,  la  droite  O,)^,  ou  X,  est  la  polaire 
de  (l). 

En  résumé,  pour  toute  position  de  o)  sur  X,  on 
pourra  (avec  la  règle)  obtenir  un  point  O  de  Q,  la  tan- 
gente p  en  ce  point,  et  la  polaire  Xj  de  w. 

17.  Théokème. — Deux  triangles  ABC  efA,B<C(, 
conjugués  par  rapport  à  une  conique,  sont  homolo- 
giques,  et  réciproquement. 

Soit  Q  un.e  conique  coupant  les  côtés  BC,  CA,  AB  du 
triangle  de  référence  aux  points  )>  et  \^,  [j.  et  a,,  v  et 
v, .  On  a 

/•  =   XÀi  [JLJJLi  VV]   =  -I-  I  . 

Appelons  I  et  I,,  H  et  H(,  R  et  K,  les  points 

{^^■l\^\''i)  et  ([^vi,  [j.iv), 
(Xv,  XiVi)  et  (Xvi,  Xjv), 
(Xiji,  Ài  |Ji.i)     et     (XiJii,Xiui), 

et  Al  B,  C,  le  triangle  des  droites  II, ,  HH, ,  KK,,  lequel 
est  conjugué  de  ABC  par  rapport  à  Q. 
On  a 

.         vi  —  V  pv  —  i-^iVi         vvi(|a  —  }jLi) 

et,  en  permutant  v  et  v,, 

j    ^        y  — vi  ij-vi  —  M-iv        vvi(tx—  i-t,) 

'    ■    VV,(ia—  (ai)'  V,—  V  JJ.V1   —    f^jV 

D'où,  pour  le  côté  a,, 

V  -4-  Vi  [Ji  -+-  ;x,  2vvi 
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On  trouverait  de  même,  pour  bs  et  c, 


■ùl, 

X  +  Xi 

XX,(v  +  Vi)' 

v-HVi 

l-^w 

■2 

X^À, 

2  [J-IM 

1^  +  1^1 

Les  points  art,,  Z>Z>,,  ce,  ont  donc  pour  coordonnées 

V  -1-  V ,  _  X  -f-  X 1  _  l-L  -T-   (J-l 

^  ~  vvi(u  -+-  iJLi),'         "    ~  XX,(v -f- V,  )'  ■  ~  [i.ja.i(X -+- Xi) 

D'où 

a?72   —    -    =  -I-  I , 

ou  les  triangles  ABC  et  A,B,C,  sont  bomologiques 
selon  l'axe  p  (  x,  y,  2). 

Réciproquement,  si  xYz  =  i,  on  aura  /■  =  i  elles 
deux  triangles  ABC  et  A,B)C,  liomologiques  seront 
conjugués  par  rapport  à  la  conique  Q  circonscrite  à 
l'hexagone  ).A,  au.,  vv, . 

D'ailleurs,  si  l'on  connaît  les  coordonnées  des  cotés 
a,,  ^,,  c,,  on  pourra^  en  s'aidant  des  relations  obte- 
nues, trouver  les  points  où  cette  conique  Q  coupe  les 
côtés  de  ABC. 

18.  Théorème.  — Si  deux  triangles  ABC  et  A,  B,  Cj 
sont  liomologiques ,  le  triangle  A'B'C  des  points 
(BC,,B,C),  (AC,,  A,  C),  ('AB,,A,B)  et  le  trilatère 
a\b\c\  des  droites  {bci^  b,c),  («c,,  «,  c),  (a^i,  a^b) 
sont  aussi  liomologiques. 

En  effet,  les  triangles  liomologiques  ABC  et  AjB,  C, 
sont  conjugués  par  rapport  à  une  certaine  conique 
Q  (17).  Or,  comme  les  points  B  et  C,  ont  ^,  et  c  pour 
polaires,  BCi  est  la  polaire  du  point  Z»,  c;  de  mêmeB,  C 
est  la  polaire  du  point  bc,.  Donc  le  point  (BC|,  B,C) 
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ou  A'  est  lo  pôle  de  la  droite  (^,  c,  bc^  )  ou  a^ .  De  même, 
B'  et  G'  sout  les  pôles  de  b\ ,  c\.   Les  triangles  A'  B'C  et 
A',  B',  C,  sout  ainsi  conjugués  par  rapport  à  Q,  et,  par 
suite  (17),  liomologiques. 


SIR  LA  COMPOSITIOX  D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHMQIE; 

Par  m  .    LiciEX  LÉVY. 


On  lira  peut-être  avec  intérêt  la  solution  du  pro- 
blème que  j'ai  proposé,  cette  année,  pour  le  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 

Première  Partie.  —  Former  l équation  de  la  surface 
du  deuxième  degré  (S)  qui  contient  trois  droites 
données  D,  \}'  et  OA. 

Cette  première  Partie  est  traitée  dans  tous  les  cours, 
en  faisant  un  choix  particulier  d'axes;  la  méthode  est  la 
même  quand  les  axes  sont  quelconques.  Je  prendrai  les 
équations  des  droites  D  et  D' sous  leur  forme  la  plus  ré- 
duite en  faisant  observer  que  les  formes  à  cinq  ou  six 
paramètres  apparents,  qui  sont  presque  exclusivement 
usitées  dans  l'enseignement  à  cause  de  la  s^-métrie  qui 
en  résulte  pour  les  formules,  ne  doivent  pas  faire  oublier 
les  formes  à  quatre  paramètres  effectifs,  bien  plus  ma- 
niables dans  les  applications. 

Soient 

,^  (    Ti  =  X  —  as  —  b  =  o, 

(D) 

r   ^1  =  y  —  cz  ~d  =  o. 

i    D' =  a;  —  a  z  —  6=0. 

/  D',  =  y  —  c' z  —  d'  =  o 
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les  équations  des  droites  D  et  D'^ 

l    -3  =  O, 

(OA) 

f  y  =  mx 

celles  de  OA. 

La  méthode  classique  consiste  à  faire  passer  par  la 
première  droite  un  plan 

(U  D  — XD,  =  o, 

par  la  seconde  droite  un  plan 

(a)  D'— X'D'i  =  0, 

et  à  exprimer  que  la  droite  représentée  par  ces  deux 
équations  rencontre  OA,  ce  qui  s'exprime  en  faisant 
z=.  o  el  y  =  mx  dans  ces  deux  équations,  et  en  écrivant 
que  les  deux  valeurs  de  x  ainsi  obtenues  sont  égales  : 

X  —  b  —  l{mx  —  rf)=o, 
X  —  b' —  l'{mx  —  d')  =  o, 

d'où  la  condition 

I  —  \  m         b  —  Id 
I  —  l' m        b' —  Vd' 
ou 

(3)   b' —  6  -f-  X(r/ —  b' m)  ^  V{bm  —  d')  -\-  Yk' m{d' —  d)  =  o. 

L'équation  cherchée  s'obtient  en  éliminant  X  et  Ventre 
les  équations  (i),  (2)  et  (3).  On  obtient  ainsi  l'équation 

de(S) 

(6'—  6)Di  D'i  -\-{d  —  b'm)\yYi\ 


(S) 

(       -t- (6m  —  ^')D'D,-f-DD'/n(.5?'— (^)  =  0 

Cette  équation  contient  le  paramètre  m  au  premier 
degré,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  puisque  ces  surfaces 
(S)  ont,  au  fond,  huit  points  communs,  savoir  :  trois  en 
ligne  droite  sur  D,  trois  sur  l^,  un  enO,  et  un  sur  la 
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droite  qui  joint  les  traces  sur  xOy  tic  D  et  de  D',  droite 
qui  appartient  à  (S)  puisque  xOy  est  un  plan  tangent. 

Deuxième  Partie.  —  La  surface  (S)  et  la  surface  (S) 
analogue  qui  contient  les  droites  A,  à'  et  OA  se 
coupent,  en  dehors  de  OA,  suivant  une  certaine 
courbe.  Trouver  la  surface  lieu  géoniétriq ue  de  celte 
courbe  lorsque  OA  décrit  le  plan  xOy. 

Ordonnons  l'équa  lion  (  S  )  par  rapport  au  paramètre  m 
qui  va  varier 

\  [(f/'-(/)DD'+6DDi— //DD'iJOT 
^    ^         j        +(è'— 6)DiD;  +  t/DD',  —  rf'D'D,  =  o. 

On  aura  de  même  l'équation  de  (S)  en  mettant  sim- 
plement des  lettres  grecques  au  lieu  de  lettres  françaises, 
savoir  pour  les  droites 

(A)  '  : 

(    ^i=y  —  V-  — ^-  =0. 


A'  =  T 


0'  „ 

-j   —  o. 


(   -^1  =  J— Y  -  -<>  =0, 
d'où 

(   [(0'— r:)AA'-^  8A'A,— B'AA'.lm 

I         -^(^'— pjAiA'i-hoAA'i  — o'A'A,  =  o. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  donc  par  l'élimination 
de  m  et  aura  pour  équation 

\       (o'-o)AA'+îiA'A,-P'AA; 
^^  j  (6'— 6)DiD'i-^rfDD',  — rf'D'D, 

!         ^      (p'—  p)A,A',  ^oAA;  — c^'A'A, 

Le  lieu  est  en  apparence  du  quatrième  degré,  mais  il 
est  évident  que  l'équation  précédente  se  décompose  en 
deux   dont  l'un  doit  être  r;  =  o    (le  lieu    de   OA   qui. 
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d'après  l'énoncé,  est  étranger).  V^érifions  ce  point  :  pour 
cela,  il  suffit  de  développer  l'équation  précédente  en 
supprimant  la  lettre  z. 

Le  premier  numérateur  devient  ainsi 

{d  —d){x  —  h){x  —  h') 

+  bi^x  —  b'){y  —  d^  —  b'  (x  —  b){y  —  d' ), 

ou 

{d'  —  d)x--h  (b'd  —  bd')x  +  {b  —  b')xy, 

OU,  enfin 

x[(d'—d)x^  {b  —  b')y-^b'd  —  bd''\. 

Un  calcul  aussi  court  donnerait  le  second  numéra- 
teur; mais  on  peut  remarquer  qu'il  se  déduit  du  pre- 
mier par  l'échange  simultané  des  lettres  z  et  y,  b  et  d, 
b'  et  d' .  Il  s'écrit  donc 

y{(b'  —  b)y  -^  {d  —  d')x  -^  d' b  —  db'], 

et  le  rapport  des  deux  numérateurs  a  pour  valeur 

Le  rapport  des  deux  dénominateurs,  qui  n'en  diffère 
que  par  l'emploi  des  lettres  grecques,  a  donc  aussi  pour 

valeur  —  *-?  et  les  termes  indépendants  de  z  dispa- 
raissent dans  l'équation  (4)  qui,  par  conséquent,  s'a- 
baisse au  troisième  degré.  Elle  ne  peut  d'ailleurs  s'a- 
baisser davantage;  car  l'équation  (4)  montre  que  les 
quatre  droites  font  partie  du  lieu  et,  comme  ces  droites 
sont  quelconques,  elles  7ie  peuvent  être  sur  une  qua- 
drique. 

Le  lieu  est  donc  certainement  une  surface  de 
troisième  degré  S.i ,  dont  l'équation  sera 


-|;(LM'— ML')  =  o. 
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si  l'on  écrit  l'équation  (4)  ainsi 

L  _  M 

L   ~  AT' 

Tl  n'y  a  évidemment  aucun  intérêt  à  développer  da- 
vantage pour  le  moment. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  qu'il  était  inutile 
d'astreindre  la  droite  OA  à  décrire  un  plan  fixe  ;  cela 
résulte  immédiatement  de  la  manière  classique  de  con- 
struire, par  points,  la  cubique  gauclie  intersection  des 
surfaces  (S)  et  (S). 

Par  le  pointO,  on  mène  un  plan  quelconque  :  soient 
fl,  a'  les  points  où  il  coupe  D  et  T)'  \  a,  a'  ses  points  d'in- 
tersection avec  A  et  A'.  Le  point  M  oii  se  coupent  aa' 
et  'j.'j.'  décrit  la  surface i^^.  Il  parait  que  ce  mode  de  gé- 
nération se  trouve  indiqué  dans  Schroeter-,  je  n'ai  pas 
eu  le  temps  de  le  vérifier.  Il  a  été  aussi  trouvé  par  M.  F. 
Deruyts  (^Bulletin  de  l' Académie  rojale  de  Bruxelles, 
p.  35  ;  1891)  dans  un  intéressant  Mémoire  sur  les  droites 
des  surfaces  cubiques,  auquel  j'ai  fait  de  nombreux  em- 
prunts. 


Troisième  Partie.  —  Trouver  les  droites  de  la  sur/ace. 

Le  calcul  faisait  immédiatement  découvrir  les  quatre 
droites  données  D,  D',  A  et  A'.  Quelques  candidats  ont 
écrit  ainsi  l'équation  (4) 

B'{bDi—dD)  —  D(b'D\  —  d'D') 

_  Di(b'D\~  d'D'  )  —  D\(bl),—  dP) 

A,rji'A', -o'A'j-A'jfpA.-oA)     ' 
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el  trouvé  deux  nouvelles  droites 

(G)  (F)         M^ 

ce  sont  celles  qui  passent  par  O  et  s'appuient  sur  un  des 
couples  D,  D'  ou  A,  A'. 

C'est  par  des  considérations  géométriques,  comme 
d'ailleurs  il  convenait,  que  toutes  les  droites  ont  été 
trouvées.  11  suffisait  pour  cela  de  recourir  à  deux  consi- 
dérations simples  :  i"  toute  droite  qui  a  quatre  points 
sur  une  surface  du  troisième  degré  en  fait  partie,  ce  qui 
donnait  les  sécantes  K  et  K'  communes  aux  quatre 
droites  données;  2°  tout  plan  qui  coupe  une  surface  cu- 
bique suivant  deux  droites  la  coupe  suivant  une  autre 
droite.  Ces  deux  théorèmes  bien  connus,  et  qui  ne  sont 
pas  particuliers  aux  surfaces  du  troisième  ordre,  suffi- 
saient, avec  la  détermination  directe  des  six  premières 
droites  signalées  qui  se  faisait  sans  peine  et  que  je 
passe  sous  silence,  pour  abréger.  Les  lecteurs  des 
Nouvelles  Crurales  trouveront  plus  loin  une  Note  de 
M.  d'Ocagne  sur  ce  même  sujet;  je  n'insisterai  donc  pas 
davantage. 

Je  ne  résiste  pas  cependant  au  plaisir  de  signaler  la 
très  élégante  classification  des  27  droites  que  m'a  signa- 
lée M.  E.  Blutel;  le  plan  GF  coupe  les  droites  K  etK' 
suivant  une  droite  L  qui  est  évidemment  sur  la  surface 
(quatre  points  communs).  Considérons  maintenant  les 
cinq  droites  D,  D',  A,  A'  et  L  qui  coupent  K  ef  K'  : 
chacune  d'elles  avec  K  ou  K'  détermine  un  plan  où  se 
trouve  une  nouvelle  droite,  soit  dix  en  tout. 

Trois  quelconques  d'entre  elles  avec  K  et  K'  détermi- 
nant surabondamment  un  hyperboloïde  qui  coupe  S3 
suivant  une  nouvelle  droite,  soit  dix  hyperboloïdes  cl 
dix  nouvelles  droites,  ce  qui  fait  le  compte.  Si  K  et  K' 
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sont    imaginaires,    les   dix   plans   donnent   dix   droites 
imaginaires,  et  les  dix  hyperboloïdes  dixdroites  réelles, 
en  tout  douze  droites  imaginaires  et  quinze  réelles. 

J'indiquerai  dans  une  Note  le  degré  de  généralité  du 
mode  de  génération  qui  faisait  l'objet  du  problème. 

Quatrième  Partie.  —  Etudier  complètement  la  sur- 
face S3  daus  le  cas  particulier  oii  les  quatre  droites 
D,  D',  A  et  M  sont  quatre  génératrices  d'un  même 
système  d'un  hjperboloïde  qui  passe  au  point  O  ;  et 
montrer  que,  dans  ce  cas,  le  lieu  comprend  un  plan 
qui  demeure  invariable  Lorsque  les  quatre  droites 
décrivent  respectivement  des  plans  passant  par  le 
point  O  (et  que  le  plan  tangent  en  O  à  Thyperboloïde 
demeure  invariable). 

Pour  me  conformer  au  texte  que  les  candidats  ont 
eu  entre  les  mains,  je  laisserai  dabord  de  côté  le  der- 
nier membre  de  pbrase. 

Voici  d'abord  le  calcul.  Les  quatre  droites  étant  sur 
un  liyperboloide  H  et  faisant  partie  d'un  même  système 
sont  rencontrées  par  une  même  génératrice  G  de  l'autre 
système  passant  par  O;  profitant  de  l'indétermination 
possible  du  plan  des  xy  que  j'ai  signalée  dans  la  re- 
marque qui  suit  la  seconde  Partie,  je  prendrai  G  pour 
axe  des  x  et  le  plan  tangent  à  l'iiyperboloïde  en  O  comme 
plan  des  xy .  L'équation  de  l'iiyperboloïde  sera  de  la 

forme 

Vy-v-  Q-  =  o, 
avec 

La  droite  (D)  aura  pour  équations 

(5)  !^  =  '-"' 

\  ^c^-Q  =  0. 


(  336  ) 
De  même  (D'),  (A),  (A') 

l  J  =  c'  z, 
(D')  ^  ^ 

'  I   Pc'-t-Q  =  o, 

l     V  =  Y  5, 
(A)  •  " 

^    ^  /   Pv  +  Q  =  o. 

^^^  (Py'+Q  =  o. 

On  peut  utiliser  les  calculs  de  la  seconde  Partie,  et 
écrire  immédiatement  l'équation  du  lieu  (4)  en  y  faisant 


(6) 


f/  =   f/'  =   0   :=  o'  =  O, 

^>D'D.-  b'DB\   _  {b'—b)DiD\ 
pA'Ai— p'AA',     ~    (^'—  pjAjA'i 


Si  l'on  fait  y --==  cz  dans  la  seconde  équation  (5),  il 

vient 

Pc  +-Q-i-c-B(c^  —  y)=o, 
d'où 

Pc  +  Q  +  cBCcs-j')        ^^,      Pc'  +  Q-{-c'B(c'z-r) 
L  -i-  A  c  r.  -4-  A  c 


E-^Ac  E-+-AC' 

et  l'équation  devient 

G[Pc'-^Q^c'B(c'z  —  y)](y  —  cz)-^G[Pc+Q_-\-cB(cz—y)](y  —  c'z) 
G[PY'^-Q-*-v'B(T'^-r)j(7-T-^)-+-G[PT+Q^-TB(T^-J^;]0'-T-J 
_  (y  —  cz)  (y  —  c'z)  (c — c)  A 
~  (J'  — 7-)(7-T'-)(t'  — T)'^* 

Ordonnons  le  premier  numérateur  par  rapport  aux 
lettres  c,  c',  après  l'avoir  divisé  par  G, 

qz(c-c')-^Yy(c~c')-^B(c'-c)(j-cz)(j-c'z). 

Multiplions  les  deux  termes  du  deuxième  rapport  par 
—  -r  et   ajoutons  au  premier   rapport   terme  à  terme, 
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nous  obtenons  la  nouvelle  proportion 

Q^  -f-  Vy  __  ( y  —  c:.)(y  —  c':.) 

Sous  celte  forme,  on  voit  que  le  lieu  se  décompose 

en  deux 

Qz  4-  Pj  =  o 

qui  est  riiyperboloïde  donné,  et 

{y  —  cz)ir  —  c'z)  —  {y  —  -{  z){y  —  Yz)  =o 
qui  se  compose  du  plan  z  =  o  et  du  plan 

(ce'— yy')-  +  (y  +  y'— r  — c')j  =  o. 

SOLtTIOIV     GÉOMÉTRIQUE. 

Soit  A  le  point  où  OA  rencontre  (H).  J'appellerai 
toujours  premier  système;  de  généiatrices  celui  qui  con- 
tient deux  des  quatre  droites,  quel  que  soit  d'ailleurs 
riijperboloïde  considéré.  Cela  posé,  par  A  il  passe  deux 
génératrices  de  (H),  l'une ^'- du  premier  système,  l'autre 
g'  du  deuxième  :  g^  rencontre  D,  D',  A,  A'  et  OA  ;  elle  est 
donc  commune  aux  deux  quadriques  S  et  S  qui  ont  dès 
lors  trois  génératrices  communes  G,  g'  du  deuxième 
système  et  OA  du  premier.  Ces  deux  quadriques  ont 
donc  une  quatrième  génératrice  commune  ^'"du  premier 
système.  Lorsque  OA  pivote  autour  de  O,»-' décrit  l'iiy- 
perboloïde(H)  qui  fait  donc  partie  de  l'intersection  ;  g", 
qui  n'est  pas  sur  (II),  décrit  la  partie  restante  du  lieu, 
c'est-à-dire  un  plan.  Etant  du  premier  système,  g" 
coupe  G,  le  plan  que  l'on  vient  de  trouver  passe  par  G. 

Reste  ce  qu'on  pouvait  dire  sur  le  second  membre  de 
phrase;  le  calcul  répondait  nettement.  Les  candidats 
qui  ont  déterminé  le  plan  ont  remarqué  qu'il  passait 
par  G;  ils  ne  pouvaient  pas  dire  autre  chose.  Ils  liront 
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dans  les  feuilles  de  M.  Croville-Morant,  qu'ils  oui  entre 
les  mains,  l'élégante  démonstration,  due,  je  crois,  à 
M.  Antomari,  et  prouvant  que  ce  plan  est  conjugué  du 
plan  tangent  en  O  à  l'hyperboloïde  dans  l'involution  dé- 
terminée par  les  deux  couples  de  plans  OD,  OD'  et  O  A, 
OA'.  Ce  point  se  vérifierait  sans  peine  sur  l'équation 
que  j'ai  donnée  plus  haut. 

Note.  —  Voici  quelques  détails  complémentaires  sur 
le  nombre  des  droites  et  sur  le  degré  de  généralité  de  la 
surface  qu'on  trouvait.  Le  nombre  des  conditions  (19), 
qui  résultait  de  l'énoncé,  ne  prouvant  rien,  il  faut  rai- 
sonner autrement  et  recourir  à  la  théorie  des  surfaces 
du  troisième  degré. 

On  sait  depuis  longtemps  (voir  Quarterlj  Journal, 
t.  II,  p.  ii4  et  suiv.  ;  iSS^,  Sclilàffli)  qu'il  j  a  deux 
cent  seize  manières  de  grouper  les  27  droites  d'une 
surface  en  couples  de  deux  droites  ne  se  rencontrant  pas. 

(En  effet,  chacune  des  ay  droites  est  rencontrée  par  10 

autres;  donc  16  ne  la  rencontrent  pas,  et,  comme  chaque 
couple  est   obtenu    de   deux    manières,   on  a  en    tout 

=  216  couples).  Prenons  pour  K  et  R'  les  deux 

droites  d'un  de  ces  couples;  K  et  K'  ont  cinq  sécantes 
communes,  qui  peuvent  être  associées  de  quinze  ma- 
nières eu  deux  couples  D,  D'  et  A,  A'  de  droites  ne  se 
coupant  pas,  ce  qui  donne  déjà  216  x  i5  =  8240  grou- 
pements des  27  droites  en  paires  de  deux  droites  ne  se 
rencontrant  pas.  Prenons  une  de  ces  paires  de  deux 
droites  (nos  droites  D,D'  et  A,A')^  il  n'existe  qu'un 
point  O,  d'où  partent  une  droite  rencontrant  D  et  D' 
sans  rencontrer  A,  ni  A'  et  une  droite  rencontrant  A  et 
A'  sans  rencontrer  D  ni  D'(ce  point  se  détermine  faci- 
lement à  l'aide  des  notations  de  Schlâffli  employées  par 
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M.  d'Ocagiitî).  Donc  toute  surface  du  troisième  ordre  pcîuL 
être  engendrée  de  324©  manières  par  le  procédé  de 
l'énoncé.  Mais,  dans  ce  que  je  viens  de  dire,  je  n'ai  pas 
distingué  le  réel  de  l'imaginaire;  en  se  plaçant  au  point 
de  vue  du  réel,  il  faut  exclure,  au  moins,  les  surfaces 
cubiques  qui  n'ont  que  trois  droites  réelles. 


SOLllTIO^I  GÉOMÉTRIOIE  COMPLÈTE  DE  LA  TROISIÈME  PARTIE 
DU  PROBLÈME  D'ADMISSIOX  A  L'ÉCOLE  POLYTECimiOlE; 

Par  m.  m.  d'OGAGNE. 


Étant  donnés  un  point  O  et  quatre  droites  D,  D', 
A,  A'  ne  se  rencontrant  pas,  on  mène  par  le  point  O  un 
plan  quelconque  qui  coupe  ces  quatre  droites  aux  points 
d,  d',  0,  5'.  Les  droites  dd',  ùo'  se  rencontrent  en  un 
point  M  dont  le  lieu  est  une  surface  de  troisième 
ordre  (M).  Il  s'agit  de  déterminer  les  vingt-sept  droites 
de  la  surface  (M).  Appelons  Dq  la  droite  issue  de  O  qui 
rencontre  D  et  D',  Ao  la  droite  issue  de  O  qui  rencontre 
A  et  A'. 

Si  l'on  considère  toutes  les  droites  oo'  qui  rencon- 
trent D,  on  voit  que  cette  dernière  droite  appartient  à 
la  surface;  de  même  pour  D',  A  et  A'. 

Si  l'on  considère  toutes  les  droites  oô'  qui  rencon- 
trent Do,  on  voit  que  cette  dernière  droite  appartient  à 
la  surface;  de  même  pour  Ao. 

Nous  allons  voir  que  la  connaissance  des  six  droites 
D,  D',  A,  A',  Do,  Ao  entraine  immédiatement  celle  des 
vingt  et  une  autres.  Nous  entendons  par  là  qu'à  l'aide 
de  ces  six  droites  on  peut  elfectivement  construire  les 
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vingt  et  une  restantes,  et  non  pas  seulement  se  con- 
tenter d'indiquer  des  plans  liés  à  ces  droites  et  conte- 
nant de  nouvelles  droites  de  la  surface  sans  déterminer 
autrement  ces  dernières. 

INous  emploierons,  pour  faire  cette  détermination 
complète,  la  notation  de  M.  Gremona,  qui  est  la  sui- 
vante : 

Les  vingt-sept  droites,  réelles  ou  imaginaires,  de 
toute  surface  du  troisième  ordre  peuvent  être  représen- 
tées par 


cil 

«2 

«3 

'ti 

«5 

«6 

bi 

b. 

b. 

bu 

65 

b. 

Cl  2 

Cl.i 

Cl4 

Cl  5 

C16 

C23 

C-2\ 

Crs 

CoG 

C3k 

C35 

CiS 

C3G 
C46 
CSG 

les  relations  de  situation  entre  ces  vingt-sept  droites 
étant  indiquées  par  leurs  indices  ainsi  qu'il  résulte  de 
l'énoncé  que  voici  : 

Deux  des  vingt-sept  droites  se  rencontrent  lors- 
(lu  elles  appartiennent  à  Van  des  groupes  suivants  : 

i"  Une  droite  a  et  une  droite  b  d'indices  diffé- 
rents ; 

'1^  Une  droite  a  ou  h  et  une  droite  c  ayant  un 
indice  conunuîi  ; 

3°  Deux  droites  c  n^ ayant  pas  d'indice  co/nmuji. 

Pour  tous  les  autres  groupements  deux  à  deux  des 
vingt-sept  droites  il  n'y  a  pas  rencontre. 

On  vérifie  immédiatement,  en  prenant  l'une  quel- 
conciue  des  vingt-sept  droites  et  appliquant  l'énoncé 
précédent,  que  cette  droite  en  rencontre  dix  autres. 

Cela  posé,  nous  constituerons,  dans  le  cas  qui  nous 
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occupe,   les    groupes   numérotés    eu    cliillres    romains 
dont  voici  l'énuiuéraliou  : 

I.  Les  quatre  droites  D,  D',  A,  A'  (jui  appartiennent, 
comme  nous  venons  de  le  voii-,  à  la  surface  (M)  et  ne 
se  renconlrent  pas  pourront  être  ainsi  désignées 
(Enoncé,  3")  : 

D C,2 

r»' c,3 

A C,4 

A' C,3 

Total  :  4  droites. 

II.  La  droite  Dq,  qui  rencontre  à  la  fois  c,2  et  c,3, 
ne  peut  être  que  a^ .  b,  (E.,  2°),  c^g,  C461  ^56  (E-,  3°). 
Mais  elle  ne  doit  rencontrer  ni  A,  ni  A',  c'est-à-dire  ni 
C|4,  ni  c,5.  Or  «,  et  b,  rencontrent  c,^  et  c,5,  c^g  ren- 
contre Ci5,  et  C5C  rencontre  d^.  La  droite  Dq  ne  peut 
donc  être  que  c-,-^.  On  voit  de  même  que  Aq  ne  peut  être 
que  C23.  Ces  deux  droites  c^^  et  c^s  ont  l>ien  en  com- 
mun un  point  qui  est  le  point  O. 

On  voit  donc  que  1  on  doit  prendre  pour 

Do Ci5 

Ao -"îs 

Total  :  1  droites, 

IIL  Les  droites  c, 3  et  C45  déterminent  un  plan  (E.,  3"). 
Ce  plan  coupe  les  droites  c,^  et  c,g  eu  des  points  qui 
ne  sont  pas  sur  les  deux  précédentes,  car  C(  j  et  Ci5,  qui 
ne  se  rencontrent  pas,  ne  rencontrent  pas  non  plus  Ci, 
etC45.  La  droite  qui  joint  ces  deux  points  d'intersec- 
tion coupe  donc  les  quatre  droites  c,:,,  C45,  c,^  et  c,,,  en 
(juatie  points  distincts.  Elle  appartient  donc  tout  entière 
à  la  suiface.  Ce  ne  peut  être  ni  une  a,  ni  une  b,  car  il 
faudrait  que  son  indice  appartînt  à  la  fois  aux  quatre 

Ami.  de    Uathemat.,  3'  série,  l.   \IV.  (  Août  li^fjô.)  24 


(  34'^-  ) 
précédentes  (E  ,  2")  qui  n'ont  pas  toutes  ensemble  un 
indice   commun.    C'est   donc  une  c,    et  comme   elle  ne 
peut  avoir  aucun  des  indices  i,  3,  4?  5,  c'est  C26- 
Ainsi  donc  ; 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de 

C14  et  Ci5  avec  le  plan  (C13C45)  est  C2g. 

De  même  : 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de 
Cii  et   Ci5  avec  le  plan  (ci2Ci5)  est  Csg 

C12      »      Ci3  »  (C15C23)      »      C46 

C12       »       Cl3  »  (CuCog)       »       C.-;g 

Total  :  4  droites. 

IV.  Les  droites  c,3  et  C;;fi  d'une  part,  C)r,  et  Cno  de 
l'antre  déterminent  deux  plans  dont  la  droite  d'inter- 
se(;tion,  qui  coupe  ces  quatre  droites  en  quatre  points 
distincts,  est  tont  entière  sur  la  surface  (M).  En  repre- 
nant le  même  raisonnement  qu'au  n°  III,  on  voit  que 
cette  droite  ne  peut  être  que  Co^.  On  trouve  ainsi  que 

les  plans (cisCôc)  d  (cjsCse)   se  coupent  suivant  c^^ 

»  (C13C46)      »      (Cj4C3g)  »  C25 

>•  (C12C56)      »      (C13C26)  »  C34 

»  (<^12f46)      »      (Ci5<"2f,)  »  C35 

Total  :  ')  droites. 

Remarque.  —  Les  onze  droites  déduites  des  quatre 
qui  étaient  données  et  du  point  O,  se  construisant  toutes 
linéairement,  sont  nécessairement  réelles. 

Donc,  les  quinze  droites  c  de  la  surface  (M)  sont 
toutes  réelles. 

\ .    Il    existe   deux   droites,    réelles    ou  imaginaires, 
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i(>ncontranl   les  quatre  droites  D,  I)',  A,  A',  c'est-à-dire 

''12,  C|,i,  Ci ., ,  c,5.  Ces  deux  droites  seront  <?,  et^i  (E,  2°). 

Total  :  deux  droites. 

VI.  Eu  reprenant  le  même  raisounemeut  qu'au  n"  III, 
ets'appuyant  sur  les  deux  premières  parties  de  l'énoncé 
au  lieu  des  deux  dernières,  on  voit  que  : 

La  droite  joignant  les  points  d'intersection  de  : 

C23  et  Cos  avêe  le  plan  (61  cj»)  est  ao, 
C23  »  C36  »  (61C13)    »    «3, 

C45    »    ^56  »  (^l^iâ)      »     «5, 

C26  ')   C36  »  (èiCie)    »    «G, 

C23     »     C26  »  (<35lCi2)      »      b.2, 

C03  M   C36  »  (ai  C13)    »    63, 

Ci5    »     Ci6  »  («I  C14)      »      6i, 

C43     »     C56  »  («iCio)      »      65, 

t-26     »    C36  «  («1  Cig)      »      Ôg- 

Total  :  dix  droites. 

lieinarque.  —  Ces  dix  dernières  droites  se  déduisant 
linéairement  de  «,  et  /?,  sont  réelles  lorsque  ces  deux 
dernières  le  sont. 

D'autre  part,  nous  aurions  pu,  au  lieu  de  partir  du 
couple  («,,/>,),  partir  de  tout  autre  couple  («25^2)5 
(«3,  h^),  .  .  .,  et  nous  aurions  de  même  obtenu  les  dix 
droites  restantes  par  des  constructions  linéaires.  Il  en 
résulte  que,  si  l'un  quelconque  des  six  couples  (a,  b)  est 
imaginaire,  les  cinq  autres  le  sont  aussi.  Donc, /e^Joiise 
droites  a  et  b  sont  toutes  à  la  fois  réelles  ou  imagi- 
nr  lires. 

En  résumé,  nous  avons  successivement  déterminé 
4  +  2-1-4  +  54-2  -1-10=  27  droites  de  la  surface 
(M),  et,  grâce  à  l'emploi  de  la  notation  de  M.  Cremona, 
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nous  soiiiines  sûrs  que  ces  vingt-sept  droites  sont  dis- 
tinctes. Nous  avons  donc  toutes  les  droites  de  la  surface. 
Nous  voyons,  eu  outre,  que,  suivant  que  les  deux 
droites  qui  rencontrent  D,  D',  A,  A'  sont  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  surface  a  vingt-sept  ou  quinze  droites  réelles 
et  nous  avons  le  moyen  de  déduire  de  ces  six  droites 
les  vingt  et  une  autres  par  des  constructions  linéaires, 
c'est-à-dire  susceptibles   de  se  traduire  par  une  épure. 


SUR  LA  SURFACE  DE  FRES^EL; 

Par  m.  le  D^  VAIILEN. 


Nous  clierchons  l'équation  de  la  surface  de  Fresnel 
pour  «  dimensions. 

La  variété  ellipsoïdale  .T,  définie  par  l'équation 

est  coupée  par  une  variété  plane  C  de /^  —  i  dimensions, 
passant  pai-  le  centre  de  rt.  Nous  élevons  des  perpendi- 
culaires sur  C  au  centre,  égales  aux  demi-axes  princi- 
paux de  la  variété  ellipsoïdale  $,  commune  k  §  q,\.  C 
En  variant  C,  les  points  extrêmes  de  ces  perpendiculaires 
décrivent  la  variété  de  Fresnel,  dont  nous  voulons  éta- 
blir l'équation. 

Nous  transformons  l'équation  de  .'f  par  la  substitution 
orthogonale 

3Ci  =  ^  ^//.  ;/. .  (i,/:  =  1,  ...,n). 

/,- 

Soit  ^r  =  o  l'équation  de  la  variété   plane  d',  l'équa- 


.115  ) 


tioii  de  <I>  sera 


ahx,uxia=i 


i,k  =  i,  .  . . ,  n  —  I ' 

h  =  i ,  .  . . .  n 

i.h  h 

Eli  désignant  par  a  le  carré  inverse  d'un  demi-axe 
principal  de  <ï>,  les  n  —  i  valeurs  de  a  sont  les  racines 
de  l'équation  de  Laplace,  ici  de  l'équation 

h  =  1,  .  .  .,  n 


2 


(thXhiXhk  —  'i'ik'J.    =  o       I   /, A-  =  I ,...,«  —  I    ) . 

O/A-    =0,   0;,=    I 

Ordonnée  suivant  les  puissances  de  a,  cette  équation 
s'écrira 


2 


ahXhi^lik 


i,  kj^n  i,k  pé  n,  H, 


«,,/!.  =  ! 


Nous  appliquons  le  tliéorènie  de  Cauchy,  concernant 
la  somme  des  carrés  des  déterminants  d'un  système 
oblong  et  nous  obtenons 


s/aiiXhi \'  ~^2^  sfaiiXhi |- 


i^n 


■^n,,u 


^-  2  l/«/..2^/</|-— ..  •(  —  !)"-•«"-' =  o  (h,i=i,...,n). 


n , ,  «3^1 


Au  moyen  d'un  théorème  connu  sur  les  subdétermi- 
nants de  systèmes  orthogonaux  ('),  l'équation  se  trans- 

(')  Si  (a-^),  (i,k  =  1,  ...,  n)  est  un  système  orthogonal,  le  carré 
d'une  matrice  du  système  est  égal  au  carré  de  la  matrice  adjointe; 
par  exemple, 

,,/  /  =  1,  .  .  .,  V  \        .  /  Z  =  V -H  I,  . .  ., /;\ 

'*^     V  />•  =  [X  +  I ,  /f  /        '    '^  '  \  A-  =  1 ,  .  . . ,  [Ji        / 
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formera  dans  la  suivante  : 


.^   a/t  jmd       ai,  ah, 

n  —  \  /t,.h.  =  i 

n 
2  2'  -^" 


h  II 


Maà  a/,^a/t,a/t,  aia^.-.aa 

h,,/i..h3=l 

Posons 

Xin—\f^-h  (i  =  i,...,n), 


les  variables  H,  sont  les  coordonnées  du  point  extrême 
du  demi-axe  principal  -— ,  normal  à  C  au  centre^  el 
l'équation  de  la  variété  de  Fresnel  devient 


Xd  ai,  ^d.    ah.  ah. 


aji  ^^    «A  ah, 

h  =  \  l,,.h,  =  i 


>•  2    _j_  i  2 


ah,  ah,  ah^  aj  «o .  . .  a,i 

h„h.,h3  =  l 

C2 

Dans  cette  équation,  —  est  multiplié  par 

afi 

,_yjL  +  y  _f^_...(_n.-i  y "^ 

Xd  ah,       ^  a'"  ah;  jLà    ah,  ah. . . .  ah^_, 

A,  =  l  h„h.-ï  /i„ A.,  ...,/;„_,  =  ! 

(/il.  /i,,  .  . .,  hn-\  7^  h). 
c'est-à-dire  par 


— (f  =  !,,..,«). 


«■'A 
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C'esl  par  celle  renianjni'  (|iic  lY'ijualion   se  réduira   à 
celle-ci  : 

^•d  a/,  —  a 


1  Un  —  a 

/i 


A  l'aide  de  rideulllé 
ayjl  =  r.      OU      y(^^ ^)a=i       (h=u...,n), 

h  II 

récjualioli  prendra  la  forme  tiuale 


"St-^ 


:  I. 
1  1 

a        ail 


En  supposant  l'équation  de  â  donnée  dans  la  forme 
l'équation  de  la  variété  de  Fresnel  sera 

y  —^ —  =  1     (/i,i=i,...,/o. 


FORMILE  DE  CARDW  MODIFIÉE  PAU  CAYLEY; 

Pau    m.     II.    WEBER, 

Professeur  à  Gottingen. 

Tradcit  par  "M.  L.  LAUGEL. 


Cette  démonstration  est  extraite  du  premier  Volume  du 
Traité  d'Algèbre  do  M.  II.  Weber  (Leipzig,  Teubner,  1894), 
Ouvrage  appelé  sans  aucun  doiile  à  jouer  de  nos  jours  le  rôle 
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de  ['Algèbre  de  Serrel  autrefois,  en  nous  initiant  aux  décou- 
vertes faites,  depuis  la  publication  de  ce  dernier  livre,  par 
l'émincnt  auteur  et  les  savants  de  l'Allemagne  et  par  nos  com- 
patriotes iMi\I.  Hermite,  Laguerre,  Jordan,  etc. 

Considérons    dans  la   formule   de  Cardan    les    deux 
grandeurs  //  et  >,'  délinies  par  les  expressions 


("-{/-fn' 


4   "^  27 


I  ^,  _«  /    y     .  /r  ,  p' 


V-i-V 


27 


On  sait  que  toute  racine  eubique  a  trois  valeurs 
distinctes  que  l'on  obtient  en  multipliant  l'une  d'elles 
par  !,£,£-   (e-+  £  +  i  =0). 

Par  conséquent  les  grandeurs  u,  v  définies  par  (i) 
ont  trois  valeurs  et  leur  somme  u-\-v=^y,  y^  représen- 
tant les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

possède,  lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux  expressions  (i),  neuf 
valeurs  distinctes.  Ces  valeurs  donnent  du  reste  les 
trois  solutions  de  l'équation  du  troisième  degré  lorsqu'on 
les  distingue  par  la  condition  connue 

(2)  3ap  = — p. 

La  formule  de  Cardan  présente  donc  une  lacune,  en 
ce  sens  que  seule  elle  ne  suffit  pas  à  déterminer  sans 
discussion  les  racines.  Voici  comment  l'illustre  et 
regretté  Cayley  a  remédié  à  ce  défaut  [Cayley,  Philo- 
sophicaL  Magaz.,  vol.  XXI,  1861;  CoUected  math. 
Papers,  vol.  V^  p.  3 10)]. 

Définissons  deux  nouvelles  grandeurs  ç,  r,  par 

(3)  u  =  \'r^,     v  =  h:-. 

^Multiplions  ces  deux  grandeurs  en  tenant  compte  de  (2)  ; 


(  -ly  ) 

il  vient 

w  i-''  =  i/-r 

Poilons  celU;  valeur  en  (3)  et  remplaçons  //  et  u  par 
li'iirs  expi-essions  tirées  de  (i),  nous  obtenons 


./i: 


(^^  1       .  , == 

Si  l'on  éerit  alors  l'inconnue  j'  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  sous  la  forme 

(G)  r  =  ;-^i(ç  +  ^J, 

on  obtient  une  expression  qui,  lorsque  l'on  remplace 
indépendamment  l'un  de  l'autre  ç  par  ç,  sç,  e-^  et  'f\  par 
r, ,  £7),  £-r,  ne  prendra  plus  neuf  valeurs,  mais  seule- 
me.nt  les  trois  valeurs  suivantes 


racines  de  i  équation. 


C01IRESP0M)A\CE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  IManxuiîim. 

Soient  une  surface  (S),  nne  de  ses  tangentes  vn  son 
jioint  rt,  et  la  trace  a  de  cette  droite  sur  un  plan  de  pro- 
jection (P). 

Si  l'on  prend  des  projetantes  parallèles  à  av.  ou  par- 
tant d'un  point  de  cette  droite,  on  sait  que  : 

Des  courbes,  tracées  sur  (S)  à  \Hulir  de  a,  se  firo- 
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j client  sur  (P)   suivant   des  courbes  tangentes  en  a  à 
la  courbe  de  contour  apparent  de  (S)  sur  (l^). 

Supposons  (juc  les  courbes,  tracées  à  partir  de  <7, 
passent  en  outre  par  un  point  h  de  (S).  Leurs  projections 
passeront  alors  par  le  point  jj  projection  de  b\  ces  pro- 
jections étant  toujours  tangentes  entre  elles  en  a. 
Lorsque  b  est  infiniment  voisin  de  «,  le  point  [j  est 
alors  infiniment  voisin  de  a,  et  l'on  voit  ainsi  que  : 

Si  des  courbes  tracées  sur  (S)  ont  entre  elles  au 
point  a  un  contact  du  premier  ordre,  leurs  projections 
sur(V)ont  au  points  un  contact  du  deuxième  ordre  ('). 

Il  est  clair  que  la  tangente  commune  en  a,  aux  courbes 
ti-acées  sur  (S),  ne  doit  pas  être  la  projetante  av.. 

Aous  pouvons  opérer,  en  partant  de  ce  dernier  théo- 
rème, comme  nous  l'avons  fait  pour  le  premier  et  ainsi 
de  suite  successivement.  On  arrive  ainsi  à  cetle  propo- 
sition : 

Si  des  courbes  tracées  sur  (S)  ont  entre  elles  au 
point  a  un  contact  du  n^^"^<^  ordre,  leurs  projections 

sur  (P)  ont  au  point  a  un  contact  du  {n  -\-  i )'''""?  ordre. 


COXCOLRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SLTERIEIRE. 
E\   1895. 


Mathématiques . 

Un    cercle   (C)   et   une   parabole  (P)  sont  représentes,    en 
coordonnées  rectangulaires,  par  les  deux  équations 

(C)     a^--r-j2  —  4a-  =  o,         (P)    y''- — "xax  —  \a-^o\ 
(')    Voir  page  i3S. 
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d'un  point  A,  pris  sur  l'axe  Or,  on  mène  les  tangentes  au  cercle, 
dont  les  points  de  conlaet  sont  M  et  M',  et  les  tangentes  à  la 
parabole,  dont  les  points  de  contact  sont  N  et  !N'. 

1°  Démontrer  que  chacune  des  droites  MN,  I\1N',  M'N,  M'N' 
passe  par  un  point  fixe  lorsque  le  point  A  décrit  l'axe  Oy. 

2°  Par  les  quatre  points  M,  M',  N,  N'  on  peut  faire  passer 
une  conique  admettant  l'axe  des  y  pour  axe  de  symétrie;  for- 
mer l'équation  de  cette  conique  (E). 

3"  Trouver  le  nombre  et  la  nature  des  coniques  (E)  qui 
passent  par  un  point  donné  du  plan,  d'après  la  position  de  ce 
point  dans  le  plan. 

5°  Construire  la  courbe  décrite  par  les  points  de  contact  des 
coniques  (E)  avec  les  tangentes  parallèles  à  la  droite  qui  a  pour 
équation  y  =  x.  Distinguer  les  portions  du  lieu  qui  conviennent 
à  des  ellipses  de  celles  qui  conviennent  à  des  hyperboles. 

Physique. 

Une  lentille  de  verre  est  limitée  d'un  côté  par  une  surface 
sphérique  convexe  de  rayon  R;  la  seconde  surface,  de  rayon  S, 


passe  par  le  centre  de  la  première;  l'épaisseur  de  la  lentille  est 
donc  égale  à  R. 

a.  On  déterminera  la  position  de  l'image  d'un  objet  quel- 
conque et  son  grossissement. 

b.  La  lentille  étant  employée  comme  loupe,  on  examinera 
s'il  est  possible  de  trouver  une  position  de  l'œil  toile  que  l'image 
paraisse  achromatique. 

c.  On  déterminera  les  positions  et  grandeurs  de  toutes  les 
images  d'un  même  objet  dues  aux  réfractions  et  réilexions 
simples  ou  multiples  dans  cette  lentille. 

Un  calorimètre  à  glace  contient  de  l'alcool  dont  on  provoque 
l'évaporation  par  le  passage  d'un  courant  d'air  pris  à  o".  On 
demande  quelle  quantité  d'air  il  faut  faire  passer  à  travers  l'ai- 
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cool  pour  en  évaporer  i''  ;  et  quel  poitl«  de  glace  est  formé  par 
cette  évaporation. 

Chaleur  de  fusion  de  la  glace 80''"' 

Chaleur  de  vaporisation  de  l'alcool  à  o". . .   236''''' 

Tension  de  vapeur  de  l'alcool  à  0° i2"'"',7  de  mercure. 

Densité  de  vapeur  de  l'alcool t  ,  59 

Qu'arriverait-il  si  le  courant  d'air  était  chaud? 


PLBL!CATIO\S  RÉCENTES. 


Théouie  des  fonctions  algébriques  et  de  leurs  intégrales. 
Étude  des  fonctions  .\n.\lytiques  sur  une  surface  de  Riemann; 
par  M.  Paul  Appell,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences,  et  Edouard  Goùrsat,  Maître  de  conférences  à  l'Ecole 
ISormale  supérieure,  avec  une  Préface  de  M.  Hermite.  Paris,  Gau- 
thier-Viiiars  et  fils;  189.5.  Gr.  in-S»  de  xviii-53o  pages,  avec  91  figures 
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de  Paris;  par  P.  Painlevé,  Maître  de  Conférences  à  la  Sorbonne. 
Paris,  A.  Hermann,  1895;  in-4°  lilh.  de  290  pages.  Prix  :  \[\^'. 

Abrégé  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  l'usage  des 
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Henry,  .Maître  de  Conférences  à  l'École  pratique  des  Hautes  Éludes, 
Bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  Membre  de  la  Société  mathématique 
de  France.  Paris,  Nony  et  C",  1895;  i  vol.  in-8°  de  126  pages. 
Prix  :  3''. 
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.\ncien  Élève  de  l'École  Normale,  Professeur  de  Mathématiques 
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seignement moyen  du  degré  supérieur.  Liège,  A.  Mio  et  Jansar; 
iSg'i,-  gr.  in-8°  de  243  pages.  Prix  :  3''. 
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LES  PUOPRIÉTÉS  FOCALES  DES  CO^IQIES  OBTEM'ES 
AU  m\n  DE  LA  MÉTHODE  DES  POLAIRES  RÉCI- 
PROQIES  (•); 

Par  m.  Maurice  dOCA.GNE. 
Répétiteur   à   l'Ecole    Polytechnique. 


1.  Étant  donnés  une  conique  K,  dont  l'équation  est 
K  =  G,  et  un  point  P(a,  |3),  l'équation  générale  des 
coniques  qui  passent  par  les  points  d'intersection  de  la 
conique  K  et  du  cercle  P  de  rayon  nul,  qui  a  le  point 
(a,  ^)  pour  centre,  est 

(!)  K-X[(.r-a)-3+{j^-3y-=]  =  o. 

Comme  les  quatre  points  d'intersection  du  cercle  P 
et  de  la  conique  K  sont  imaginaires,  le  système  (i) 
comprend  un  seul  couple  de  droites  réelles  A  et  A'.  Ces 
droites  seront  dites,  par  analogie  avec  une  expression 
proposée  par  Chasles  ('  ),  les  conjointes  du  point  P  et 
de  la  conique  K. 

Parmi  les  couples  de  cordes  imaginaires  communes  au 
cercle  P  et  à  la  conique  K  se  trouvent  les  droites  iso- 
tropes passant  au  point  P 

(57—  a)-h/(j'—  [i)  =  o, 
(x  —  7.)  —  i{y  —  ?)  =  0, 

c'est-à-dire,  les  droites  qui  unissent   le    point    P   aux 

(')  Communication  faite  le  S  avril  1887  à  la  Société  mathématique 
d'Edimbourg. 

(')  Journal  de  Lioitville,  t.  III,  p.  385. 

Ann.  de  Mathémat.,  .'^'série,!.  \IV.  (Septembre  (89J.)      2.j 
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oîjibilics  I  et  J  du  plan,  points  imaginaires  situés  sur  la 
droite  de  l'infini  et  par  où  passent  tous  les  cercles  du 
plan. 

Une  première  conséquence  de  cette  remarque  est  que 
le  point  P  a  même  polaire  relativement  à  la  conique  K 
et  aux  conjointes  A  et  A'.  Les  conjointes  passent  en 
etïet,  d'après  ce  qui  précède,  par  les  points  communs  à 
la  conique  K  et  aux  droites  PI  et  PJ. 

Par  conséquent,  le  point  de  rencontre  des  conjointes 
A  et  A'  se  trouve  sur  la  polaire  du  point  P,  relative- 
ment à  la  conique  K.  On  peut  observer  aussi  qu'en 
vertu  d'une  propriété  générale  des  coniques  passant  par 
l'intersection  d'une  conique  et  d'un  cercle,  les  con- 
jointes A  et  A'  sont  également  inclinées  sur  les  axes 
de  la  conique  K. 

Une  deuxième  conséquence  de  la  remarque  faite  plus 
haut  est  que,  parmi  les  conjointes  d'un  point  et  d'un 
cercle,  se  trouve  toujours  la  droite  à  l'infini  du  plan. 
L'autre  conjointe,  située  à  distance  finie,  est  Vaxe  ra- 
dical du  point  et  du  cercle,  dont  les  propriétés  sont 
bien  connues. 

On  voit  tout  de  suite  que  les  conjointes  du  centre 
d'une  ellipse 

^  ^  62"  ""  ' 
et  de  cette  courbe  sont  données  par 

ab 

y  =  ±~, 

et  celles  du  centre  d'une  hyperbole 

x'^         7'2  _ 

7^  ""  7^  ~  ' 


^  ."'5:)  ) 

par 

.r  =  ±— . 
c 

Dans  It*  cas  de  l'ellipse,  les  laiigeiites  iticiiëes  des 
extrémités  du  grand  axe  nu  cercle  qui  a  pour  diamètre 
le  petit  axe,  coupent  ce  petit  axe  aux  points  par  oii 
passent  les  conjointes  du  centre  qui  sont,  d'ailleurs^ 
parallèles  au  grand  axe.  C'est  la  traduction  de  la  (or- 
mule 

=  ±:^\ 

2.  L'importance  de  la  considération  des  conjointes 
réside  dans  le  théorème  suivant  : 

Dans  la  trans formol  ion  par  polaires  réciproques 
relativement  à  un  cercle,  les  éléments  corrélatifs  des 
foyers  d'une  coniijue  sont  les  conjointes  du  centre  du 
cercle  directeur  [centre  de  la  transformation)  et  de 
la  conique  corrélative. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  des  plus  simples. 
Les  ombilics  I  et  J  étant  situés  sur  la  droite  de  l'infini, 
el  les  directions  isotropes  01  et  OJ  (O  est  le  centre  de 
la  transformation)  étant  perpendiculaires  à  elles-mêmes, 
les  ombilics  1  et  J  ont  respectivement  pour  éléments 
corrélatifs  les  droites  Ol  et  OJ.  Or,  les  foyers  d'une 
conique  R  sont  les  points  de  rencontre  réels  des  couples 
de  tangentes  menées  à  K  par  les  ombilics  I  et  J.  Les 
éléments  corrélatifs  de  ces  fojers  seront  donc  les  cordes 
communes  à  l-i  conique  corrélative  de  K  et  au  couple  de 
droites  01  et  OJ,  c'est-à-dire  les  conjointes  du  centre  O 
de  la  transformation,  et  de  la  conique  corrélative  de  K. 

A  titre  de  corollaire  immédiat  de  ce  théorème,  on  peut 
remarquer  qvu^,  si  l'un  des  foyers  de  la  conique  K  coïn- 
cide avec   le  centre  O   de  la  tiansformation,    l'une   des 
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conjointes  du  point  O  et  de  la  conique  corrélative  étant 
rejetée  à  l'infini,  cette  conique  corrélative  est  un  cercle, 
résultat  bien  connu  dont  on  pénètre  ainsi  la  raison  in- 
time. 

Le  théorème  précédent  permettra  de  transformer  les 
propriétés  des  foyers  des  coniques  en  propiiétés  de 
conjointes,  et  vice  versa.  En  particulier,  on  pourra 
considérer  les  systèmes  de  coniques  ayant  les  mêmes 
cordes  réelles  communes  avec  un  point  donné,  coniques 
qui  pourront  être  dites  homoconjoticiwes  par  rapport 
à  ce  point,  et  toutes  leurs  propriétés  se  déduiront  cor- 
rélativement des  propriétés  bien  connues  des  systèmes 
de  coniques  homofocales. 

Mais,  ici,  nous  nous  attacherons  surtout,  c'est  là  le 
principal  objet  de  cette  Note,  à  faire  voir  comment  le 
théorème  précédent  peut  être  utilisé  pour  déduire  les 
propriétés  focales  des  coniques  des  propriétés  tout  élé- 
mentaires de  l'axe  radical  d'un  cercle  et  d'un  point. 

3.  Soient  C  un  cercle,  O  un  point,  /l'axe  radical  de 
ce  cercle  et  de  ce  point  (droite  équidistante  du  point  O 
et  de  la  polaire  de  ce  point  relativement  au  cercle  C). 
Une  transformation  par  polaires  réciproques  de  centre 
O  donne,  comme  courbe  corrélative  du  cercle  C,  une 
conique  K,  qui  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole,  selon  que  le  point  O  est  à  l'intérieur,  à  l'ex- 
térieur ou  sur  la  circonférence  du  cercle  C.  Mais,  dans 
tous  les  cas,  cette  conique  K  a  pour  foyeis  le  point  O 
et  le  point  F  corrélatif  de  la  droite/. 

4.  Joignons  le  point  O  à  un  point  M  pris  sur  le  cer- 
cle C;  la  tangente  en  M  au  cercle  C  coupe  la  droite  / 
au  point  N;  lirons  ON  et  menons  Ou.  parallèlement  à 
MÏN. 
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D'après  une  propriété  fondamentale  de  Taxe  radical^ 
du  point  O  et  du  cerele  C,  on  a 

NO  =  NM; 
donc 

NOM  =  NMO        et        NOM  =  MO  [jl  (  i  ). 

L'élément  corrélatif  du  point  M  pris  sur  le  cercle  C 
est  une  tangente  m  à  la  conique  K;  celui  de  la  droite  f 
est  le  foyer  F  de  la  conique  R,  l'autre  foyer  étant  au 
point  O;  celui  de  la  tangente  MN  au  cercle  C  est  le 
point  de  contact  P  de  la  tangente  m  sur  la  conique  K; 
ceux  des  points  N  et  [jl  (ce  dernier  situé  à  l'infini  dans 
la  direction  MN)  sont  les  rayons  vecteurs  PF  et  PO. 
La  transformation  de  la  propriété  précédente  montre 
donc  que  l'angle  de  PF  avec  la  tangente  m  est  égal  à 
l'angle  de  m  avec  PO.  On  obtient  ainsi  cette  propriété 
classique  : 

La  tangente  en  un  point  d'une  conique  est  bissectrice 
de  l'angle  des  rayons  vecteurs  qui  unissent  le  point  de 
contact  aux  foyers  de  la  conique. 

o.  Les  polaires  d'un  point  M,  pris  sur  l'axe  radical 
de  deux  cercles,  relativement  à  ces  deux  cercles,  se 
coupent  sur  leur  axe  radical,  car  elles  sont  elles-mêmes 
les  axes  radicaux  du  cercle  de  centre  M  orthogonal  aux 
cercles  donnés  et  de  ces  cercles.  Lorsque  l'un  des  cer- 
cles donnés  se  réduit  à  un  point  O,  cette  propriété 
devient  :  si  la  polaire,  relativement  à  un  cercle  G,  d'un 


(')  Une  transformation  homographique  permet  de  déduire  de  là 
le  théorème  suivant  : 

Les  segments  d'une  tangente  à  une  conique,  compris  entre  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  et  ses  intersections  avec  les 
conjointes  d'un  point  par  rapport  à  la  conique,  sont  vus  de  ce 
point  sous  des  angles  égaux. 
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point  M  pris  sur  l'axe  radical  d'un  point  O  et  de  ce 
cercle C  coupe  cet  axe  ladical  au  point  M',  l'angle  MOM' 
est  droit,  Transforniajil  par  polaires  réciproques,  on  a 
ce  théorème  bien  connu  : 

Le  pôle  d'une  droite  passant  par  le  forer  F  d^ une 
^  conique,  relativement  à  cette  conique,  est  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  en  F  à  cette  droite; 

Ou  bien  : 

La  perpendiculaire  menée  par  un  foyer  F  d'une 
conique  au  rayon  vecteur  d  un  point  M  de  cette  conique 
coupe  la  tangente  en  M  sur  la  directrice  relatis^e  au 

foyer  F  {^). 

6.  Tout  cercle  dont  le  centre  M  est  sur  la  droite^  et 
qui  passe  par  le  point  O  coupe  orthogonalement  le 
cercle  C,  c'est-à-dire  qu'il  passe  par  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  de  M  au  cercle  C.  La  trans- 
formation par  polaires  réciproques  de  cette  propriété 
montre  que  si  P  et  F'  sont  les  foj'crs  d'une  conique  K 
et  que  MM'  soit  une  corde  de  la  conique  passant  par  le 
foyer  F,  la  parabole  qui  a  F'  pour  foyer  et  MM'  pour 
directrice,  est  tangente  aux  tangentes  menées  à  la  co- 
nique K  par  les  points  M  et  M'. 

En  outre,  si  a  et  u.'  sont  les  points  dé  contact  de  ces 
tangentes  et  de  la  parabole,  les  angles  MF'-j.  et  M'F'jj.' 


{')  On  peut  aussi  remarquer,  en  observant  que  l'élément  corré- 
latif du  centre  d'un  cercle  C  est  la  directrice  de  la  conique  corréla- 
tive K,  qui  correspond  au  foyer  confondu  avec  le  centre  O  de  la 
transformation,  que  cette  propriété  est  également  corrélative  de 
celle-ci  : 

Toutes  les  normales  à  un  cercle  passent  par  le  centre  de  ce 
cercle. 
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soiil  droits.  Donc,  d'après  le  théorème  qui  lerniine  le 
n"  5,  les  points  ja  et  [x'  appartiennent  à  la  directrice  de 
la  conique  K  relative  au  foyer  F'.  On  est  ainsi  conduit 
à  ce  théorème  qui  ne  nous  semble  pas  avoir  été  déjà 
remarqué  : 

Une  parabole  qui  a  pour  foyer  un  foyer  F'  d'une 
conique  K  et  pour  directrice  une  droite  quelconque 
passant  par  l'autre  foyer  F  de  la  conique  K  et  coupant 
cette  conique  aux  points  M  et  M'  est  tangente  aux 
tangentes  à  la  conique  K  menées  par  les  points  M  et 
M',  la  corde  de  contact  étant  la  directrice  de  la  co- 
nique K  relative  au  foyer  F'. 

7.  Soient  y  ety,  les  axes  radicaux  d'un  point  O  et  res- 
pectivement de  deux  cercles  C  et  Cl .  La  perpendiculaire 
abaissée  du  point  de  rencontre  de  /  et  f^  sur  la  ligne 
des  centres  C  et  C,  est  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 
La  transformation  par  polaires  réciproques,  le  point  O 
étant  toujours  pris  pour  centre  de  la  transformation, 
donne  ce  théorème  qui  nous  semble  également  nou- 
veau : 

Si  deux  coniques  ont  en  commun  un  foyer  O,  leurs 
tangentes  communes  se  coupent  au  point  de  rencontre 
de  la  droite  qui  joint  les  autres  foyers  F  et  F,  et  de  la 
perpendiculaire  élevée  en  O  à  la  droite  qui  joint  ce 
foyer  au  point  de  rencontre  des  directrices  qui  lui 
correspondent  dans  les  deux  coniques. 

8.  Si  £  et  t'  sont  les  tangt-ntes  menées  d'un  point  M 
à  un  cercle  C,  et  que  D  soit  un  point  pris  sur  la  polaire 
du  point  !M  relalivemeni  au  cercle  C,  la  polaire  d  du 
point  D  passe  parle  point  M,  et  les  droites  d  et  MD  sont 
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conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  t  et  t' . 

Supposons  aloi'S  que  le  point  M  se  trouve  sur  l'axe 
radical  f  du  point  O  et  du  cercle  C,  et  que  nous  pre- 
nions pour  point  D  le  point  de  la  polaire  de  M  qui  se 
trouve  sur  la  polaire  de  O;  la  droite  d  se  confond  alors 
avec  MO.  Soient  T  et  T'  les  points  de  contact  avec  C 
des  tangentes  issues  de  M;  puisque  MT  =  MT'=  MO, 
si  par  le  point  O  nous  élevons  à  OT  et  à  OT'  les  per- 
pendiculaires ON  et  ON'  qui  coupent  MT  et  MT'  res- 
pectivement en  N  et  N',  nous  avons  TN  =  2TM, 
T'N'=  2T'M;  par  suite,  la  droite  NN'  est  symétrique 
de  TT'  par  rapport  à  jM,  et  si  cette  droite  coupe  MD 
en  E,  OE  est  parallèle  kf. 

Cela  posé,  opérons  une  transformation  par  polaires 
réciproques  de  centre  O.  Au  point  M  situé  sur  f  cor- 
respond une  droite  passant  par  le  foyer  F  de  la  co- 
nique K  et  coupant  celte  conique  en  deux  points  A  et  A'. 
Aux  points  N  et  N'  correspondent  les  normales  à  la 
conique  K  en  A  et  A',  normales  qui  se  coupent  en  B. 
Au  point  E  correspond  la  parallèle  à  l'axe  focal  de  la 
conique  K,  menée  par  le  point  B;  si  cette  parallèle 
coupe  AA'  au  point  C,  le  point  C  est  dès  lors  corrélatif 
de  la  droite  ME:  mais  nous  venons  de  voir  que  la 
droite  MD  est  conjuguée  harmonique  de  MO  par  rapport 
aux  tangentes  MT  et  MT';  donc  le  point  C  est  conjugué 
harmonique  du  point  situé  à  l'infini  sur  AA'  par  rap- 
port aux  points  A  et  A',  c'est-à-dire  que  le  point  M  est 
ie  milieu  de  AA',  et  nous  obtenons  ce  théorème  connu  : 

.SV  p(U'  le  point  de  rencontre  des  normales  à  une  co- 
nujue  menées  par  les  extrémités  d' une  corde  focale, 
on  mène  une  parallèle  à  l'axe  focal  de  cette  conique, 
cette  droite  passe  par  le  milieu  de  la  corde  focale 
considérée. 
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1).  Siipposanl.  toujours  le  point  M  situé  sur  l'axe  ra- 
dical ^  du  point  O  et  du  cercle  C,  plaçons  maintenant  le 
point  D  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  M  rela- 
livenient  au  cercle  C  et  de  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  ce  cercle  au  point  O,  c'est-à-dire  au  pôle  de  la 
droite  f.  La  droite  d  coïncide  alors  avec  la  droite  /",  et 
nous  voyons  que  MD  est  conjuguée  harmonique  de  f 
par  rapport  aux  tangentes  au  cercle  C  issues  de  M,  ou, 
si  ces  tangentes  coupent  en  H  et  en  H'  la  parallèle  à  f 
menée  par  D,  que  1)  est  le  milieu  de  Hli',  et,  par  suite, 
que  les  angles  HOD  et  DOH'  sont  égaux. 

Transformons  toujours  par  polaires  réciproques  : 
x\u  pôle  D  de  la  droite  y  correspond  la  directrice  de 
la  conique  K  relative  au  foyer  F.  On  a  donc  ce  théorème 
connu  : 

Si  la  corde  A  A'  d'une  conique  passe  par  le  foyer  F 
de  celte  conique,  les  droites,  qui  joignent  les  extrémi- 
tés A  et  A'  de  cette  corde  au  point  de  rencontre  de  la 
directrice  relative  au  foyer  F  et  de  V axe  focal,  sont 
é gaiement  inclinées  sur  cet  axe. 

10.  Considérons  un  cercle  C  de  centre  Q,  un  point  O 
et  une  droite  d  quelcomjue  perpendiculaire  à  Oîî.  Joi- 
gnons le  point  O  à  U7i  point  P  mohile  sur  le  cercle  C; 
menons  perpendiculairement  à  OP  la  droite  OQ  qui 
coupe  d  en  Q,  puis  QR  parallèle  à  la  tangente  PT  me- 
née en  P  en  cercle  C,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  PQ. 
Nous  avons 

OQR=:  OPO  =  0,         OQH  =  POQ  =  cp. 

Donc,  si  nous  abaissons  du  point  O  sur  QR  la  perpen- 
diculaire OR,  nous  avons 

sinO  012 

OR  =  OQ  sine  =  OH  -. —  =  OH  j—  , 
^  sin'j  Vil 
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et  comme  OH,  Où  et  PQ  sont  constants,  OR  est  aussi 
constant;  par  suite,  la  droite  QR  enveloppe  un  cercle 
de  centre  O. 

Transformons  par  polaires  réciproques.  Nous  avons 
une  conique  K  ayant  un  fojer  au  point  O.  Au  point  P 
correspond  une  tangente  t  à  cette  conique;  à  la  droite  d, 
un  point  A  de  l'axe  focal  ;  au  point  Q,  la  perpendicu- 
laire p  abaissée  de  A  sur  f  ;  à  la  droite  QR  qui  joint  le 
point  Q  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  tangente  PT  au 
cercle  C,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  p  et  du  vec- 
teur qui  joint  le  foyer  O  au  point  de  contact  de  la  tan- 
gente t  et  de  la  conique  K.  D'ailleurs  le  cei'cle  de 
centre  O  enveloppé  par  (^R  a  pour  corrélatif  également 
un  cercle  de  centre  O.  On  a  donc  ce  théorème  connu  : 

Le  lieu  du  point,  de  rencontre  du  rayon  vecteur  qui 
unit  un  point  M  mobile  sur  une  conique  à  l'un  des 
foyers  de  cette  coniipie  et  de  la  perpendiculaire  ahaissée 
d' un  point  A  de  l' axe  focal  sur  la  tangente  au  point  M 
est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  O. 

Si  l'on  prend  pour  point  A  le  second  foyer  F  de  la 
conique,  on  voit,  en  considérant  le  point  M  dans  une 
position  infiniment  voisine  de  l'un  des  sommets  de  l'axe 
focal,  que  le  rayon  du  cercle  correspondant  (cercle  di- 
recteur) est  égal  à  la  longueur  de  cet  axe.  Rapprochant 
ce  résidtat  du  théorème  obtenu  au  n"  4?  t>n  en  déduit 
la  propriété  des  layons  vecteurs  dans  les  coniques. 

11.  Nous  donnerons  encore  un  exemple  remarquable 
de  la  méthode  que  nous  indiquons  ici. 

Supposons  que  le  cercle  C  soit  variable,  mais  ait 
constamment  avec  le  point  O  même  axe  radical/*.  Con- 
sidérons en  outre  un  point  fixe  quelconque  D.  L'axe 
radical  des  j)oint.s  I)  et  O  considérés  comme  cercles  de 
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rayon  nul  est  la  perpendiculaire  élevée  à  DO  en  son 
milieu.  Celte  droite  coupe  f  en  un  point  K,  et  l'axe 
radical  du  point  D  et  du  cercle  C  passe  constamment 
par  le  point  K.  Il  en  résulte  que  la  polaire  du  point  D 
relativement  au  cercle  C  passe  constamment  par  le 
point  D'symétrique  du  point  D  par  rapport  au  point  K, 
point  situé  à  la  rencontre  de  DK  et  de  la  perpendiculaire 
élevée  en  O  à  OD. 

Passons  \\  la  figure  corrélative.  Aux  ditlerents  cercles  C 
correspondent  des  coniques  ayant  toutes  un  foyer  au 
point  O  et  un  foyer  au  point  F,  c'est-à-dire  des  coniques 
hoino focales ^  et,  si  ^est  la  droite  corrélative  du  point  D, 
nous  vovons  que  les  pôles  de  cette  droite  par  rapport 
aux  coniques  du  système  sont  situés  sur  une  droite  d' , 
la  corrélative  du  point  D'.  Le  point  K  a  pour  élément 
corrélatif  la  droite  qui  joint  le  point  F  au  symétrique 
du  point  O  par  rapporta  la  droites/.  Cette  droite  coupe 
la  droite  d  en  un  point  M,  et  puisque  l'angle  DOD'  est 
droit,  la  droite  d'  est  la  perpendiculaire  élevée  en  M  à 
la  droite  d.  De  là  ce  tliéorènie  connu  : 

Les  Idoles  dune  droite  d  relativement  à  un  système 
de  coniques  homojocales  sont  situés  sur  la  perpendi- 
culaire menée  à  cette  droite  par  le  point  oii  elle  est 
coupée  par  la  droite  qui  joint  tun  des  Jojers  au  symé- 
trique de  l'autre  par  rapport  à  d. 

Remarquant  que  la  droite  d  est  tangente  au  point  M 
à  une  conique  ayant  pour  foyers  F  et  O,  on  peut 
énoncer  encore  ce  théorème  de  la  manière  que  voici  : 

Le  lieu  des  pôles  d' une  droite  d,  relativement  à  un 
système  de  coniques  homofocales,  est  la  normale  à  celle 
de  ces  co/nques  qui  touche  la  droite  d  menée  par  le 
point  de  contact  de  cette  conique  et  de  cette  droite. 
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lï2.  Nous  nous  bornerons  aux  exemples  qui  précèdent 
pour  mettre  en  relief  la  fécondité  de  la  méthode  qui 
consiste  à  déduire  les  propriétés  focales  des  coniques 
de  la  théoiie  des  axes  radicaux. 

Pour  terminer,  nous  ferons  observer  que  récipro- 
quement toute  propriété  des  foyers  conduit  corréla- 
tivement à  une  propriété  des  conjointes  d'un  point  et 
d'une  conique,  et,  plus  particulièrement,  de  l'axe  radical 
d'un  point  et  d'un  cercle. 

Exemple.  —  Prenons  cette  propriété  connue  :  Soit 
MFM'  une  corde  focale  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe 
est  AA';  si  l'on  prolonge  MA  et  M'A  jusqu'à  leurs  points 
de  rencontre  Q  et  Q'  avec  la  directrice  qui  correspond 
au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit  ('  ). 

Appelons  O  le  second  foyer  de  la  conique,  et  trans- 
formons par  polaires  réciproques  eu  prenant  le  point  O 
pour  centre  de  la  transformation.  Nous  obtenons  ainsi 
ce  théorème  : 

Soient  f  l  axe  radical  d'un  point  O  et  dmi  cercle  C, 
et  P  le  pôle  de  cet  axe  relativement  au  cercle  C.  Si 
les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  de  f  au 
cercle  C  coupent  l'une  des  tangentes  à  ce  cercle,  pa- 
rallèles à  J\  aux  points  I  et  1',  et  que  les  droites  PI 
et  PI'  coupent  la  droite  f  aux  points  H  et  H',  l'angle 
HOH'  est  droit. 


C)  RoucHÉ  et  DE  CoMBEROUSSE,  Traité  de  Géométrie,  t.  II,  5' édi- 
tion, p.  029,  Ex.  916. 
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SUR  LE  RAYOX  DE  COIIIBIIRE  DES  COX'IOIES; 

Par  m.  André  CAZAMIAN. 


Le  tliéorème  énoncé  dans  le  numéro  d'août  1894 
(p.  338)  des  Nouvelles  Annales  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier ds  la  proposition  suivante  : 

(A)  Les  coniques  liarinoniq uenient  circonscrites  à  une 
conique  et  la  touchant  en  un  même  point  INI  o7it,  en  ce 
point^  le  même  rayon  de  courbure,  égal  à  la  moitié  de 
celui  de  la  conique. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  la  tangente  et  la 
normale  en  M.  La  conique  S  a  pour  équation 

(  1  )  ^-  -i-  2  bxy  -+-  cy-  -^  2ey  =  o, 

et  le  rayon  de  courbure  au  point  M  est  égal  au  coeffi- 
cient e. 

Laconique  (i)a  pour  équation  tangentielle 

(2)  e-u'^— ibeu -{- i,ei> -{- b- — c  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  générale  des  coniques  tan- 
gentes: à  la  conique  S  au  point  M  s'écrit  : 

(3)  x^-\-  ibxy  -\-  cy"^-^  ley  -\- y(ma;  -+-  ny  -)-/?)  =  o. 

Pour  exprimer  que  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion (3)  est  liarmoniquement  circonscrite  à  la  conique  S, 
on  sait  qu'il  suffît  d'annuler  la  somme  des  produits  des 
coefficients  des  termes  correspondants  dans  les  équations 
(2)  et  (3).  On  a  ainsi  la  relation 
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/)  =  —  3e. 


Or  le  rajon  de  courbure  p  des  coniques   (3)  est  égal 
à  - — ^— ^- .  Remplaçons />  par — 3e,  il  vient 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

Dans  le  système  des  coniques  liarmoniquement  cir- 
conscrites à  la  conique  S  et  la  touchant  au  point  M  se 
trouvent  un  cercle  et  une  hyperbole équilatère.  Le  cercle, 
comme  nous  l'avons  démontré  ailleurs,  est  celui  qui 
coupe  ortliogonalement  le  cercle  orthoptique  de  la  co- 
nique. La  construction  de  son  centre  fournit  immédiate- 
ment le  centre  de  courbure  de  la  conique  au  point  M. 

D'autre  part,  O  étant  le  centre  de  la  conique,  le 
triangle  ayant  pour  sommets  le  point  O  et  les  points  à 
l'infini  dans  les  directions  des  axes  de  la  conique  lui 
est  conjugué. 

Toute  conique  circonscrite  à  ce  triangle  est  une  hy- 
perbole équilatère.  On  peut  alors  énoncer  le  théorème 
suivant,  corollaire  du  précédent  : 

Le  rayon  de  coiuhure  en  un  point  M  d'une  conique 
est  égal  au  double  de  celui  de  V lijperhole  équilatère 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique, 
la  touchant  au  point  AI  et  passant  par  son  centre. 

On  peut  donc  ramener  la  construction  du  centre  de 
courbure  au  point  M  à  la  conique  S  à  celui  de  l'hyper- 
bole équilatère  H  au  même  point.  Il  suffit  pour  cela  de 
déterminer  le  centre  de  la  conique  H.  Ce  centre  est 
d'abord  situé  sur  la  droite  PN,  joignant  les  projections 


(  ■•^^7  ) 
du   point  M  sur  les  dcvix  axes  (').  D'aulre  pari,  dans 
une  hyperbole,  la  langenle  iMI,  une  parallèle  OI  à  une 
asymptote  et   1<î  diamètre  aboutissant  au  point  M  for- 
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ment  un  triangle  isoscèle  ;  si  donc  on  décrit  du  point  M 
la  circonférence  de  rayon  INII,  rencontrant  01  au  point 
K,  la  droite  MK  est  un  diamètre  de  l'hyperbole  H.  Son 
centre  est  donc  au  point  d  intersection  de  MK  avec  PN. 
De  là  résulte  la  construction  suivante.  Elle  n'exige 
pas  la  connaissance  des  sommets  ni  des  foyers  de  S,  et 
est  _peut-ètre  la  plus  simple  solution  du  problème  sui- 
vant : 

Construire  le  centre  de  courbure  en  un  point  M 
d' une  conique  non  tracée,  connaissant  les  axes  en  po- 
sition seulement  et  la  tangente  au  point  iNI. 

On  prendra  l'intersection  (o  de  la  droite  AP,  joignant 


(')  D'après  co  théorème  :  Si  l'on  mène  par  deux  points  d'uni- 
hyperbole  les  parallèles  aux  asj'mptotes,  lit  seconde  dia£;onalc  du 
parallélogramme  formé  passe  par  le  centre. 


l/ 
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les  projections  du  point  M  sur  les  axes  avec  la  droite 
MK,  telle  que  MK  =  MI.  La  perpfMidiculaire  o)R  à  Mw 
rencontrant  la  normale  au  point  R,  on  porteia 
RQ  =  RM.  Le  point  0  sera  le  centre  de  courbure  cher- 
ché. 


Remarque .  —  Le  théorème  démontré  au  début  peut 
être  déduit  d'une  proposition  bien  plus  générale,  donnée 
par  ^L  Janiet  dans  sa  thèse  Sur  les  courbes  et  les  sur- 
faces tétraédrales.  M.  Jametdém^ontre  que  les  courbes, 
représentées  par  l'équation 


va/ 


{")"-■ 


ont,  en  un  point  M,  un    rayon  àp  courbure  égal  à  la 
fraction  — - —  de   celui  de   la  conique  circonscrite  au 


triangle  de  référence  et  touchant  la  courbe  au  point  M. 
Si  l'on  fait  ///  =  2,  la  courbe  est  une  conique  conjuguée 


(  ;i^y  ) 

au  triangle  dv  léléienco  vl  l'on  voit  que  son  rayon  de 
courbure  en  M  est  égal  au  double  de  celui  de  la  conique 
la  touchant  au  point  M  et  circonscrite  au  triangle  de 
référence.  On  voit  facilement  qu'on  déduit  de  ce  résul- 
tat le  théorème  (A). 

On  démontrerait  de  même,  directement,  le  théorème 
suivant,  qui  est  également  une  conséquence  du  théorème 
de  M,  Jamet  : 

Les  coniques  circonscrites  aux  triangles  circonscrits 
à  une  conique  S  et  la  touchant  en  un  point  M  ont,  en 
ce  point,  le  même  rayon  de  courbure,  égal  au  quart 
de  celui  de  la  conique  S. 

En  appelant  F  le  foyer  d'une  parabole,  I  et  J  les 
points  cycliques,  le  triangle  FIJ  est  circonscrit  à  la  pa- 
rabole. Donc  (résultat  connu)  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  d' une  parabole 
est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  tangent  à  la 
parabole  au  point  M  et  passant  par  son  foyer. 


NOTE  SUR  LES  ÉQUATIONS  E.\  X  DE  LA  GÉOMÉTRIE; 

Par   m.   L.  SAUVAGE, 
Professeur  à  la  Faculté  de  Marseille. 


1.  On  sait  discuter  les  équations  en  À  des  second, 
troisième  et  quatrième  degrés,  qui  se  rencontrent  en 
Géométrie  analytique,  par  exemple  dans  l'étude  des 
couples  de  faisceaux  de  deux  droites  concourantes,  dans 
celle  des  couples  de  coniques,  dans  celles  des  couples 
de  surface  du  second  ordre,  J^ admettrai  les  résultats 
connus,  qui  s'obtiennent  par  divers  procédés.  Je  signa- 
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lerai  cependant  que  c'est  Painvin  qui  a  traité  complète- 
ment la  question  de  l'équation  en  )>  du  quatrième  degré 
dans  \e^  Nouvelles  Annales  de  3fathénia{ic/ues  (iS6y- 
1868). 

Mais  il  est  uu  point  qui  n'a  pas  été  encore,  à  ma 
connaissance,  signalé  dans  les  Ovrages  élémentaires,  et 
qu'il  ne  me  parait  plus  possible  de  laisser  aujourd'hui 
dans  l'ombre  après  les  beaux  travaux  de  M.  Weierstrass 
{Monatsberichte,  1868),  de  M.  Darboux  et  de  M.  Jor- 
dan dans  le  Journal  de  Liouville  (1874)-  Js  veux  par- 
ler de  la  notion  de  diviseur  èlènienlaire,  et  c'est  elle 
que  je  désire  mettre  en  lumière  dans  cette  JNote. 

2.  Soient  d'abord  deux  formes  quadratiques  binaires, 
c'est-à-dire  à  deux  variables  indépendantes 

(1)  /  =  Au  x\  -\-  A20  x\  -f-  2  A, 2  a?t  .r2. 

(2)  /,  =  Bii  j-f  -T-  B22  -^2  "+"  2 '^12  •^i  •^'2- 

Soient  À,  et  Xo  les  deux  racines  de  l'équation 

I  A,,+  ).B„     An-+-XBi2  I 

(3)  A(À)=  ,  ,  =0. 

^  I    A,2^XB,2       A22-4-ÀB22    1 

On  sait  que  l'on  peut,  en  général,  ramener  les  deux 
formesyet/,  aux  formes 

(4)  o  =  À,XfH-X2X|, 

(5,  cp,=-X|  — X|, 

où  X|  et  Xo  représentent  des  formes  linéaires  indépen- 
dantes de  X|  et  de  0:0. 

Discussion.  Premier  cas.  —  ).|  et  Xo  sont  des  racines 
distinctes,  c'est  le  cas  des  formules  (4)  et  (5). 

Deuxième  cas.  —  Xi  et  )v2  sont  des  racines  égales 
entre  elles,  mais   annulent  à  la  fois  tous  les  termes  du 


(  ''y'   ) 
déterminant  A(a);  on  est  ramené  aux  formes 

o,^  —  \f  —  X|, 
c]ui  ne  dillèreut  pas  cssentiellemenldes  formes  (4)  et  (5). 

Troisième  cas.  —  Ai  est  une  racine  double  do.  l'équa- 
lion  A(a)=:  o,  et  n'annule  pas  tous  les  éléments  de  \  (  A)  ; 
on  pose  alors 

(6;  o  =  2Ài  Xi  X,-h-X2. 

(7)  cpi  =  -2X,X,. 

Il  n'y  a  pas  d'autre  cas,  si  le  déterminant  B;^—  B, ,  Boo 
n'est  pas  nul. 

Reprenons  la  discussion,  et,  au  lieu  des  racines  de 
l'équation  en  A,  introduisons  les  diviseurs  ),, —  A  ou,  si 
l'on  veut,  ), —  A,  du  déterminant  A(a)  supposé  dé- 
veloppé et  ordonné  par  rapport  à  À.  jNous  aurons  les  cas 
suivants  : 

Premier-  cas.  —  A().)  admet  deux  diviseurs  À^ —  À, 
et  X  —  )v2,  et,  si  l'on  a  A,=  ^25  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  A(a),  c'est-à-dire  les  éléments  du  déterminant 
A(À),  admettent  aussi   tous  ensemble  ce  diviseur.  Ou 

pose  alors 

o  =  Ai  Xf  -i-  A2  X|, 
:.,=  -Xf-Xl, 

et  l'on  peut  avoir  ).,=  Ao. 

Deuxième  cas.  —  ^0^)  admet  un  diviseur  double 
X  —  A^  qui  n'annule  pas  tous  les  mineurs  de  A(a);  ou 

pose 

o  =  2X1  Xi  Xj-t-  X5, 

Çl  =  —  2X1  Xj. 

Dans  le  premier  cas,  on  dira  que  le  déterminant  A(À) 
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adinel  deux  diiiscu/s  élémentaires  simples,    distincts 
ou  non.  Dans  \v  second  cas,  on  dira  que  le  déterminant 
A  (a)  admet  un  diviseur  élémentaire  double. 

3.   Soient  maintenant  deux  formes  quadratiques  ter- 
naires 


(8) 

(y) 


j    /=  Ail  3"f -f- Agaa^l -i- As3a?§ 

(  -^  2  Bia  J-,  iTa  -H  ■''-  B23  ^2  •^3  -i-  2  A31  .ra  Xi, 


et  ).|,  Ao,  ).3  les  trois  racines  de  l'équation  en  (/.) 

lAu  +  ÀBu     A,,-t-/l:!,o     Au^ÀBia 

A  f  À  )  =      A21  -+-  À  B21      A22  -t-  À  Rj,      A23  H-  X  B23      =  o, 

I  A.-i  1  —  ).  B:, ,     A;j2  H-  X  B32     A 33  -f-  À  B33 

où  l'on  suppose  A/^  =  Ay,  et  B/y=  lîy^ 
En  outre,  le  déterminant 

B,.     B,2     B,., 
B21     B22     B23 

B31        B32        1^33 

est  supposé  dilîérent  de  zéro. 

Appelons  alois  X|,  X^,  X3  trois  formes  linéaires  in- 
dépendantes de  Xi ,  Xo,  X3  ;  nous  pouvons  choisir  ces 
formes  de  manière  que  les  formes  quadratiques  ^et /", 
soient  simplitiées  d'après  les  règles  suivantes  : 

Premier  cas.  —  A,,  A^,  A3  sont  trois  racines  distinctes. 
On  peut,  au  moyen  d'une  substitution  convenable  (eu 
Géométrie,  on  fait  un  changement  de  coordonnées),  ra- 
mener les  formes /"et  /',  aux  formes 


eu 
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Deuxième  cas. —  Les  deux  racines  Ai  et  Xo  sont  égales 
et  ditlèrent  de  A:(.  Mais  la  racine  h,  salisfail  à  toutes  les 
équations  obtenues  en  égalant  à  zéro  les  tnin(;urs  du 
prenii<;r  ordre  du  déteiiiiinant  A  (a). 

On  posera 

cp  =  À,  \f— À,  X^^-X3X;j, 

,.     V  2  V  2  V  2 

ri  —  —  -^1  —  -^2—  -^s- 

Troisième  cas.  —  Les  trois  racines  À,,  )..j,  A.i  sont 
égales,  et  À,  satisfait  non  seulement  aux  équations  pré- 
cédentes, mais  encore  aux  équations  obtenues  en  égalant 
h  zéro  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  (a),  c'est-à-dire 
les  éléments  eux-mêmes  de  ce  déterminant. 

On  posera 

7  =  >.,  Xf^  À,  XH^À,X|, 

^     V  2  V  2  V  2 

fl  — -^1  -^2  —  -^3- 

Ces  trois  cas  ne  ditlèrent  pas  essentiellement   par  les 
formes  C5  qui  leur  correspondent. 

Quatrième  cas. —  Les  deux  racines  A,  et  Ào  sont  égales 
et  ditrèrent  de  ).3.  Mais  les  conditions  du  second  cas  ne 
sont  pas  satisfaites. 

Ou  posera 

{\1)  :i  =  :i>.,   X,  X2-+-X|^À3X|, 

(i3)  ^,^_2X,X,-X|. 

Cinquième  cas.  —  Les  trois  racines  À,,   y.o,  A;,  sont 

égales,  mais  les  conditions  du  second  cas  sont  satisfaites, 

et  celles  du  troisième  cas  ne  le  sont  pas. 

On  posera 

^  =  ^X,  X,  X,-Xf-).,X|. 

?i=-2X,X,-X|. 

Ce  cas  ne  dillère  pas  essentiellement  du  précédent. 

Sixième  cas.  —  La  racine  triple  ),,  ne  satisfait  pas 
aux  conditions  du  second  cas. 
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On  posera 

(i4)  o  =  X,(2X..,X,-f-  X|)-+-.3\,  X„ 

(l5)  Cpi=-(2X3X,-+-X|). 

4.  Reprenons  la  discussion  précédente  en  employant 
les  diviseurs  de  A(X)  considéré  comme  un  polynôme 
du  troisième  degré  en  \.  En  outre,  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  seront  considérés  comme  des  polynômes  du 
second  degré  en  ).,  et  les  mineurs  du  second  ordre,  ou 
les  éléments  eux-mêmes  du  déterminant  A(a),  seront 
des  polynômes  du  premier  degré  en  X.  Nous  distingue- 
rons alors  les  cas  suivants  : 

Premier  cas.  —  ^0^)  admet  trois  diviseurs  distincts 

Ou  bien,  s'ils  ne  sont  pas  distincts,  le  diviseur  double 
).  —  Al  est  aussi  diviseur  de  tous  les  mineurs  du  pre- 
mier ordre  de  A().); 

Ou  même,  s'ils  sont  égaux,  le  diviseur  triple  A  —  À, 
est  diviseur  de  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  (A). 

On  posera 

o  =  X,Xf+X,X|  +  XaX|, 

cp,  =  -Xf-Xi-X|. 

Deuxième  cas.  —  -^(À)  admet  deux  diviseurs  distincts 
À  —  A,  et  ).  —  }.2,  et  le  diviseur  double  )>  —  )h  n'est  pas 
diviseur  de?  mineurs  du  premier  ordre; 

Ou  bien,  si  ).,  et  Xo  ïie  sont  pas  distincts,  ).  —  X,  n'est 
pas  diviseur  de  tous  les  mineurs  de  second  ordie,  mais 
est  diviseur  de  tous  ceux  du  premier  ordre. 

On  posera 

'j.  =  2X1  X,  X.  +  XJ  +  X.Xi, 

o,=  -2X.X,-X^ 

Troisième  cas.  — Le  diviseur  triple  A  —  A|  n'est  pas 
diviseur  de  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  A  (A). 


(  3;^  ) 
On  posera 

cp,=  -(-..XaX,-^Xl). 

Dans  le  premier  cas,  ou  dira  que  A(â)  admet  trois 
diviseurs  élémentaires  simples.  Il  importe  peu  qu'ils 
soient  distincts  ou  non  comme  diviseurs  linéaires. 

Dans  le  second  cas,  on  dira  que  A().)  admet  un  divi- 
seur élémentaire  double  À  —  ).,  et  un  diviseur  élémen- 
taire simple  \  —  Ao-  On  peut  avoir  \\  ^  \-2  • 

Dans  le  troisième  cas,  on  dira  que  A(a)  admet  un  di- 
viseur élémentaire  triple. 

o.   Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  longue  discussion 
de  Painvin,  on  peut  la  ramener  aux  cas  qui  vont  suivre. 
Soient 

f=  Ail  X\  -+-  A22  ^2  +  A33  J"5  +  Aii^l  -H  -2  S  kij  XiVj, 

/'=  Bu  ^î +  322  2-1  -^B33  0^l-^By,xl-\-iI.BijXiyj 

deux  formes  quadratiques  quaternaires. 
Considérons  le  déterminant  symétrique 


A(X): 


Ah+ÀB,,  A,2-f-ÀB,2  An 

A,i-f-XB2i  A22+ÀB22  Aai 

A31-I-XB31  A32  4-XB32  A31 

A.,4-XBn  At2+ÀBi2  A4; 


l  B,3 

A,,^-XB.i 

\  B23 

A2i+À   B24 

X  B33 

A3i+>>B3i 

ÀB,3 

Aii+XBu 

comme  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  ).,  et  ses 
mineurs  des  ordres  successifs  comme  des  polynômes  du 
troisième,  du  second  et  du  premier  degré. 

Premier  cas.  —  A  (a)    a   quatre  diviseurs  distincts 

1  —  A, ,  1  —  A2,   A  --  A:i'    A  —  l;  ; 

Ou  bien,  si  Ao=  a,,  le  diviseur  A — Ai  convient  à 
tous  les  mineurs  du  premier  ordre 
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Ou  bien,  si  X^  =  Xo=  À,,  le  diviseur  ).  —  X,  convient 
à  tous  les  mineurs  du  second  ordre; 

Ou  bien,  si  Àj  =  }..,=  Ào=  À, ,  le  diviseur  "a  —  X, 
convient  à  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre,  c'est- 
à-dire  aux  éléments  eux-mêmes  du  déterminant  A  (a). 

On  posera 

o  =  l,  X\  -+-  À,  XI  +  X3  X|  +  Xi  X|, 
91  =  — X2  — X|  — X;:  — X|. 

et  il  importe  peu  que  les  valeurs  A, ,  Ào,  A3,  X/,  soient 
distinctes  entre  elles,  si  l'on  ne  considère  que  les 
formes  cp. 

Deuxième  cas.  —  Le  diviseur  double  X  —  X|  ne  con- 
vient pas  à  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  ;  les  autres 
diviseurs  X  —  Xo  et  X  —  X3  sont  distincts  de  X  —  X)  et 
distincts  entre  eux; 

Ou  bien,  si  Xo^Xs,  le  diviseur  X  —  X2  convient  aux 
mineurs  du  premier  ordre  5 

Ou  bien,  si  X2=  X,,  le  diviseur  X  —  X,  convient  aux 
mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  à  ceux  du  second 
ordre  ; 

Ou  bien,  si  X3  =  X2=  X,,  le  diviseur  X —  X,  convient 
une  fois  à  tous  les  mineurs,  excepté  à  ceux  du  troisième 
ordre. 

On  posera 

o  =  2  X,  Xi  x,-i-  xf  -4-  x,  X|  -+-  X3  X|, 

Oi=-2XiX2-X|-X|. 

Il  importe  peu  que  X,,  Xo,  X3  soient  distincts. 

Troisième  cas.  —  Le  diviseur  triple  X —  X,  ne  con- 
vient pas  aux  mineurs  du  premier  ordre;  l'autre  divi- 
seur X  —  Xo  est  distinct  du  précédent; 

Ou  bien,  si  Xo  =  X,,  le  diviseur  X  —  X,  convient  aux 
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mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  à  ceux  du  second 
ordre. 

Ou  posera 

tpi^-ç^XsX.  +  XD-x^. 

Il  importe  peu  que  À,  et  Ao  soient  des  quantités  diffé- 
rentes. 

Quatrième  cas.  —  Le  diviseur  quadruple  À  —  A,  ne 
convient  pas  aux  mineurs  du  premier  ordre. 
On  posera 

9,  =  -2(X,Xi+X,X3). 

Cinquième  cas.  —  Les  deux  diviseurs  doubles  ).  — )>( 
et  A  —  Ào  ne  conviennent  séparément  pas  aux  mineurs 
du  premier  ordre-, 

Ou  bien,  si  À|=  Ào,  le  diviseur  A  —  X,  convient  deux 
fois  aux  mineurs  du  premier  ordre,  mais  non  à  ceux  du 
second  ordre. 

On  posera 

-9  =  ili  Xi  Xo-h  Xj  -^  2À2  X3  Xi-i-  X5, 
ri  =  —  2X1  X.  —  2X3  Xj. 

6.  On  dira  que  le  déterminant  A(}.)  admet  dans  le 
premier  cas  quatre  diviseurs  élémentaires  simples  ; 

Dans  le  second  cas,  un  diviseur  élémentaire  double 
et  deux  diviseurs  élémentaires  simples; 

Dans  le  troisième  cas,  un  diviseur  élémentaire  triple 
et  un  diviseur  élémentaire  simple; 

Dans  le  quatrième  cas,  un  diviseur  élémentaire  qua- 
druple ; 

Dans  le  cinquième  cas,  deux  diviseurs  élémentaires 
doubles. 
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7.   Définissons  maintenant  les  di\^iseurs  élémentaires 
i^ELemenlartheiler  do  Al.  Weierstrass).  Posons 

/jAii-i-yBii      ...     />Ai„ -!- 7l3i„ 


[P.Q]  = 


p\n\  -+-  q^n\       ■  ■  ■      P^nn 


Le  déterminant  [P,  Q]  est  une  fonction  entière  et 
homogène  du  degré  n  en  p  et  q.  C'est  donc  le  produit 
de  n  facteurs  de  la  forme  ap  +  bq^  distincts  ou  non. 

Nous  dirons  que  ap  -+-  hq  est  un  diviseur  linéaire 
de  [P.  Q]  par  opposition  à  l'expression  de  diviseur  élé- 
mentaire qui  en  sera  distincte  dans  la  suite. 

Un  mineur  du  premier  ordre  de  [P,  Q]  t'st  aussi 
homogène  en  p  et  q.  Soit  /|  l'exposant  du  diviseur 
linéaire  ap  -|-  bq  qui  entre  à  la  fois  dans  tous  les  mi- 
neurs du  premier  ordre. 

De  même,  soient  /j,  Z^,  ...  les  exposants  du  diviseur 
linéaire  ap -h-  bq  qui  entre  à  la  fois  dans  tous  les  mi- 
neurs du  deuxième,  du  troisième  ordre,  etc. 

Par  symétrie,  appelons  Iq  l'exposant  du  diviseur 
linéaire  ap  -f-  bq  dans  le  déterminant  [P,  Q]  lui-même. 

JNous  entendons  par  là  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur des  mineurs  du  premier  ordre,  par  exemple,  est 
divisible  par  {ap -\-  bqY'- 

On  aura  d'abord 

h>h>li>h>  ■■-. 

Car,  si  les  mineurs  du  troisième  ordre,  par  exemple, 
sont  divisibles  par  {ap-\-bqYi^  tout  mineur  du  deuxième 
ordre  étant  une  expression  linéaire  et  homogène  de 
mineurs  du  troisième  ordre  sera  divisible  aussi  par 
{ap  H-  bqY^. 

D'un  autre  côté,  les  dérivées  partielles  d'un  mineur 
du  second  ordre  par  rapport  à  chacune  des  lettres  p  et 
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<]  sont  aussi  des  foiiclions  linéaires   el    liomogèiies  de 
mineurs  du  troisième,  el  admettent  par  suite  le  diviseur 

D'aprrs  la  règle  connue  des  diviseurs  multiples,  on 
devra  avoir 

Cela  posé,  soient 

/„  — /,  =  c„,         /i  — />  =  e,,  ...,  /^.  =  eA. 

si  //[  est  le  dernier  nombre  /qui  ne  soit  pas  nul  ;  nous 
aurons 

et,  par  suite, 

(ap  -T-  bq  )'"  =  (ap  -i-  bq  Y<:  (ap  ^  bqY^.  .  \ap -^  bqY^- 

Chacun  des  diviseurs  {^ap  +  l><lY  ^^^  appelé  un  divi- 
seur élémentaire  du  déterminant  [P,  Q].  C'est  donc 
un  facteur  du  quotient  des  plus  grands  communs  divi- 
seurs respectifs  des  mineurs  de  deux  ordres  successifs. 

Chaque  diviseur  élémentaire  est  essentiellement  ca- 
ractérisé par  le  rapport  de  deux  coefficients  a  el  b  et 
par  un  exposante.  Le  diviseur  élémentaire  est  simple 
si  e  =  I,  et  d'un  ordre  de  multiplicité  e,  si  e  ^  i . 

On  peut  représenter  tous  les  diviseurs  élémentaires 
dans  un  ordre  quelconque  par  la  notation 

{a^p-^b^qf^,     {a.p-^  b.qY^,      ...,     (a^p^  br,qY^- 

Mais  les  indices  i,  2,  .  .  . ,  p  n'indiquent  pas  que  les 
diviseurs  linéaires  ai  p  -\-  biq  soient  nécessairement 
distincts.  Plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eux. 

On  a  de  plus 

Cl    -i-  Cn   -I-.   .   .-^   C,   =    «, 

et  le  nombre  p  peut  être  égal  ou  supérieur  au  nombre 
des  diviseurs  linéaires  distincts. 

Si  tous  les  diviseurs  élémentaires  fournis  par  le  di- 
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viseur  linéaire  [ap  -\-  hq)^'^'  sont  simples,  le  détermi- 
nant[P,  Q]  sera  divisible  par  (ap  +  hqY'^\  ses  mineurs 
du  premier  ordre  seront  divisibles  par  (^ap-\-bqY^  ...  ; 
ses  mineurs  de  l'ordre  h  seront  divisibles  par  ap  -f-  hq. 

8.   Reprenons,  par  exemple,  le  premier  cas  de  Pain- 
vin,  en  faisant/^  =  i ,  ^  =  ).. 
Si  Ton  a 

Xi    ^    X,    y£     Xg    j£    Xi. 

chaque  diviseur  linéaire  ). —  Â/(i  =  1,2,  3,  4)  divisera 
A(X),  mais  ne  divisera  par  tous  les  mineurs  du  premier 
ordre.  On  aura  donc  quatre  diviseurs  élémentaires 
simples. 

Si  l'on  a 

X,  =  X2  ^  Xs^  Xi, 

le  diviseur  )v  —  )>,  divisera  deux  fois  A  (a),  et  une  lois 
chaque  mineur  du  premier  ordre.  On  aura 

/„  =  .2,         /,  =  [.         d'où         e,)  =  <'i  =  '• 

et  l'on  obtiendra  deux  diviseurs  élémentaires  simples 
de  la  forme  \  —  ).|  en  même  temps  que  les  diviseurs 
élémentaires  simples  \  —  A;,  et  À  —  )./, . 

Si  l'on  a 

X,  =  l,  ^  X,  -  Xi, 

ou  aura  quatre  diviseurs  élémentaires  simples,  égaux 
deux  à  deux,  savoir  deux  diviseurs  élémentaires  simples 

X  —  Xi(car  l^,  =  2,  /]  =  I,  <?o  =  ^1  =  1), 

et  deux  diviseurs  élémentaires  simples 

X  —  Xjfcar  /n  =  2,  ''i  =  Il  <-\^  =  Cl  =  I) 

Ajoutons  une  remarque  au  premier  cas  de  Painvin. 
On  y  fait  l'hypothèse  que  \  —  }.|  est  diviseur  de  tous  les 
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mineurs  du  second  ordre  (juand  À|  =  a,  =  X3,  l'i  l'on  ne 
parle  pas  des  mineurs  du  premier  ordre,  car  riiypothèse 
faite  est  suffisante,  d'après  la  théorie  du  n"  7,  pour  que 
A  —  ).(  soit  un  divisiHir  linéaire  double  des  mineurs 
du  premier  ordre,  et  un  diviseur  linéaire  triple  de  A(X). 
Ou  peut  revoir,  au  même  point  de  vue,  toutes  les  dis- 
cussions du  commencement  de  cette  Note. 


9.  Voici,  sans  démonstrations,  les  propriétés  géné- 
rales des  diviseurs  élémentaires  qu'on  devra  réunir  à 
celles  que  l'on  a  déjà  vues  au  n°  7. 

Soient 

(a,  ^  =  1,2,    ...,n;         A^p  =  Ap^,         Bafi  =  B^a) 


deux  formes  quadiatiques. 

Le  déterminant 

B, 


[QJ  = 


Bi« 


B/ti        •  .  .       i>,in 


n'étant  pas  supposé  nul,  le  déterminant  [P,  Q]  sera  du 
degré  /i  exactement. 


Théorè.aie  1. 


Si  In  substitution 


:^=^h^,,xy         (a,  7 


,,  ;i) 


ivansforine  les  deux  formes  (juadratiques  P  et  Q  en 
deux  (tuf res  formes  P'  et  Q',  et,  si  le  déterminant  de 
la  substitution  n'est  pas  nul^  les  déterminants  [V ^  Q] 
et  [P',Q']  ont  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

Si  L'on  veut,  un  changement  de  coordonnées  n'al- 
tère pas,  non  seulement  les  racines  de  l'équation  en  A, 
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mais  encore  Les  diviseurs  élémentaires  du  déterniinanl 
A(X). 

Théorème  II.  —  En  supposant  que 

soient  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant[V,  Q], 
choisissons  deux  nombres  g  et  h  qui  n  annulent  pas 
orP_{_/iQ,  et^  en  admettant  que  les  valeurs  ai  et  bi, 
dont  le  rapport  seul  est  essentiel,  satisfassent  aux  con- 
ditions 

gai  -\-  hbi  —  i         (  i  =  1 ,  9.,   . . . ,  p  ), 

on  peut  déterminer  ii  formes  linéaires  indépendantes 

X^,     XI,     ...,     X^,_,.         (^  =  1,^,  ...,p) 
telles  que  Ion  ait 

i 

avec  les  conventions 
(X)o  =  o, 

(X)e  =  XoX^_,  -f-  XiX^_,  -I-  ...  -4-  \e-y  Xq. 

Oïl  voit,  en  particulier,  que,  si  tous  les  nombres  e 
sont  égaux  à  l'unité,  on  est  ramené  à  la  décomposition 
simultanée  de  deux  formes  quadratiques  au  moyen  de  n 
mêmes  carrés. 

Théorème  III.  —  C'est  la  réciproque  du  théorème  I. 
Si  les  formes  P,  Q,  P',  Q'  sont  telles  que  les  détermi- 
nants [P,  Q]  Gt  [P',  Q']  aient  les  mêmes  diviseurs  élé- 
mentaires,   on  peut  déterminer  des  constantes  telles 
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(jue  la  substitution 


(a,  Y  ==  ''  2, 


,«j 


rtif  50/î  détei-ininant  différent  de  zéro  et  ramène  P  à  P' 
et  Q  à  Q'. 

Théorème  IV.  —  C'est  la  réciproque  du  lliéorème  II. 
Prenons  les  nombres  e, ,  eo,  .  .  . ,  Pp  et  les  constantes  g^ 
A,  a  et  b  sous  les  conditions 


l.e£  =  n, 


gai 


hbi  =  1  (f'  =  I,  2, 


et  posons 


P)> 


P;.  =  a,-(X).,-A(X),,_„ 

q;  =  6,(X),.-+-^"'(X),.^,, 
p'  =  :sp;, 

Remplaçons  maintenant  les  X  /^a/'  f/e^  formes  li- 
néaires indépendantes  e/i  .r,,  j:;,,  ...,  a:^,  Jious  ob- 
tiendrons les  formes  P  e/  Q  les  plus  générales,  telles 
que  le  déternùnant  [P,  Q]  ait  pour  diviseurs  élémen- 
taires les  dii^iseurs  {aip  -\-  biq^i. 

Ce  théorème  est  très  important,  et  explique  la  règle 
suivante.  Considérons  un  déterminant  de  la  forme 


[PôQ/]  = 


o 
o 

I       À, 


A,  -^  A 


A,  —  A 
I 


Il  admet  un  seul  diviseur  élémentaire  (a,  —  a)'i. 

Formons  un  Tableau  de  s  déterminants  analogues 
dont  les  diagonales  principales  se  succèdent  sur  une 
ligne  unique  qui  servira  de  diagonale  à  un  grand  déter- 
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minant  [P,  Q].   Tous  les  éléments  de  [P,  Q]  n'entrant 
pas  dans  les  [P/,  Q,]  sont  supposés  nuls.  On  obtiendra 
ainsi  Xa.  forme  canonique  du  déterminant  [P,  Q]  qui  a 
n  diviseurs  élémentaires  égaux  à 

{aip-\-biqYi{i=i,-i,  ...,p). 

On  n'a  pas  procédé  autrement  pour  trouver  les 
formes  z>  et  es,  dans  la  discussion  du  problème  de 
Painvin. 

Théorème  V.  —  Pour  que  P  et  Qse  ramènent  à  des 
sommes  de  carrés  positifs  ou  négatifs,  il  faut  et  il 
suffit  que  tout  diviseur  linéaire  du  degré  l  dans  [P,  Q] 
soit  un  diviseur  des  mineurs  de  l'ordre  l  —  i . 

Ce  théorème  est  toujours  applicable  quand  les  deux 
formes  P  et  Q  sont  à  coefficients  réels,  et  que  l'on  peut 
trouver  une  forme  ^'P  4-  AQ  qui  ne  s'annule  pour  au- 
cun système  de  valeurs  réelles  x,,  ...,x,i,  si  ce  n'est 
pour  des  valeurs  toutes  égales  à  zéro. 

Par  exemple,  soient  les  deux  formes 

y*!  =  rf  -r-a^l  -r-.  .  .-<-  X%. 

Puisque  la  formey")  ne  peut  s'annuler  qu'en  égalant 
à  zéro  toutes  les  variables  x,  après  exclusion  des  solu- 
tions imaginaires,  il  est  nécessaire  que  le  déterminant 
A (5),  où  s  remplace  la  lettre  A  employée  jusqu'ici,  n'ait 
que  des  diviseurs  élémentaires  simples  et  réels. 

Gomme  corollaire  de  la  proposition,  on  voit  que 
toute  équation  en  s  a  toutes  ses  racines  réelles,  c|ue 
chaque  racine  double  annule  les  mineurs  du  premier 
ordre  de  ^(5  ),  etc. 

On  remarquera  qu'un  déterminant  A  (À),  qui  n'a  que 
des  diviseurs  élémentaires  simples  et  réels,  peut  s'ap- 
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peler  généralement  un  déterminant  en  s,  ear  on  peut  le 
ramener  à  la  forme  ordinaire  A (5)  par  l'application  des 
théorèmes  précédents. 

10.  Si  les  déterminants  [P]  et  [Q]  sont  nuls,  on 
cherchera  deux  nombrils  di  et  n  tels  que  le  déterminant 

[Q,]  =  [mP  +  /iQJ 

ne  soit  pas  nul,  et  Ion  substituera  la  forme  Q,  à  la 
forme  Q  avant  d'appliquer  les  principes  précédents. 

Mais  il  peut  arriver  qu'il  ri  existe  aucune  forme  Q, 
dont  le  détertninnnt  ne  soit  pas  nul.  Dans  ce  cas, 
M.  Darboux  a  montré  qu'on  peut  ramener  les  deux 
formes  P  et  Q  à  l'étude  d'autres  formes  P'  et  Q'  d'un 
jiombre  moindre  de  variables  indépendantes  et  satis- 
faisant aux  principes  précédents. 

Il  me  semble  inutile  de  chercher  des  démonstrations 
des  propositions  énoncées  dans  celte  Note  en  dehors  des 
Méthodes  parfaites  de  M.  Darboux  [Journal  de  Liou- 
ville,  i8j4)-  A  peine,  dans  quelques  cas  très  simples 
de  Géométrie  analytique,  peut-on  essayer  des  procédés 
spéciaux.  Nous  renverrons  donc  au  grand  iMémoire 
de  M.  Darboux  le  lecteur  dont  celte  Note  aura  excité 
l'intérêt. 


SlIR  m  PROBLEME  DE  GEOMETRIE; 

Pah  m.  RoMiALD  BLAZEÏEVSKI. 


L'équation 

{\  —  nyY))y]^  ntiVi — J  (  A-  —  /  D  )  =  o 

et  les  deux  autres  qu'on  obtient  en  changeant  /«,  >  ,  en 
Ann.  de  Maihémat ..  3'  série,  t.  \IV.  (Septembre  iSgS.)      2; 
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m^y-ii  ^3)'^  donncuL  pour  j)/  les  expressions  contenant 
les  radicaux   y/D  —  «,  y/D  —  b,  y^D  —  c.  Posons,  pour 
abréger, 

m,(D  — a)  =  a,         m.2(D  — 6)  =  ^,         m^iD  —  c)  =  ■;, 
Fo  =  \/?  -  /y,         Fi  =  v/ï  -  V/^,         F2  =  /a  -  /p  ; 

Go  =  —  /^  —  ^ — -  /T'  Gi  =  . . . ,  G2  =  . . . , 

m,  /«a 

désignons  par  F',  G'  les  F  et  les  G  où  le  signe  moins  est 
remplacé  par  le  signe  plus. 
Nous  aurons 

D-/>        D-c 

ou  bien 

i-/»,D= GoG'o,         D/-/.  = FoF(,. 

L'équation  déterminant^  ,  sera 

/GoGyjj  -i-  7ni(7n,—  m,i)yt-+-  {  /FoFû  =  o. 
Soit  A  une  constante  numérique,  faisons 

G„  ji  =  AFo, 

substituons    dans     l'équation    et    divisons    le    premier 
membre  par  FqGo,  on  trouve 

A-/F0G0  -i-  /rti(m2 —  rn3)\  -l-i  /GoFy  =  o; 
mais 

P.G;=(v'P-v/^)(;i-^/^^;i-^,'^) 


(A2  — D^/jiYl -1 -ï-)^m,('m2-/»3)  =  o 


/»•.         m 
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Pour  salislairu  à  colle  équation,  supposons  A 


Ji  = 


de  même  on  pourrail  lonslatcr  que 


m  1  //?  •: 


/;?  t         /// 5 


Les  7  sont  liés  par  la  relation 


71-^7-2-4-73 -=  -fC' 


équation    rationnelle    et    homogène    par   rapport  à  y/a, 


Mais 


FoGi  G2  -1-  Fi  GoG2-T-  FjGqGi  =  -ft  Gn  Gi  G^. 


Gi  G,  = 


V ^Y  ^  V  ^T 


Wi  W3        mf         in^tin^ 


FoG,G2^    c-/^    ^  ^ W/p 


D  —  a        D  —  /> 


Fi  Go  Gî  =  (<7  —  c)  — ^  -^ 


««  1  /»  2 

v/^        /D  — a        D  — 6 


\'«3  '»2/        /«l 


/?i2  \       "'3 

D— è        D— c 


v/ï 


/«>  /»•] 


/â 


I  r    \  v/a:i- 


v/t 


G|)  Gi  G9 


F2GoG,  =  (6-«)^^..., 


in=i  Dis    I  '"1 

D  — r  _  D  — «\  /p 

D  —  «  _  D  — 6  j  /y 

/»]  /»2       ^     "'3 
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L'équation  sera 

f  -h  (m,—  m,)  (m^D^-—  Dm j  /^  =  o. 

Comme    il    est    facile    de   se    convaincre,   le    fadeur 
de  y/a  est 

c  —  b       B  —  b  _  D  —  c 

D  —  6        D  —  c  2      /D  —  6        D  —  c\ 


/D  — 6  _  D  — c\ 


/«i  nis  /«i  D  \     /« 

•ju  bien 

2(0  — b)    ^    / 'i_\  /D  —  b  _  D  —  c 


/ 2_ \  / D  — 6  _  D  — c\ 

\         /«i  D/  \     rui  ms    / 


mais 

—  b        b  —  c 


^-±  =  c(^-^-l-)-b(±--^^\ 

mz       m-2  \'«3       "«1  /  \'''2        '"1/  "^i  "^1 

le  facteur  de  y^a  est 
c— 6 


-'^-')(--;ài)(''-^) 


c[u  on  peut  écrire 

inz  —  nii  I  1. 


._        ,  D  +  m,D2 

lu         \rni 

On  a  pris  dans  l'expression 

le  signe  supérieur. 

Toutes  les  combinaisons  de  signes  sont  au  nombre 
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de  quatre,  car  G|,  )',  =  ^FJ,  est  aussi  une  solution,  mais 
peut-être  y  a-t-il  quelques  conditions  limitant  le  nombre 
de  solutions. 

L'analyse  précédente  nous  enseigne  que  le  problème 

dépend  seulement  de  ^  >  -p  •  Si  l'on  suppose,  M,  N  étant 
des  constantes, 

^  =  McosO.  ^=Nsin6, 

on  peut  exprimer  les  quantités  j',  par  les  fonctions  tri- 
gonométriques  et  l'argument  H  sera  déterminé  par  l'é- 
quation (E)  :  il  se  peut  que  0  soit  complexe,  de  la  forme 
6'-|-  H"i;  cela  introduira  les  fonctions  hyperboliques. 
jNous  avons 

mi(D  —  a)  =  M2w3(D  —  c)  cos26, 
wio'  D  —  6)  =  ^'- WI3  (  D  —  c)  sin^Ô; 

on  doit  avoir  l'identité,  quel  que  soit  D, 

\2  ,„j  (  D  —  a)^  M2  m,(  D  —  /;)  =  M2  N2  m^iY)  —  c), 

An,N2-f-  m2M2  =  rnsM^N^, 

miaN2-^m,6M2  =  M^N^WsC, 

,        ivtih  —  a)  m^ib  —  a) 

IM  -  ^   ■ r-j r   >  IN  '  = :  • 

«13(6  —  c)  m-iic  —  a) 

Pour  que  la  substitution  soit  réelle,  il  faut  qu'on  ait 

6  >  c  >  rt, 

I  I  I  I    ^     i  I 

/??!        ni3        /tii        ru,        nu        m  3 
ou  bien 

nii  <  rn-i  <  mj, 
ou  bien 

«'1    ■<   W-i  ■<    (l-'s- 

En  disposant  les  données  du  problème  dans   un    tel 
ordre,  on  est  assuré  que  M,  N  sont  réels. 
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Je  vais  ajouter  quelques  remarques  au  sujet  de  l'élimi- 
nation. Soit  C  le  cercle  circonscrit  au  triangle  cherché; 
nous  avons  posé 

x^  x^  ^ 

on  a 

kql  =  \,  hil  =  q,  'J  =  Jl'y 

2 

les  Xi  satisfont  à  l'équation 

Supposons  que  (P"/  varient  de  façon  que  les  cercles 
inscrit  et  circonscrit  an  triangle  Aj  A2  A3  restent  inva- 
riables. On  a 


D 

en  désignant    par   i\    une    constante    indépendante  de 
(\',  «T'oivo,  comme 

I  =^  nix  in^in-i  =  = = , 

on  a 

xiXiXz  =  t  CD. 
Ainsi 

|-(7-,)  =  /GD, 
mais 

C  est  une  fonction  rationnelle  de  D;  je  ne  cite  pas  ici 
la  démonstration  de  la  formule 

^  (/D-A-)D^ 
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qui  ne  présenU;    aucune  dilficullé,   mais  est  si'uleineuL 
assez  longue,  coniine  toutes  celles  fondées  sur  la  théorie 
des  tonelious  symétriques. 


\OTE  SIJR  L\E  METHODE  \OLVELLE  DE  TRWSFODMATIOX 
ET  SLR  LES  OLARTIQIES  UMCLRSALES; 

Par    m.    g.    LELXEKUGEL, 

Elève  au  Ivcée  Charlema^ne. 


Nous  nous  pioposons  d'exposer  une  méthode  nouvelle 
de  transformation  dans  laquelle  correspond  à  un  point 
une  conique,  circonscrite  à  un  triangle  donné,  qui  con- 
stitue la  figure  de  référence  de  cette  méthode  de  trans- 
formation, à  une  droite  un  point,  et  à  une  conique  une 
quartique  unicursale.  Toutes  les  propriétés  projectiv>es 
des  coniques  permettront  d'éitoncer  immédiatement  des 
propriétés  relatives  anx  quartiques  unicursales.  Nous 
retrouverons,  en  particulier,  par  une  voie  purement 
géométrique,  quelques-unes  des  propriétés  de  ces  courbes 
que  ^I.  Astor  a  énoncées  dans  un  Article  très  intéressant 
paru  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Les  deux  propriétés  qui  servent  de  hase  à  cette  mé- 
thode de  transformation  sont  les  suivantes  : 

I.  Etant  donnés  un  triangle  et  un  point  P,  on  consi- 
dère une  série  do  droites  pivotant  autour  de  ce  point, 
les  droites  (/ui  joignent  deux  des  sommets  du  triangle 
aux  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  les  côtés  op- 
posés se  coupent  en  un  point  qui  décrit  une  conique  (P). 

II.  Lorsque  le  point  P  décrit  une  droite  A,  les  coni- 
ques correspondant  aux  différents  points  de  cette 
droite  passent  par  un  quatrième  point  fixe. 
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I.  En  elïet,  soit  Pc^  une  de  ces  droites  qui  rencontre 
en  Z»,c  les  côtés  AC,  AB  du  triangle  donné  ABC.  Les 
droites  Ce,  B^  sont  évidemment  deux  rayons  homolo- 
gues de  deux  faisceaux  liomograpliiques  de  sommets  B,C. 
Le  point  p  de  rencontre  de  ces  droites  décrit,  par  suite, 
une  conique  (P),  passant  par  les  trois  sommets  A,  B,  C 
(BA,  CA  étant  évidemment  deux  rayons  homologues) 
du  triangle.  Les  tangentes  en  B,  C  sont  les  droites  PB, 
PC  qui  sont  les  rayons  correspondants  de  BC,  dans  les 
deux  faisceaux.  Quant  à  la  tangente  en  A,  c'est  la  dioite 
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conjuguée  harmonique  de  PA  par  rapport  aux  deux  côtés 
AB,  AC  du  triangle.  Ceci  résulte  de  la  construction  de 
la  tangente  eu  un  point  quelconque  p  de  (P).  D'après 
le  théorème  de  Pascal,  la  tangente  en  p  à  (P)  ren- 
contre BC  au  même  point  0  que  la  droite  h^c^  qui 
joint  les  points  Z»,,  c,  de  rencontre  des  droites  PC,  Bè; 
PB,  Ce.  Or  les  droites  yy©  et  pV  sont  deux  diagonales 
du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  points  B,  C,  h^ ,  c, 
ijig-  i),  qui  forment  bien  avec  les  côtés  C/?,  B/7  un 
faisceau  harmonique. 
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Celle  eouique  (P),  (jui  eorrespond  au  poiiil  V,  esl 
donc  bien  déierniinée. 

\'oici  un  autre  mode  de  généralion  de  eelle  eo- 
nique  (P)  : 

Le  lieu  des  j)oints  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  P  aux  coniques  passant  par  deux  som- 
mets B,  C  d  un  triangle  ARC  et  tencontrant  les  deux 
autres  côtés  en  deux  points  situés  e?i  ligne  droite 
avec  P  est  la  conique  (P). 

Ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  lliéorème  de 
Desargues  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC  on  considère  une 
série  de  droites  pivotant  autour  d'un  point  P,  le  lieu 
des  points  doubles  de  l'involution  déterminée  par  les 
deux  couples  de  points  (V  ^  a),  [b,  c)  est  la  conique  (V). 

Ce  dernier  mode  de  génération  de  (P)  permet  de  con- 
struire ses  directions  asymptotiques,  puisqu'il  suffit  de 
tracer  les  deux  droites  Prz,  ^c  qui  sont  telles  que  les  mi- 
lieux des  segments  Prt,  &c  coïncident.  Ces  droites  passe- 
ront donc  par  les  deux  points  communs  à  la  droite  et  à 
la  conique  lieu  des  points  milieux  des  segments  Pa,  bc. 

II.  Cette  propriété  résulte  immédiatement  du  pre- 
mier mode  de  génération  de  la  conique  (P).  Si  le 
point  P  se  déplace  sur  une  droite  A,  le  réseau  des  co- 
niques (P)  qui  correspondent  aux  différents  points  de 
cette  droite  passeront  toutes  par  le  point  p\  obtenu 
comme  précédemment,  Vcb  coïncidant  avec  A  {fig.  i). 

Courbe  transformée  dune  courbe  donnée.  —  JNous 
supposons  maintenant  que  le  point  P  décrit  une  courbe 
quelconque  (C)  de  degré  /«,  aux  différents  points  P 
correspondent  des  coniques  (P)  dont  l'enveloppe  est 
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une  courbe  (F)  qui  est  la  transfurmée  Je  la  couibc  (C). 
Nous  nous  proposons  de  tracer  cette  courbe  par  points 
et  par  tangentes  et  d'en  indiquer  le  degré  dans  le  cas 
général. 

Au  point  P  de  la  courbe  (C)  correspond  une  co- 
nique (P),  définie  comme  il  a  été  dit  plus  haut;  à  la 
tangente  A  à  (C)  en  ce  point  correspond  un  point  p, 
appcM-tenant  à  (P)^  je  dis  que  c'est  en  ce  point  que  la 
conique  (P)  touche  son  enveloppe  (F).  En  etlet,  consi- 
dérons une  sécante  passant  par  P  et  infiniment  voisine 
de  A,  elle  rencontre  (C)  en  des  points  dont  l'un  d'eux  P' 
est  infiniment  voisin  de  P,  et  auquel  correspond  une 
coni([ue  (P')  rencontrant  (P)  au  point  p',  infiniment 
voisin  de  p  puisqu'il  correspond  à  A'.  Quand  A'  se  rap- 
proche de  A,  p'  tend  vers  p  qui  est  bien,  par  suite,  le 
point  où  (P)  touche  son  enveloppe. 

Le  point  p  décrit  donc  la  courbe  (F);  la  tangente  en 
ce  point  à  (F)  coïncidant  avec  celle  de  la  conique  (P) 
d'après  le  théorème  fondamental  des  enveloppes,  est 
donc  la  droite  j)S  conjuguée  harmonique  de  Pp  par 
rapport  a  B  p,  Cp. 

Si  la  tangente  A  passe  en  l'un  des  sommets  A,  B,  C, 
on  voit  que  le  point  p  vient  se  confondre  avec  l'un  de 
ces  points.  Nous  en  déduisons  que  la  courbe  (F)  admet 
les  trois  points  A,  B.  C  comme  points  multiples  d'ordre 
c  =  /«(/«  —  i),  c  étant  la  classe  de  la  courbe  (C)  en 
général.  De  plus,  d'après  la  construction  de  la  tangente 
en  /?  à  la  courbe  (F),  on  voit  que  les  tangentes  en  B,  C 
sont  les  m[m  —  i)  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  ces 
points  à  (C)  et  qu'en  A  ces  tangentes  sont  les  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  côtés  AB,AC  des  tangentes 
menées  de  ce  point  à  (C). 

Il  résulte  aussi  du  mode  de  transformation  que,  dans 
le  cas  où  la  courbe  (C)  n'est  pas  tangente  à  BC,  il  n'y  a 
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pas  de  points  de  (F)  en  dehors  de  B,  C  sur  la  droite  XIC, 
qui  rencontre,  par  suite,  (F)  en  un  nombre  de  points  M 
égal  à  son  degré,  itn{ni  —  i)  ==  tVI.  Plus  généralement, 
c  étant  la  classe  de  (C),  le  degré  de  (F)  est  M  =  2C. 

Remarque  I.  —  Dans  le  cas  particulier  où  (C)  est 
tangente  en  t  points  à  BC,  le  degié  s'abaisse  à  ^(c  —  t). 

Remarque  II.  —  Le  degré  de  la  courbe  (F)  peut  se 
déduire  aussi  de  cette  remarque,  que  d'un  point  du  plan 
on  peut  mener  à  la  courbe  (G)  un  nombre  de  tan- 
gentes égal  à  c  =  m[m  —  i),  en  général.  Par  suite,  la 
coniquequi  correspond  à  ce  pointrenconlrclacourbe(F) 
en  c — ■  m(^m — i)  points  en  dehors  des  sommets  qui 
comptent  pour  3iTi(^m  —  i),  total  en  ^m[m  —  i)  points 
et,  d'après  le  théorème  de  Bezout,  le  degré  de  (F)  sera 

IM  =  I  [  i  m  {ni  —  I ) ]  =  2 m  {m  —  i ). 

yf  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  ABC  corres- 
pond une  droite. 

En  effet,  soit  A  une  tangenteà  cette  conique  (C)(y7^.  2); 

Fig.  2. 


on  sait  que  étant  données  deux  coniques  bitang(;ntes  à 
une  troisième,   les   cordes  des  contacts  et  les  sécantes 
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communes  concourent  en  un  même  point  et  forment 
un  faisceau  harmonique.  Or  ici  les  coniques  (A,  BC), 
(AB,  CA)  étant  bitangentes  à  (C),  les  sécantes  com- 
munes Ce,  BZ»  se  coupent  en  p  situé  sur  la  corde  de 
contacts  y  de  (C)  avec  AC,  AB.  Cette  droite  v  est  donc 
la  transformée  de  (c). 

Cette  droite  est  une  tangente  commune  à  toutes  les 
coniques  (P),  correspondant  aux  diiférents  points  P 
de  (c),  les  points  de  contact  correspondants  étant,  sur 
cette  droite,  les  points  p  obtenus  comme  il  a  été  dit 
plus  haut. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  considère  une  tangente  y 
à  la  courbe  (F)  en  p,  la  conique  (c)  dont  cette  droite 
est  la  transformée  est  inscrite  dans  le  triangle  et  est 
tangente  à  la  courbe  (C)  en  P. 

Des  considérations  précédentes  nous  déduisons  les 
théorèmes  suivants  : 

Thkorémk  I.  —  Dne  courbe  (F)  de  degré  •2in(rn —  i) 
do/it  on  connaît  trois  points  multiples  d'ordre  ui{in —  i) 
est  complètement  déterminée  quand  on  l'assujettit  à 

,  y    7n(in  -h  3) 

être   tange/ife  a  — ^^ — -_ coniques   circonscrites   au 

triangle  ABC  formé  par  les  trois  points  multiples 
donnés. 

nPf,                 i^        T                    .       ,       /»  (  /n  -(-  3  )       . 
suiiira,  en  etiet,  de  construn^e  les points 

correspondants  à  ces  coniques,  qui  déterminent  la 
courbe  (C)  dont  (F)  est  la  transformée.  On  passe  évi- 
demment d'une  conique  (P)  au  point  correspondant  P 
en  prenant  le  pôle  de  BG  par  rapport  à  cette  conique. 

Théorîîme  II.  —  Une  courbe  (F)  f/e  degré  2  m  (ni —  i) 

dont  on  connaît  trois  points  multiples  d 'ordre  m{in —  i  ) 

T  ,           .     ,                j                  j            m  (  //i  -f-  3  )        .    ^ 
est  déterminée  quand  on  en  donne points. 
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/^i  »  ,v      1        /ti  (  /n  -h  3}    ^      .  , 

L  osl  qu  t'n  eJioL  les  dioiles,  cloiiL  ces  points 

sont    ceux    qui    y    correspouJeut,     déterminent    une 
courbe  (G). 

Théckème  111.  —  Etoiil.  donnée  luie  courbe  (F)  de 
degré  ini{ni  —  i)  admettant  trois  points  multiples 
d^ordre  m(^m — i),  on  peut  par  un  point  du  plan 
mener  m  coniques  tangentes  à  cette  courbe  et  circon- 
scrites au  triangle  formé  par  les  trois  points  multi- 
ples. 

C'est  la  transformation  de  cette  propriété  :  qu'une 
droite  quelconque  rencontre  la  courbe  (C)dont  (F)  est 
la  transformée,  en  m  points. 

Théorème  IV.  —  Etant  donnés  une  courbe  (C)  de 
classe  c  et  un  quadrilatère,  le  7iot?ibre  des  coniques 
inscrites  dans  ce  quadrilatère  et  tangentes  à  cette 
courbe  est  c(c  -t-  i). 

Considérons  le  triangle  ABC  formé  par  trois  des 
côtés  du  quadrilatère  et  la  courbe  (C);  en  appliquant 
notre  méthode  de  transformation,  nous  avons  à  démon- 
trer cette  propriété  :  d'un  point  Q  du  plan  on  peut 
mener  à  la  courbe  (F)  c(c  -h  i)  tangentes. 

Le  point  Q  est  le  correspondant  du  quatrième  côté 

du  quadrilatère.  INous   avons   vu  que  le  degré  de  (F) 

était  2c;  comme  elle   admet  trois  points  d'ordre  c  qui 

3f  (c  —  I  )        .  111  I  y-^ 

comptent  pour -_ — —  points  doubles,  sa  classe  L.  est 

par  suite 

r  3c(c i)l 

G=9.C(2C  —  i) —  2 =  c(c  +  r).      C.O-F.D. 

Application  aux  courbes  du  second  degré.  Quarti- 
ques  unicursales  et  coniques. 

En  appliquant  ces  considérations  générales  au  cas  où 
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la  courbe  (C)  est  une  conique,  nous  voyons  qu'à  une 
conique  correspond  une  quartique  admettant  les  trois 
sommets  du  triangle  ABC  comme  points  doubles. 

Les  théorèmes  énoncés  précédemment  donnent  comme 
cas  particuliers  les  suivants  relatifs  aux  quartiques  uni- 
cursales  à  points  doubles  réels. 

1°  L'ne  quartique  dont  on  connaît  trois  points  dou- 
bles est  déterminée  quand  on  L'assujettit  à  être  tan- 
gente à  cinq  coniques  circonscrites  au  tiiangle  formé 
par  les  trois  points  doubles. 

2°  Une  quartique  donf  on  connaît  trois  points  dou- 
bles est  déterminée  quand  on  en  donne  cinq  points. 

3"  Une  quartique  unicursale  à  points  doubles  réels 
étant  donnée,  on  peut,  par  un  point  du  plan,  menet 
deux  coniques  circonscrites  au  triangle  formé  par  les 
points  doubles  et  tangentes  à  cette  quartique. 

Le  dernier  théorème  IV^  donne  lieu  à  une  propriété 
relative  aux  coniques. 

4°  //  existe  six  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère et  tangentes  à  une  conique  donnée. 

Cette  méthode  de  transformation  conduit  à  des  dé- 
monstrations géométriques  simples  des  deux  théorèmes 
connus  : 

Théorème.  —  Les  six  tangentes  aux  trois  points 
doubles  d'une  quartique  unicursale  sont  tangentes  à 
une  même  conique. 

Soit  {fig-  3)  une  conique  (C);  les  tangentes  en  A, 
B,  C  à  la  quartique  unicursale  (F)  transformée  de  (C) 
sont,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  pour  les  points 
B,  C  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  (C)  et  pour  A 
les  deux  droites  A,,   A',    conjuguées  harmoniques    par 
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ra|)poil   à   Alî,   AC   des   deux    tangenU;s    A,    A'   lueuécs 
de  A  à  (C).  Je;  dis  (|ue  ces  six  droites   sont  tangentes  à 
nne    même    coni(jue.    Ceci    résulte   iuimédiatement    du 


Fis.  3. 


théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues.  Les  droites 
AC,  AB;  A,  A'  déterminent  un  faisceau  involutif  dont 
les  rayons  homologues  sont  les  tangentes  menées  de  A 
aux  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatèie  formé  par 
les  tangentes  menées  de  B,  G  à  (C). 

Or  le  rayon  homologue  de  A, ,  conjuguée  harmonique 
de  A  par  rapport  à  AB,  AC,  est  évidemment  A',,  ce  qui 
démonti'e  la  proposition. 

Cette  propriété  montre  que  cinq  des  six  tangentes 
aux  trois  points  douhles  d'une  quartique  étant  données 
la  sixième  en  résulte:  elle  donne  un  moyen  simple  de  la 
construire. 

Théorème.  —  Dans  tonte  quartique;  nd niellant  I rois 
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points  de  rebroussement  les  tangentes  en  ces  points 
sont  concourantes. 

Il  suffit,  pour  démontrer  cette  proposition,  de  consi- 
dérer la  quarlique  (F),  transformée  d'une  conique  (C) 
circonscrite  au  triangle  ABC  formé  par  les  trois  points 
de  rebroussement.  Les  tangentes  de  rebroussement  de 
la  quartique  sont,  en  effet,  les  tangentes  en  B,  C  à  (C) 
qui  se  coupent  en  P  et  la  droite  AP  conjuguée  harmo- 
nique par  rapport  à  AB,  AC  de  la  tangente  en  A  à  (C). 

Propriétés  des  f/uartiques  iinicur sales  déduites  des 
coniques.  —  Notre  méthode  de  transformation  appli- 
quée aux  propriétés  projectiles  des  coniques  nous 
permet  d'énoncer  immédiatement  des  propriétés  rela- 
tives aux  quartiques  unicursales  à  points  doubles  réels. 

Voici  quelques-unes  des  transformations  des  pro- 
priétés les  plus  élémentaires  des  coniques;  pour  sim- 
plifier les  énoncés  de  ces  propriétés  nous  entendrons 
par  quartiques  (F)  les  quartiques  circonscrites  à  un 
triangle  ABC  dont  les  somm.ets  sont  trois  points  doubles. 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  On    considère   quatre  coni- 

fixe  par  rapport  aux  coniques  ques  circonscrites  à  un  tri- 
circonscrites  à  un  quadrilatère  angle  ABC  et  le  réseau  des 
est  une  conique.  quartiques  (F)  tangentes  à  ces 

quatre  coniques.  Si  par  un 
j)oint  donné  on  fait  passer  les 
deux  couples  de  coniques  cir- 
conscrites de  ABC  et  tangentes 
à  ces  quartiques,  pour  chacune 
de  ces  quartiques  il  existe  une 
conique  (S)  circonscrite  au 
triangle  etpassant  par  les  deux 
points  de  contact.  L'enveloppe 
de  ces  coniques  (S)  est  une 
quartique  admettant  A,  B,  G 
comme  points  doubles. 
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Eli  cfl'ct,  aux  quatre  points  conc'spondL'iit  quatre 
coniques;  à  la  droite  A  donnée  coirespond  un  point 
fixeQ;  aux  deux  tangentes  0|,  B,  à  l'une  des  coni- 
ques (Cl)  (circonscrite  au  quadrilatère  donné),  aux 
points  où  la  droite  A  la  rencontre,  correspondent  les 
deux  points  /,,  t'^  de  contact  avec  la  qnârtique  (F,)  du 
réseau  des  deux  coniques  passant  par  Q  et  circonscrites 
à  ABC.  Finalement,  au  pôle  de  A,  par  rapport  à  (C,), 
correspond  la  conique  (S)  circonscrite  au  triangle  et 
passant  par  les  deux  points  î,,  t\. 


L'enveloppe  des  polaires 
d'un  point  fixe,  par  rapport 
aux  coniques  inscrites  dans  un 
quadrilatère,  est  une  conique. 


Les  polaires  d'un  point  fixe 
par  rapport  aux  coniques  cir- 
conscrites à  un  quadrilatère 
passent  par  un  point  fixe. 


Les  pôles   d'une  droite  fixe 
par  rapport  aux  coniques  in- 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  XIV.  (Octobre  iSqd). 


On  considère  les  quarti- 
ques  (F)  circonscrites  à  un 
quadrilatère  fixe  et  une  co- 
nique fixe  circonscrite  à  ABC, 
qui  rencontre  chacune  des 
quartiques  (F)  en  deux  points; 
les  deux  coniques  circonscrites 
à  ABC  et  tangentes  en  ces 
points  aux  quartiques  se  cou- 
pent en  un  quatrième  point 
qui  décrit  une  quartique  ad- 
mettant A,  B,  G  comme  points 
doubles. 

On  considère  cinq  coniques 
fixes  circonscrites  à  ABC  et  le 
réseau  des  quartiques  (F)  tan- 
gentes à  quatre  de  ces  coni- 
ques; chacune  de  ces  quarti- 
ques rencontre  la  cinquième 
conique  en  deux  points;  les 
deux  coniques  tangentes  en 
ces  points  à  la  quartique  et 
circonscrites  au  triangle  se 
coupent  en  un  quatrième  point 
dont  le  lieu  est  une  conique 
circonscrite  à  ABC. 

On  considère  les  quarti- 
ques (F)  qui  sont  circonscrites 
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sentes    dans    un    quadrilatère       à  un  quadrilatère  donné.   On 
décrivent  une  droite.  mène  d'un  point  fixe,  à  cha- 

cune de  ces  quartiques  les 
deux  coniques  circonscrites  à 
ABC  et  qui  lui  sont  tangentes  ; 
les  deux  points  de  contact  et 
les  sommets  A,  B,  G  détermi- 
nent une  conique.  Toutes  les 
coniques  ainsi  obtenues  pas- 
sent par  un  quatrième  point 
fixe. 

Le  théorème  de  Pascal  donne  lien  an  suivant  : 

On  considère  six  points  /?|,  />o,  .  .  . ,  p^  (jnelconqHes 
sur  une  çiiartique  (F)  donnée  et  les  six  coniques  cir- 
conscrites à  ABC  et  tangentes  à  (Y)  aux  six  points 
précédents.  Ces  coniques  sont  (P|),  (Pa)^  ••■•,  (Pe); 
les  trois  coniques  circonscrites  à  ABC  et  passant  par 
les  quatrièmes  points  communs  aux  coniques 

[(Pl),(P2)][(P0,(Pr.)],        [(P2),(P3)][(P5),(P6)], 
[(P3-),(PO][(P6),(Pl)] 

se  coupent  entre  elles  au  même  jwi/it. 

Le  théorème  de  Brianchon  conduit  au  suivant  : 

On  considère  six  points  /;,,  /Jo,  . . .,  p^  (pœlconques 
sur  une  quartique  (T);  les  six  coniques  circonscrites 
à  ABC  et  passant  par  les  points  (^,,  p^)^  {P2i  Ps)-,  •  •  •■, 
(po  ,pi),  que  nous  désignerons  par  (Qt)^  (Q2),  ...,  (Qc), 
sojit  telles   que  les   quatrièmes  points  communs  aux: 

coniques  [(Q,),  (QO],  [(QO.  (QOL  [(Q3),  (Q«)]  -^ont 
sur  une  conique  circonscrite  à  ABC. 

Ces  quelques  exemples  montrent  combien  il  est  facile 
d'efTectuer  la  transformation  des  propriétés  des  coni- 
ques. Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  toutes  les 
propriétés  des  quartiques  unicursales  à   points  doubles 
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réels  donnent  par  polaires  réeiproqucs  des  propriétés 
relatives  aux  cpiartiques  ajaiit  trois  tangent(!s  doubles. 

I.  Les  cordes  des  conlacis  auec  deux  des  côtés  d'un 
triangle  ABC  des  coni(/ues  inscrites  dans  ce  triangle 
et  tangentes  à  une  droite  A  Jixe  passent  par  un  point 
fixe. 

C'est  qu'en  effet  à  l'une  des  coniques  inscrît(îs  dans 
ABC  eùrres|)ondra  la  corde  des  contacts  qui  passera  par 
le  point  correspondant  dans  la  transformation  à  la 
droite  A. 

Si  nous  supposons  que  la  droite  A  soit  la  droite  di' 
l'infini,  le  point  correspondant  est  le  point  A'  d'intersec- 
tion des  parallèles  menées  de  B,  G  h  AB,  AC.  Nons 
arrivons  donc  à  cette  conclusion  :  les  cordes  des  con- 
tacts des  paraboles,  inscrites  dans  ABC,  avec  les  côtés 
AB,  AC,  passent  en  A'.  Les  deux  autres  cordes  des  con- 
tacts passent  par  les  points  B',  C 5  par  suite  : 

Les  paraboles  inscrites  dans  un  triangle  admettent 
toutes  un  triangle  autopolaire  commun  (A',  B',  C)  et 
inversement. 

De  sorte  que  les  fovers  des  paraboles  admettant  un 
triangle  autopolaire  commun  décrivent  le  cercle  des 
neuf  points  de  ce  triangle  et  leurs  directrices  passent 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné. 

II.  Les  cordes  de  contact  avec  deux  des  côtés  d'un 
triangle  des  coniques  inscrites  dans  ce  triangle  et  pas- 
sant par  un  point  P  enveloppent  une  conique  (P). 

Cette  conique  est  évidemment  celle  qui  correspond 
dans  la  transformation  au  point  P. 

III.  On  considère  une  conique  (P)  circonscrite  à  an 
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triangle  ABC,  on  joint  un  point  M  de  la  conique  à  deux 
sommets  B,  C  :  /e  point  M'  de  rencontre  des  droites  BM', 
CM'  conjuguées  harmoniques  de  BM,  CM  par  rapport 
aux  médianes  BZ»,  Ce  et  aux  droites  BA',  CA'  {bjC  étant 
les  milieux  de  AC,  AB,  et  A!  défini  comme  précédem- 
ment) décrit  une  droite. 

Remarquons  que  celte  propriété  met  en  évidence  une 
méthode  de  tiansformatioii  qui  ferait  correspondre  une 
droite  à  une  coniijue  circonscrite  au  triangle. 

Cette  proposition  n'est  que  la  transformée,  par  notre 
méthode,  de  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  triangle,  une  droite  se  meut  en 
restant  parallèle  à  une  direction  donnée,  l' enveloppe 
/  des  transversales  réciproques  de  chacune  de  ces  droites 
par  rapport  au  triangle  est  la  parabole  inscrite  dans 
le  triangle  et  dont  la  direction  des  diamètres  est  la 
direction  donnée. 

Pour  la  démontrer  géométriquement  nous  nous 
appuierons  sur  la  suivante  : 

Etant  données  dans  un  plan  deux  paraboles,  il  existe 
une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  formé  par  leurs 
trois  tangentes  communes  et  dont  les  asymptotes  sont 
les  tangentes  à  ces  paraboles  qui  sont  parallèles  à  leurs 
directions  de  diamètres. 

Considérons,  en  eftet,  un  triangle  ABC,  le  cercle 
circonscrit  et  les  paraboles  (P),  (P')  inscrites  dans  ABC 
de  fovers  F,  F'  diamétralement  opposés.  Les  droites  de 
Simson  de  ces  points  sont  A,  A',  deux  transversales 
réciproques  par  rapport  à  ABC,  puisque  C/a  :=  B^a 
{fig.  4)  (y<^;  f^'  sont  les  projections  de  F,  F'  sur  BC), 
0(7  étant  le  milieu  commun  aux  segments  BC,  fa.^  fa'. 
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Il  existe  donc  une  livperbole  circonscrite  à  ABC  et  dont 
les  asymptotes  sont  A,  A'.  Ces  droites  sont  rectangulaires 

carEAE^  =  FAF'=  ^(ÉAB=FAC',  E'AC'=FAb), 

et  AE,  AE'  donnent  les  directions  des  diamètres  de  (P), 

Fig.  \. 


(P').  A  est  donc  bien  parallèle  à  Ja  direction  des  dia- 
mètres de  (P')  et  A'  parallèle  à  celles  de  (P). 

Une  projection  cylindrique  de  cette  figure  établit  la 
propriété  énoncée  précédemment. 

Mais  les  asymptotes  d'une  conique  sont,  par  rapport  à 
lin  triangle  inscrit,  deux  transversales  réciproques  ; 
donc  à  une  tangente  A  à  une  parabole  (P),  inscrite  dans 
ABC,  correspond  une  seule  parabole  (P')  et,  par  suite, 
une  seule  tangente  A'  parallèle  à  la  direction  des  dia- 
mètres de  (P)  et  qui  se  construira  d'après  la  propriété 
précédente,  en  prenant  la  transversale  réciproque  de  A. 

Inversement,  si  une  droite  A'  se  meut  en  restant 
parallèle  à  une  direction  (ixe,  les  transversales  récipro- 
ques de  ces  droites  seront  tangentes  à  la  parabole  (P) 
inscrite  dans  le  triangle  et  dont  la  direction  des  dia- 
mètres est  la  direction  donnée. 
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Iteinn/(/ue.  —  La  piopriété  que  nous  venons  de  dé- 
montrer conduit,  avec  une  légère  remarque,  à  la  gé/ié- 
j-alisation  d'une  des  (/uestions  proposées  au  Concours 
d'adndssioji  à  l'Ecole  Polytechni(jue  en  1889,  4*^^^ 
s'énonce  ainsi  : 

Etant  données  deux  droites  quelcontiues  A,  A',  on 
considère  les  paraboles  tangentes  à  ces  droites,  dont 
les  foyers  décrivent  deux  droites  d,  0'  parallèles  aux 
précédentes  et  dont  les  directions  des  diamètres  sont 
parallèles  à  A,  A',  les  sommets  des  triangles  circon- 
scrits à  ces  paraboles  sont  sur  l'hyperbole  conjuguée 
de  celle  qui  admet  A,  A'  pour  asyniptotes  et  qui  passe 
par  le  point  d' intersection  des  droites  0,  0'. 

J'énoncerai  entin  comme  exercice  la  généralisation 
d'une  question  égale uient  proposée. 

Les  conditions  précédentes  étant  /emplies  et  la  droite 
qui  joint  les  foyers  des  paraboles  restant  de  plus  pa- 
rallèle à  une  diiection  donnée,  la  somme  algébrique  des 
angles  que  font  les  trois  tangentes  communes  avec  une 
droite  fixe  est  constafite. 


SOLITIOX  DU  PROBLEME  DE  MECAMOIE  PROPOSE 
Al  C0\C01RS  D'AGREGAriO.\  E.\  1894; 

PAU  M.  A.  DE  SAINT-GERMA1\. 


levais  indiquer  pour  quehjues  lecteurs  des  Nouvelles 
Annales,  comme  je  l'ai  fait  depuis  plusieurs  années, 
une  solution  du  proidème  de  .Mécanique  proposé  au 
derniei-  concours  d'Agrégation  des  Sciences  mathéma- 
tiques. J'en  résume  l'énoncé. 
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Une  plaque  très  mince,  homogène  eL  pesante,  ayant 
la  forme  d'un  triangle  équilaléral  A,  Ao  A3,  se  meut  de 
telle  sorte  que  le  sommet  A,  glisse  avec  frottement  sur 
un  plan  lioiizontal  P,  tandis  que  les  sommets  Ao,  A3 
glissent  sans  frotlcment  sur  un  plan  parallèle  Q  et 
qu'une  tige  verticale  00',  fixe  et  jiarfailement  polie,  est 
engagée  dans  une  très  petite  ouverture  pratiquée  au 
centre  de  gravité  G  de  la  plaque^  le  plan  Q  est  mené 
au-dessus  de  P  à  une  distance  telle  que  la  plaque  fasse 
un  angle  de  45"  avec  l'horizon.  Cela  posé,  on  imprime 
à  la  plaque  une  rotation  Wq  autour  de  00'  et  l'on  de- 
mande sou  mouvement  ultérieur  ainsi  que  les  léactions 
verticales  N|,  N2,  N3  exercées  sur  les  points  Ai,  Ao, 
A3.  Montrer  que,  pour  une  certaine  valeur  ix.  de  (Oq,  N, 
est  toujours  nul  5  distinguer  le  cas  où  Wo<^  |-«-  et  le  cas 
de  too^  '■>•'■)  chercher  ce  (jui  arriverait  si  le  sommet  A, 
était  simplement  posé  sur  le  plan  P. 

Les  forces  extérieures  qui  sollicitent  la  plaque  sont  : 
1°  le  poids  nig;  2°  les  léactions  verticales  iS),  No?  N3 
que  je  compte  positivement  dans  le  sens  contraire  de  la 
pesanteur;  3°la  réaction  R  de  la  tige  OO',  réaction  ho- 
rizontale comme  la  force  de  frottement  exercée  sur  le 
sommet  Al.  La  vitesse  de  ce  point  est  parallèle  au  côté 
opposé  du  triangle;  je  la  supposerai  toujours  dirigée 
dans  le  sens  A3A2;  la  force  de  frottement  est  de  sens 
contraire  et  égale  à  y  JN'i  si,  comme  je  le  suppose  d'abord, 
N,  est  positive. 

Quand  le  point  A,  ne  quitte  pas  le  plan  P,  le  centre 
de  gravité  G  est  fixe  5  la  réaction  R  est  équipollente  à 
—  yN,  et  l'on  a 

Nous  définirons  Forientation  de  la  plaque  au  moyen 
des  angles  -i;,  H  et  -j.  d'Euler.  Je  considère  trois  axes  rec- 
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tangulaires  de  directions  constantes  Gx( ,  Gyt ,  G^i ,  ce 
dernier  en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  trois  axes 
liés  invariablement  à  la  plaque,  Gx  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  pente  GA,,  Gy  dans  la  direction  de  A3A2, 
G"  normal  à  la  plaque  et  faisant  avec  G^i  un  angle 
aigu.  L'angle  'l  est  l'angle  x,Gy;  l'angle  B,  égal  à  4^° 
quand  le  point  A|  reste  dans  le  plan  P,  serait  variable 
dans  le  cas  contraire;  es  est,  dans  tous  les  cas,  égala 
270°.  Gj:,  Gj  ,  Gz  sont  axes  principaux  en  G,  les  mo- 
ments d'inertie  correspondants  sont  A,  A,  2A; 

A  =  — -  ma-, 

a  étant  le  côté  du  triangle  A1A2A3.  Les  coordonnées 
des  trois  sommets  dans  le  plan  du  triangle  sont  respecti- 
vement 

a  a  a  a  a 

-pj     o; —5      -; — ) 

v/3  2/3        -^  2/3  -i 

Si  l'on  remarque  enfin  que  les  composantes  d'une  ré- 
action verticale  Nj  suivant  Gx,  Gy,  G  z  sont  —  ^\  sinO, 
o,  IN^cosO,  et  si  l'on  désigne  par  p,  q^  v  les  composantes 
de  la  rotation  instantanée,  on  aura,  pour  déterminer  le 
mouvement  de  la  plaque  autour  du  centre  de  gravité, 
trois  équations  de  la  forme 

A^  +A^r=  ^(N,-N3)cos6, 

"^  2^3 

•  .A*=-/-|N,+  2(N.-N.)si„9. 

Lorsque  H  doit  rester  égal  à  45°,  le  mouvement  élé- 
mentaire de  la  plaque  se  réduira  toujours  à  une  rota- 
tion 'jj   autour  de  00'  ou   de  G:^i;   on    aura    visible- 
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iucnl 

eu  w 

p=-  -p.,  7=0,  '■  =  -/^  ' 

V^  y'i- 

et  les  équations  d'Euler  deviendront,  après  de  légères 

réductions, 

.  rAi)        a    ,,        ^.  ^ 

(3)  Aa>2=-^(N,--N3-2N,), 

(4)  A^=-/--.--(^,-N3). 
Des  équations  (  i  )  et  (3)  je  lire 

de  même,  des  équations  (2)  et  (4), 


v/6  9/6 

A  y/G 
On  est  conduit  à  poser 


dM  _         ^'^/^    TV   _       ^//rn.^a 
^^  ^       3  A  /6     *  ~        9    V  A  v/6 


A  v/6  « 

9 
Les  équations  précédentes  deviennent  . 

(6)  N,==^(,-^: 


l^,....^(..-), 
('-^) 


(8)  __^_.(,..^.^). 
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L'équation  (8)  monli'e  (jue,  si  ojy  était  égal  à  i/,  oj  ne 
pourrait  prendre  une  valeur  difTérente  au  bout  d'un 
temps  fini  quelconque  :  la  plaque  tournerait  uniformé- 
ment autour  de  00';  les  équations  (6)  et  (n)  prouvent 
que  N,  serait  égal  à  zéro,  No  et  INs  à  |  mg. 

Il  faut  se  rappeler  (jue,  si  les  équations  (  i  ),  (2),  (3) 
sont  légitimes  quel  que  soit  le  signe  de  N, ,  l'équation  (4), 
où  entre  la  l'oixe  de  frottement,  ne  le  sera  que  si  N,  est 
positif  :  l'équation  (6),  qui  résulte  de  (1)  et  de  (3), 
montre  ([ue,  pour  cela,  il  faut  et  il  suftit  que  w  soit  <i  p.. 
Il  eu  sera  ainsi  quand  ojq  <!  '^1  '<i  ue  pouvant  que  dimi- 
nuer par  suite  du  frottement  5  donc,  en  supposant 
Wq  <  ;-«-7  li^s  équations  (6),  (7),  (8)  sont  exactes  et  je 
puis  intégrer  la  dernière,  ce  qui  donne 

I  (.u— to)(>  +  cOn) 

CIC  —   lOiT  j 

•2  ;Jl  t  [X  -h  OJ  )  (  [JL  (iio) 

ou,  résolvant  par  rapport  à  o), 

(  q  )  ta  =z  <j.  — ■ 

^^^  '    (  [-n-  wo  ) e-ï^-="  H-  (  ;jt  —  wo  j ei-"-^^' 

La  vitesse  angulaire  diminue  quand  t  augmente, 
ainsi  que  l'indiquait  l'équation  (8)  :  elle  s'annule 
quand  on  a 

u  -f-  n»()  I     ,        !-t  -4-  lOf, 

à  partir  de  cet  instant,  il  est  évident  que  la  plaque  va 
rester  immobile,  w  étant  nulle  :  on  ne  devia  plus 
prendre  l'équation  (9)5  l'équation  (8)  elle-même  ne 
sera  plus  vraie,  juiiscpie  la  force  de  frottement  s'annule, 

et  devia  être  remplacée  par -y-  =  o. 

L'angle  dont  la   plaque  aura   tourné   s'obuendra  en 

remplaçant  to  par-r^dans  1  équation  (())  et  intégrant;  si 


(  1  "  )    ^ 

l'on  suppose  ijuc  '!/  s'amiulc  avec  f,  on  a 


<i/  =  -loi 


pour  ^  =  f  I , 

^        v^l-^-— i^ô 

On  peut  exprimer  co  et  'ii  à  l'aide  de  ioiielioiis  livpcr- 
boliques  :  si  l'on  pose 

—  =  tans  In  n  aa", 

ce  qui  donnera  t  =  f|.   on  trouve 

,  ,  I         I  ,  cos  hyp  aoi-: 

u)  =  ;ji  tang  nyp  [JLa(-: — /),  'i;:=-log 


cos  hyp  ;j.a(T  —  t  ) 


Les  équations  (6)  et  (7  )  donnent,  en  fonction  de  co  et 
par  suite  de  t,  les  valeurs  de  ]N  1 ,  No,  jNs;  la  discussion 
en  est  bien  facile.  Je  remarque  seulement  que,  lorsque  t 

tend  versai,  N|  tend  vers|/w^,  N^eLXs  vers  (  j  ±  -.-  jff^^'i 

quand  la  plaque  sera  devenue  immobile,  N(,  No  et  N3 
seront  évidemment  toutes  égales  à  -^  ttig;  No  et  N3  clian- 
gent  brusquement  de  valeurs  quand  la  plaque  s'ariète, 

aussi  bien,  d'ailleurs,  que  -y-' 

N(  restant  positive  dans  le  cas  considéré,  le  sommet  A, 
appuie  toujours  sur  le  plan  P  et,  quand  même  il  pour- 
rait le  quitter,  il  ne  le  ferait  pas  et  les  résultais  précé- 
dents subsisteraient. 

Supposons  maintenant  Mq^'x  :  l'équation  (6),  tou- 
jours vraie,  prouve  que  N(  sera  négative  tant  que  oj 
sera  !>[J^*,  dans  les  équations  (  4  )  et  (8),  il  faudra 
changer  f  en  — J\  et,  par  suite,  a  en  — y.|,  pour  que 
la   force  de  frottement   fiirure   comm<"    diiiiiée    en   sens 


(    4l2    ) 

contraire  de  la  vitesse  du  point  A, .  Eu  mettant  en  évi- 
dence des  quantités  positives,  on  remplacera  les  équa- 
tions (6),  (7),  (8)  par  les  suivantes  : 

-N,HN.|  =  ^'(^--),      _ 

N2-T- N3= -— -    2 -; — -  }}        rN'j— i>i3= — -17— 


La  dernière  montre  que  (o  diminue  constamment 
jusqu'à  la  valeur  jji,  qu'il  atteint  au  bout  d'un  temps 
infini.  On  en  tire  d'ailleurs,  en  intégrant  comme  dans 
le  premier  cas, 

(too-i-  )x)eV-^t^  (wo—  fi.)e-|J-«' 


a>  =  [JL 


(0J0+  [J.)eH-a«— (wo—  \i.)e-V-'^f' 


I,       (tOoH- tjL)eFa'— (too— [JL)e-!J-=" 
41  =  _  log '— ~ 

Pour  introduire  des  fonctions  hyperboliques,  il  fau- 
dra   représenter   — .   qui   est  ^i,  par  une  cotangente 


hyperbolique 


ou  trouvera 


—   =  col  hyp  [Jiap  ; 
1^ 


,         I  ,       sin  hyp  aa(  ^  -)-  p) 

(0  =  [JLCOt  hypaa(f  +  p),         (ii  =  -  log ^~ ^• 

'  Jii     V  r"  '         a  sin  hyp  [Jiap 

Lorsque  t  augmentera  indéfiniment,  on  voit  que  N, 
tendra  vers  zéro,  No  et  JNs  vers  ^  mg. 

Dans  ce  second  cas,  (Oq^  [x,  nous  avons  trouvé  que 
N,  est  toujours  négative,  c'est-à-dire  que  le  sommet  A) 
tend  à  s'élever  au-dessus  du  plan  P  ;  s'il  est  simplement 
posé  sur  ce  plan,  il  s'en  séparera  et  le  mouvement  de 
la  plaque  sera  bien  diiïérent  de  celui  que  nous  avons 
étudié  ci-dessus.  On  pourrait  le  déterminer  au  moyen 


(4.3) 
du  ihéorèine  clos  forces  vives  et  de  celui  des  aires 5  mais 
pour  plus  d'uuiforniité,  el  afin  de  pouvoir  calculer  les 
réactions  exercées  par  le  plan  Q,  je  suivrai  une  marche 
correspondante  à  celle  qui  précède. 

Les  forces  extérieures  sont  les  réactions  N2,  N3  du 
plan  Q,  la  réaction  R.  de  00'  et  le  poids  ing.  Le  centre 
de  gravité  restant  sur  00',  on  voit  que  R  est  nulle-, 
l'ordonnée  ^  de  ce  centre,  par  rapport  au  plan  fixe  Q, 

rr  si  n  0  , , 

est  —  — -— -  el  I  on  a 

(,o)  N,^N-,-,„„.=,4:?  =  i!!l(o..ine-f  c„.e). 

Le  mouvement  de  la  placjue  autour  de  son  centre  de 
gravité  est  encore  déterminé  par  les  équations  d'Euler 
cjue  nous  avons  écrites  :  il  faut  toutefois  y  faire  N)  =  o  ; 
quant  à  p,  q,  ;•,  on  les  exprime  aisément  en  fonction 
de  6'  et  d/',  soit  par  des  considérations  géométriques 
directes,  soit  à  l'aide  des  formules  de  Cinématique  bien 
connues,  dans  lesquelles  on  fera  es  r=  270° 5  on  trouve 

/>  =  —  4'*'"'^)         */  =  O'i         /•='ycos6. 

Substituant  dans  les  équations  d'Euler  et  l'éduisant, 
on  a 

(11)  _Asine-^'  =  ^(N2-N3)cos6, 

(12)  A^-- A'V^sinOcose  =  -^  (N2+ N3)  cosO, 
(i3)        2A  ('cose^  _J,'e'sinOj  r=  ^(N2— NsjsinO. 


T  1  '  '  4  -l  util. 

Je  remplacerai  maintenant  A  par  sa  valeur  — --  et  g 
par -^— —    (5);    alors,    les  équations   (11)  et   (i3)  nous 


(  4.1  ) 

donneront 

d'V 
(i4  )  (i  -^  cos-6)  —j-  —  a'VO'  sin6  cos6  =  o. 

De  même,  on  tire  des  équalions  (lo)  et  (12), 


(16) 


l  (i  -f-acos^O)  —I- aO'^  sin  0  cosO 


'V-  sinO  00s 0, 
v/2 


1(1  +  -iCos^ejCN,—  N3) 
ma   f   \x-  ,,»    .    „  A       r,     •    A 

=  — —  (  -^  -f-  -y  2  sin  6  ros2  6  ^-  e'2  sin  0  ] . 

L'éfjnation  (i4)  s'intègre  immédiatement  :  l'inlégrale 

(l  -i-  cos-6)  J;'  =  ftoo 

montre  que  'L  vaiie  toujours  dans  Je  même  sens;  elle 
exprime  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement,  pai-  rapport  à  00',  est  constante.  Si,  dans 
l'équation  (16),  on  remplace  -V  par  sa  valeur  et  si  l'on 
multiplie  tous  les  termes  par  o.^' .  on  peut  intégrer,  B' 

s'annulant  pour  sinB  =  -— ;  après  de  simples  transfor- 
malions,  l'intégrale  peut  être  mise  sous  la  forme 

^  ^  '  4([-i-2COS2e)(l-l-COs26j 

t.  peut  s'exprimer  en  fonction  de  8  par  une  quadrature. 
J.e  numérateur  de  la  fraction,  qui  figure  dans  la  valeur 
de  f)'-,  est  positif  poui-  0  égal  à  4J"i  négatif  pour 
0  =  —  4'^"  5  011  en  conclut  aisémenl  que  8  oscille  entre 
45"  et  une  limite   comprise  entre  ^:)°  et  — 4->";  cette 


(  i^-^) 

liinilc  scia  négnliv(>,  cl  la  plaque  pourra  devenir  lioii- 
zonlale,  si  (0;;  est  >  |u.-.  Dans  lous  les  cas,  la  plaque  a 
un  uiouveuicuL  périodi(jue,  veuaiil  tou(  lier  le  plan  P  à 
intervalles  (Ixes. 

Les  valeurs  de  NojN^  se  déleriuineront  en  fonction 
de  Q,  au  moyen  des  é(|uations  (i5)  et  (i;;),  dans  lesquelles 
on  remplacera  'V  et  6'  par  les  valeurs  obtenues,  il  n'y  a 
qu'un  instant;  les  l'ésultats  ont  une  forme  compliquée 
et  leur  discussion  semble  ollVir  [)eu  d'inlérèl. 


SOLl'TIO\'  nu  l»UO»LÈ^IE  M  MÉtAMQlF  UATIOWELLE  ftOWE 
Al  COACOLItS  H'AGUÉGATIOX  DES  SCIENCES  MAHIÉHA 
TIOIES  E.\  I89;>; 

Pau  m.  p.  RIGOLLET, 

Étudiant,  à  \anry. 


O/i  considère  un  corps  solide  S  pesant,  ayant  la  forme 
d' un  cône  droit  dont  le  rajon  de  base  est  R.  Le  centre 
de  erai^ité  de  ce  corps  est  situé  en  un  point  O  de  r axe 
de  révolution  du  cône,  à  une  distance  R  de  la  base. 

L'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  S  relatif  au  centre  de 
gravité  O  est  une  sphère. 

Le  cône  S  est  mobile  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité O,  supposé  fixe,  et  la  circonférence  de  sa  base  est 
tangente  à  un  plan  horizontal  fixe  IT  situé  au-dessous 
du  point  O  à  une  dislance  R  de  ce  poiïit. 

Etudier  la  mouvenœnt  du  corps  S  en  supposant  que 
la  circonférence  de  base  du  cône  glisse  avec  frottement 
sur  le  plan  H. 

Calculer  les  réactions  du  plan  II  et  du  point  fixe  O. 

GojvDiTiONS  INITIALES.  —  Soient  00'  la  perpendi- 
culaire abaissée   du  jyoint    O  su/-  le  plan  IT  et  OCy  la 


(  4iO  ) 

position  initiale  de  la  peipendiculaire  abaissée  du 
point  O  sur  la  base  du  cône;  à  l'époque  t  =  o^  l'axe 
instantané  de  rotation  est  situé  dans  Vangle  Co  OO'^  et 
le  sens  de  la  rotation  initiale  est  choisi  de  telle  sorte 
que  le  corps  S  appuie  sur  le  plan  II. 

Choix  des  axes.  —  i°  Axes  fixes  dans  V espace.  — 
Considérons  {fig.  2)  le  cône  dans  sa  position  initiale, 
le  sommet  S  occupant  la  position  Sq  ;  prenons  pour  axes 
fixes  dans  V espace  trois  axes  rectangulaires  O^,  O/i, 
OX,,  O"^  étant  la  verticale  vers  le  haut,  Oç  passant 
par  la  position  Co  occupée,  à  cet  instant  initiai  £  =  o, 
par  le  point  C,  centre  de  la  base  (B)  du  cône  j  Or\  est 
sur  la  perpendiculaire  au  plan  O  ^^  dans  un  sens  tel, 
qu'au  début  du  mouvement  le  point  C  se  meuve  de  O^ 
vers  Oïl  ;  d'après  les  données  de  l'énoncé,  le  quadrila- 
tère OCqMoO',  Mo  étant  le  point  de  contact  de  la  base 
avec  le  plan  II,  est  un  carré  \  au  début  du  mouvement, 
le  cône  devant  appuyer  sur  H,  le  point  C  décrira 
dansOçTjUn  arc  de  cercle  (y)  dans  le  sens  positif  d'après 
le  choix  de  Or\.  (Ce  choix  de  Or,  n'est  valable  qu'autant 
que  le  point  C  ne  reste  pas  toujours  dans  le  plan  Oç(^,  ce 
qui  n'aurait  lieu  qu'au  cas  où  l'axe  instantané  serait 
dirigé  suivant  OCo  ou  suivant  Orj,  ce  qu'on  ne  suppose 
pas  d'apiès  l'énoncé.) 

Nous  appellerons  O'^'r/*^'  les  axes  menés  par  O'  pa- 
rallèlement aux  précédents. 

2"  Axes  fixes  dans  le  corps.  —  Prenons  pour  axe  Oz 
l'axe  situé  sur  l'axe  de  révolution  dans  le  sens  du  seg- 
ment OC  ;  pour  0.r  nous  prendrons  l'axe  issu  de  O,  qui 
est  vertical  et  dirigé  vers  le  bas  au  début  du  mouvement  5 
Oj"  est  alors  déterminé  par  ce  fait  que  Oxjz  et  O^'/^J^ 
doivent  avoir  même  disposition. 

Nous  appellerons  Qx'y' z'  les  axes  fixes  dans  le  corps 
menés  parallèlement  à  Oxyz  par  le  point  C. 


(  Ui  ) 

Ces  axes  0';'y/>;^'  et  ilx'j' z'  sont  iiitrodiiils  clans  le 
but  de  permettre  plus  facilement  des  calculs  de  compo- 
santes et  de  moments  de  forces. 

Preniiève  remarque  préliminaire.  —  De  t  =  o 
à  t=  (,  où  ce  dernier  /  est  suflisamment  petit,  le  corps 
restera  en  contact  avec  le  plan  II,  puisque  an  début  ce 
cône  appuie  sur  le  plan. 

Soit  S  (Ji)^-  i)  la  position  du  cône  à  un  instant  t  suf- 

l'ig.  I. 

a, 


fisammenl  petit  pour  que  le  contact  ait  encore  lieu  ; 

soit  M  le   point  d'appui  ;   les  axes  Oxj^z^  Cx'y' z'  ont 
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(  4.8  ) 

|)ris  des  posilions  (linV'ieiUes  de  relies  qu'ils  avaienl 
à  i  =  o  ;  à  cet  iiislaiil  t,  la  position  du  cône  est  définie 
par  l'angle  'h  de  Oz  avec  O^,  'i»  étant  compté  dans  çOt] 
et  par  l'aunle  0  de  la  verticale  CIM  dirigée  vers  le  bas 
avec  l'axe  Ox,  cet  angle  0  étant  compté  dans  jr'Oj' ; 
9  est  aussi  ligure  dans  la  section  ciiculaire  (/<)  du  cône 
par  le  plan  Oxy. 

Ces  angles  Q  et  'h  sont  donc  nos  deux  inconnues  prin- 
cipales tant  qu'il  v  a  contact  du  cône  et  du  plan  II, 

Nos  autres  inconnues  sont  lt;s  suivantes  : 

N,  réaction  de  H  sur  le  cône  ; 

f^i  force  de  frottement  de  glissement  en  M  ; 

A),  réaction  du  point  fixe  O  sur  le  cône. 

Seconde   remarque  préliminaire.    —    Au   début  du 

Fis-   2. 


mouvement,  l'axe  instantané  est  supposé  dans   l'angle 


(   1'.9  ) 

Miiis  ici  se  pivsciilo  une  pi-lile  (.lilliculu*  :  cet  axe  peut 
rciicoiilrcr  CqIMo  soit  on  Jq  enlre  Co  cl  ^K,  soit  eu  I| 
aii-tlessous  de;  lAJy  ;  ce  fait  a  ime  grande  iniporlance  au 
point  de  vue  du  sens  de  la  vitesse  du  point  de  eonlaet 
et,  par  suite,  du  sens  d<;  la  ('ore(!  de  fj'ollenienl  au  départ, 
connue  nous  allons  le  faire  voir. 

Supposons  (pie  l'axe  instantané  rencontre  CqIMo  t'U  Iq 
{Jii^-  3);  appelons />/r//i  (/a  labieau  le  [>lan  0;î^,  Or,  étant 
supposé  en  avant  de  ce  [)l;in  ;  le  point  Co  devant  venir 
en  avant  de  ce  plan,  le  sci^nicnt  représcntalil  de  la  lola- 


tion  instantanée  est  O(0o)o  de  sens  contraire  au  seg- 
ment OJo  ;  \e  point  du  cône  cpii  est  en  Mq  a  donc  une 
vitesse  Vj,^  située  en  arrière  du  plan  du  tableau;  par 
suite,  la  force  de  frottement  est  parallèle  à  O'r/  et  d(; 
même  sens.  Dans  ce  cas,  le  corps  appuie  sur  le  plan  ; 
menons  par  Mo  {fig-  3)  le  plan  perpendiculaire  à  OTq  ; 
soit  H  le  pied  de  OIq  sur  ce  plan;  soit  M'^  le  point  (pii 
viendra  au  contact  un  temps  inliniincnt  pcLil  après  Mq  ; 
on  a,  dans  le  cercle  (lî), 


(  420  ) 

d'où,  puisque  IqH  est  perpendiculaire  au  plan  HMoiMu, 

IIM;>II.Mo; 

le  corps  tournant  autour  de  OJo,  les  points  Mo  et  i\J'„ 
tournent  autour  de  H  ;  comme  HM,,  >>  HMo,  c'est  que 
le  corps  appuie  sur  le  plan  FI. 

Supposons  que  l'axe  instantané  rencontre  Cq. Mo  <^'>  1| 
{fig.  4)  !  ^^  segment  représentatif  de  la  rotation  iiistan- 

Fig.  ',. 


tanée  au  départ  est  0(0|)o  de  sens  contraire  au  seg- 
ment Ol,  ;  le  point  du  cane  qui  est  en  Mo  a  une  vi- 
tesse Vj,  parallèle  à  O'r/  et  de  même  sens  ;  la  force  de 
frottement  est  en  sens  contraire;  H  étant  le  pied  deOI| 
sur  le  plan  mené  par  Mo  perpendiculairenient  à  OIi, 
etM'y  étant  le  point  qui  viendra  au  contact  après  Mq,  on  a, 
de  même  que  dans  le  cas  précédent,  l'inégalité 

IIM;>HMo; 

dans  ce  cas  aussi,  le  corps  appuie  sur  le  plan  0. 

Dans  ces  deux  hypothèses  initiales,  le  corps  appuie 
donc  sur  le  plan  fi  ;  cependant,  un  sentiment  physique 
pourrait  faire  dire  avec  peu  de  rigueur  qu'il  appuie  plus 
dans  le  deuxième  cas  que  dans  le  premier. 


(  \'>-^  ) 

Troisii'iiie  rcnKin/iic  prrliniinaiie .  —  Taiil  (|ue  le 
coi'])S  reste  au  cont.uL  avec  le  pian  II,  le  \)o\\\\.^\.(^fig.  i) 
a  uiKî  vitesse  tangente  à  la  base  du  cône;  il  eu  résulte 
que  l'axe  instantané  reneontre  constamment  la  base  du 
cône  (B)  en  un  point  situé  sur  CM;  cet  axe  est  donc 
dans  le  plan  OCMO' ;  le  segment  OQ  mesurant  la  rota- 
tion inslantanée  se  décnmpose  en  deux  autres 

-rr  dh  ,.         d-l> 

OG  = i-  et  UK  =  V 

dt  dt 

La  ligui-e  OCoMoO'  {jig.  .5  et  4)  étant  un  carré,  dans 
le  cas  di'  \a  fii^.  3,  on  a 

et  dans  le  cas  de  ]a  /ig.  4 

ÔG;  >  ÔfTo  ; 

si  OQo  était  située  sur  OMo,  le  point  du  corps  qui  est 
en  Mo  aurait  une  vitesse  nulle;  dans  ce  cas,  ce  point  ne 
se  déplace  pas;  dans  le  cas  de  \ajïg.  3,  la  rotation 
autour  de  l'axe  de  révolution  du  cône  étant  plus  grande 
que  la  rotation  autour  de  O^,  on  s'explique  pourquoi 
Vji^  est  dirigée  derrière  le  plan  du  tableau;  dans  le  cas 
de  la  /ig.  4,  on  voit  de  même  pour(|uoi  V,,^  est  dirigée 
en  avant  du  plan  du  tableau. 

En  jésumé,  nous  avons  à  étudier  deux  cas  (jui  cor- 
respondent aux  conditions  initiales  données  par  les 
/ig.  3  ou  4. 

Nous  allons  étudier  celui  de  la  //g.  4^  nous  connaî- 
trons celui  de  \ajig.  3  en  cbangeant  le  coefficient  de 
frottement  y" en  — /;  car,  dans  les  deux  cas,  les  forces 
de  frottement  de  glissement  sont  de  sens  opposés,  les 
vitesses  ^  j,^  étant  de  sens  opposés. 

Pendant  un  certain  lemps.la  vitesse  du  point  !M  sera 


(    4^2    ) 

diiigée  dans  le  sens  des  arcs  croissanLs  sur  (/;/)  el  la 
force  de  frottement  en  sens  contraire  {fig-  i). 
JNous  allons  calculer 

0,     -^,     N,    /N 

par  plusieurs  procédés. 

Théorème  des  moments  des  quanlitcs  de  mouvement 
par  rapport  à  0^/,v^.  —  Ce  théorème  donne  les  trois 
équations  suivantes  où  n'entrent  ni  le  poids  du  corps, 
ni  la  réaction  du  point  fixe  O,  A.r- -t- A^  - -+-  A:;-^i 
étant  la  sphère  d^inertie, 


(^—  A  ^  cos  '\\  =       R  \  M  II  -l  -  f\  W  cos  •!/, 


d  /      .  df) 

dt 

d 


—  A  0"  cos  4^  -t-  A  0'  sin  W'  =       K\  si  n  6  — /^  R  co*  6, 

—  AO"  sinil—  Ae'cos'|'y=—  R.N  oos'i;  — /NR  %\\vl, 

A4/"=-R/N; 

en  mulliplianl  les  deux  premières  par  cos-j/  etsiu'I^  et 
additionnaul,  puis  par  sin'!>  et  — cos'i^  el  additionnant, 
on  obtient  le  système 

/  A  6"     ^-      /NR, 

(e)  j  Ae'f  =         NR, 

(  A-y    =— /NR. 

Equations    d'Euler.   —  Appliquons    les    équations 
d'Euler  au  système  Oxyz\  on  a 

/>  =  —  6'  cosO, 
q  =  —  -y  sin 6, 
r  =  -  0' 


{  4-:^  ) 

ohlcmiL's  cil  piojclaiil 

OG=-0'.         OK  ^ 'V 
surO.r,  Oj,  Oc, 

—  A  Y  co«  0  -+-  A  -y  si  11  00'  --=       \  R  si  n  0  —  /  \  R  cos  0 , 

—  A'L"  sinO—  A-y  cosOO'  =  — NRcosO— /NR  siiiO. 

—  AO"  =-R/N: 

en  inulli pliant  la  piemière  par  cosfj  et  Ja  deuxième  [)ar 
siiiO,  puis  atlditionnaiit,  eu  multipliant  ensuite  la  pre- 
mière par  -+■  sinO  et  la  deuxième  par  — cos^)  et  addi- 
tionnant, on  a 

-A.y  =  /XR, 

A-yo':^    \R, 
AO"  =  /\R 

qui  sont  les  équations  (  e). 

Equations  de  M.  Resal.  —  Considéi-ons  un  STStème 
d'axes  fixes  0;r,^  et  un  svslème  mobile  0.ri  ~;  les  axes 


de  .M.  Resal  (gyroscope)   sont   les   axes  Ox-^Vi^ii  Ox^ 
étant  la  ligne  des  nœuds  ON  dans  un  sens  déterminé, 

Oyy  la  ligne  ON,  faisant  avec  Oxo  l'angle  -h-  compté 

dans  lesens  défini  par  Oxj;  soient/;j,  r/o,  r^.  les  quantités 
analogues  aux /?.  y,/' d'Euler  et  définissant  si  r,  0j"o  l'j -^ 


(  \H  ) 

le  mouvement  de  ce  trièdre  par  rappout  a  O^yj!^,  de 
même  que,  dans  les  équations  d'Euler,  />,  q^  r  définis- 
sent sur  Oxj'z  le  mouvement  de  ce  trièdre  Oxyz  par 
rapport  kO^rX',  M.  Resa]  a  établi  de  même  qu'on  fait, 
pour  trouver  les  équations  d'Euler,  les  équations  sui- 
vantes dites  équations  de  M.  ResaL  : 

A^-ry,(Ar,-CO  =  L„ 

A^  +«,  (A /-,-€/)=  -M,. 
dt        ^ 

dt 

qui  ne  sont  valables  que  pour  un  corps  de  révolution 
autour  de  Oz;  la  troisième  est  la  troisième  équation 
d'Euler  5  chercbons  ici  nos  axes  de  M.  Resal;  la  ligne 
des  noeuds  (Jig-  i)  est  la  ligne  d'inteisection  de  Oxy 
avec  Oi'A, ;  prenons  pour  O^To  la  direction  qui  fait 
l'angle  <ii  avec  Or,;  Ojo  se  trouve  être  O'CelOzo  est 
confondu  avec  Oz  ;  on  a 

/>2=  O, 
d^b 


72  = 


dt 


'•2  =  o, 
__d^ 

''~       dt' 


on  a  alors 


—  'b'(AO')  =— NR, 

+  Ae"=/NR, 

qui  sont  encore  les  équations  (e). 

Intégration  des  équations  (e).  —  Ces  équations  sont 

,      A6"  =  /NR, 
(e)  j  Ae'tî;'=NR, 


(    iK-^^:>    ) 
la  prciuièrc  cl  la  lioisièiue  donnent  [)ar  atklilion 

o"+-y'=  o, 

d'où 

o'-+-.y=  a, 

cl 

0  -i-  6  =  a/  -f-  a', 

a  et  a'  étant  di;ux  constant<:s;  on  a  ijig-  \)-,  ^  l'inslant 

K-^'Y,=  |OGo|-^|OKJ  =a, 
(|ui  donne  a,  et 
d'où 


o  H-  o  =  a .  o 


on  a  donc 


2=0; 

0"  ^  6"  =  o, 
{)'  -+.  Y  =  a. 
0  -h-l   =7.t; 


I  c(juation 
donne 


fj' +-!/'=:  a 

6'=  a  —  i!/', 

qui,  avec  la  deuxième  équation  (e),  donne 

A'y(a  — (!/')  =  \R: 

divisons ladernière équation  (e)  par  celle-ci  5  nous  avons 
l'équation  didérentielle 

qui  donne  'l  en  fonction  du  temps;  elle  ne  conlienl  ni 
A,  ni  R,  ce  qui  montre  que  le  problème  ne  dépend  ni 
de  la  densité  du  corps,  ni  du  rayon  R,  comme  on  pou- 
vait s'y  attendre  après  une  première  réflexion,  en  re- 
marquant que  le  centre  de  gravité  est  précisément  le 
point  fixe. 


(  42^>  ) 

IiiU'grons  {(l)'-)  on  [x-iiL  l'éciire 

ou,  en  niulLipIiaiiL  les  deux  nuMuhres  pai"  a  cL  sôpai  aul 
le  piLMiiier  en  frailions  simples, 


d'où 


il/  a  —  'h  •' 


Log'}'— Log(x  —  -V) -}-/af  =  ^,         où  ^  est    une   constanle, 

ou 

'h' 

Log— ^^,  =  !3-/a/. 
a  —  7         "^ 

é(|iiali()ii  qui  permet  de  déterminer  |j  ^  on  a 

■*•  ,0 

pour  f=(>-    'lil,    est  positif  d'a[)iès   le    elioix   désaxes^ 
ou  a 

■y    .il'     —    0' 


d'( 


0,',  étant  aussi  ])Osilif,  ear 

og;  =  -o;<o 

{Jig-  4)'t  dans  le  eas  de  ]a  Jig.  /j ,  on  a 


et,  par  suite, 

ou  a  enfin  'V  par 


(I  où 

iff) 
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qui  s'iulrgrc  par  une  qiiadralinr  ;  cci-ivons 


7.c?-f'^i      ,  i    —  face?-fy-t    , 


cl  ou 

{h) 


f 


Lo^{i->r-€'t>-fy-') 


{■"^  CDiisIdiila  (irhitiairc).^^  se  délcriiiiiic  en  laisaiit/  =  o; 


o  =  -  j  L..;4(  ,  ^  e?  )  +  Y  =  -  i  Log  f,  +  1^  )  ^  1 


car 

tl'où 
d'où 


J 


b'n 


■^  =- J  Lo8(i  +  erw:<0-f-  ^.  Los  ^'^^-^, 


qui  peut  eneoie  s'écrire 


^  =  7  Lo 


0' 


jfi-/a< 


i^  yj-e-f-^f 


si,  au  lieu  de  faire  porter  le  calcul  sur  '!;,  on  lavait  fait 
pciiter  sur  (),  eu  remplaçant  •]/'  par  a  —  0'  au  lieu  de 
remplacer  0'  par  a  — •]/',  on  aurait  trouvé 

0  =  -iLo.      ^^-^^"      • 


y ^  .l;,  4-  0;  ^/a/  ' 


(  i^^^  ) 

on  Irouvc  donc  les  deux  Ibriiiulcs 


(0 


ou 

'h[^  el  0|,  étant,  je  \c  répète,  deux  nombres  positifs,  va- 
leurs absolues  des  grandeurs  des  segments  OKo  *'•-  ^^^r„ 
à  l'instant  t  =  o -^  si  l'on  ajoute  membre  à  nienibic  ces 
deux  é(|uations,  on  doit  retrouver 

0  4-  ']^  =  a  /  ; 
on  a,  en  ell'et, 

=  j  Loge/0"' =  -  f%t:^-  a.t. 

Ces  deux  foi'uuiles  montrent  que  quand  l  croît  à  |)ar- 
lir  de  f  =  o,  'i>  et  0  augmentent  ;  dans  •!/  le  bog  est  posi- 
tif, tandis  qu'il  est  négatif  dans  B. 

La  formule  (^)  qui  donne  '\'  et  l'an  ilogue  pour  0',  (}ui 
peuvent  s'écrire 

-L' 


(/O 


0'  = 


e-fa.t^ 


montrent  que  ']/'  et  0'  sont  positifs;  on  voit  que  -V  dé- 
croît avec  t,  tandis  que  B'  croit;  du  reste,  B'-f-  cp' est  égal 
à  une  constante  a;  ainsi  donc,  en  valeur  absolue  {fig-  i), 
OG  croit  et  OK  décroît;  le  point  I  se  rapproclie  donc 
de  M  d'un  mouvement  continu.    Au  moment  où  I  sera 


(  \'>-9  ) 

L'ii  M,  la  vitesse  Av.  M  sera  nulle  et  par  suite  il  n'y  auia 
plus  de  frollcuient^  à  ce  moment,  on  auia 

Uk  =  -ôg, 

ou 

du  reste,  si  l'on  clieiclie  la  vitesse  du  point  du  corps  (|ui 
est  en  M,  on  a 

Vm  =  R'V—  RO'  =  R(.y— 0')  ; 

elle  s'annule  poui- 

comme  on  a 

•y^o'  =  a, 

la  vitesse  de  M  s'annulera  pour 

■V  =  >>'=-; 

,2 

l'instant  T  correspondant  est  donné  par '!/'==  -ouf)'=  -> 
c'est-à-dire,  en  prenant  ']>':=  -j  par 


d'où 
d'où 
d'où 


'               2 

L 

ae?-/«T 

a 

,  _H  e?-/aT 

2 

le^-f'-^'^  ±=  I-)-  e 

.?-/aT^ 

e?-/aT  ^  , 

) 

fJ-/aT  = 

o, 

T=f. 

A  partir  de  ce  moment,  nous   allons  chercher  si  la 
vitesse  du  point  du  corps  qui  est  en  Mp  reste  constam- 


( 

13.) 

) 

niciil 

nul 

le; 

CMl 

c< 

•l  iiislai: 

it,  on 

i  a 

f>^ 

0 

r  = 

I 
~1 

L 

-O'o 

= 

— 

7^ 

og 

L.L 

^r 

I 

"7 

L. 

-1;'    -L 

-o'o 

= 

7 

Log 

f»'„ 

-■% 

"•Vo^?. 

-^O'o 

■^o; 

Auparavant,  reinarcjuons  que  le  [)rohièine  résultant 
des  eontlitions  initiales  données  [)ar  la  Jig.  3  serait 
absolument  le  niènieque  le  préeédeut,  à  celte  différence 
près  que  la  vitesse  du  point  de  eoiilact  serait  en  sens 
contraire  et,  par  suite,  aussi  la  loree  de  (roLtenient  ;  y>\\ 
déduira  donc  les  résultats  ri'latils  à  \a,fi^.  3  de;  ceux  (pie 
nous  venons  de  trouver  pour  la  lif^.  /\.  en  clianyeant  /" 

en  — y  ;  comme  -—  <C  •  dans  ce  nouveau  cas, 

"o 

est  négatif,  et  pour  le  temps  Ton  la  vitesse  du  point  du 
corps  (jui   est  au  contact  devient  riidle,  donné  par 


T  = 


ou  a  encore  au  deuxième  membre  un(î  quantité  positive, 
(•ar  a  =  -L'y  +  f)'„  >  o,  puisqu'on  a  'l'^  ^  o  et  0^  ^  o, 
d'après  le  choix  des  axes. 

Nous  avons  donc  ainsi,  par  un  même  calcul,  traité 
les  deux  cas  des  Jig.  3  et  4  5  dans  ces  deux  cas,  le  point 
de  rencontre  de  l'axe  instantané  avec  la  verticale  MC 
du  point  de  contact  se  rapproche  constamment  de  ce 
point  de  contact. 

Le    cas    intermédiaire    serait    celui    où    l'on     aurait 


•V,,  3=  f)î^  ;  au  début   l'axe  instantané  serait  UÂin',   la  vi- 
tesse du  point  de  conlact  sciait  nulle  :  on  serait,  dès  le 


(  4.'»'  ) 

tli'hul  (lu  rnouM'iiK-iil,  ilaiis  le  cms  (lui  se  piéscnle  à 
l'inslanl  T;  c'esl  un  cas  liniile  des  deux  précéd(;nls  ; 
ainsi  [)ieiu)us,  dans  le  eal(;ul  lait  pour  ces  deux  cas,  la 
\aleur  de   1';  si  '!>!,  =  0,,,  ou  a 

p  =  I^ogi  =  o,         (roii         T  =  o. 

Klui]c  (hi  DiouK'fiucnt  à.  juirlir  (ht  leni ps  T.  —  Il  est 
claii'  (|u"à  partit-  du  t<iu|)s  T  le  ])oiul  du  côiu'  ijui  est  au 
contact  avec  le  plan  II  aura  une  vitesse  nulle  ;  supposons, 
en  efTet,  (pie  celte  vitesse  cesse  d  (jtre  nulle  ;  il  nait 
alors  une  Ibree  de  IVoltenient  (jui,  si  petite  (pi'elle  soit, 
d'après  l'étude  des  cas  relatifs  aux  jig.  3  et  \,  tend  à 
rendre  nulle  la  vitesse  du  point  du  cône  (|ui  est  au  con- 
tact. 

Nous  nous  lrou\ons  donc,  à  partir  du  leinps  T,  en 
face  d'un  nouveau  proljK^nie  dans  K'(juel  la  base  du  cône 
loule  sans  glisser  sur  le  plan  ;  au  dél)ut  de  ce  nouveau 
niouveuient ,  ou  a 

^'  =  0.'.  =  -  =  '■  «  ^  ^'"" . 

Les  équations  de  ce  nouveau  problème  peuvent  S(^ 
diklnire  de  celles  du  précédent  en  faisant  y^=  o,  car  il 
n'y  a  plus  d(;  trotteinent  de  glissement  (le  frottement 
de  roulement  (;sl  négligé);  les  é([uations  (e)  de\iiiinriit 

I  A'VO'  =  NR, 
{m)  '      A'y'  =  o, 


l'où 


avec 


(      A  0'  =  o, 
0  —  OV .  /  -H  Ot         et         •!/  =  •!>',- .  /  ^  'Vr, 


r 


(  4-V.  ) 

rappelons  qu'on  a  Irouvé 

formules  valables  pour  le  cas  (4);  pour  (3)  ou  cliauge 

/en  -/. 

A  partir  de  T  donc,  le  cône  roule  jusqu'à  /  =  :o  d'un 
mouvement  uniforme,  puisque  -V  et  9'  sont  constants; 
ceci  s'explique  par  ce  fait  qu'on  a  négligé  le  frottement 
de  roulement  et  qu'aucune  force  ne  produit  du  travail-, 
pour  /  r=  X,  f)  et  '!/  sont  inlinis. 

Calcul  des  révctiojvs.  —  i"  Réaction  N.  —  Avant 
le  temps  T,  N  est  donnée  par  exemple  par  la  deuxième 
équation  (e)  ;  on  a 

AO''y        A     a.e?-/*'       a.e-?+/'^'    _       a2e-.3+/'>'       A^ 

à  l'instant  T,  elle  a  pour  valeur 

^^T-  (,^,^,    1^        l^^       \        2       y    R       rI   Tj       Ut;    j^ 
A   partir   de   T,  N    est  donnée   par   la   même  formule 

de  T. 


N  =  —^ — >  d'après  les  équations  (m)  ;  on  a  donc,  à  partir 


^  -  R  4"  ~  R  \       '^      ;  ~  R    ^f  ~  R   ^''  ' 

]N'  a  ainsi  plusieurs  expressions. 

2"  Rédction  N, .  —  Appliquons  le  théorème  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  :  ce  centre  O  est  iixe;  on  a 
donc  {/ig-  1)5  avant  1 ,  a,  Z>,  c  étant  les  cosinus  direc- 
teurs de  N), 

]  o  =  /N  sin6  -i-  Ni  cosa, 
I  o  =  — /N  cos'i  -t-  Ni  cosb, 
j  o  =  -î-  N'i  cosc  —  P  -H  N, 


(  Î3:;  ) 

(jiii  dounciil  -N  , ,  II,  h^  c  (!i»  uliiisanl 

cos'-a  -^  cos-b  -T-  cos^c  =  i. 

Après  T,  on  a 

o  =  -\i  cosa , 

o  =  Ni  cos6, 

o  =  N,  cosc—  P  -+-  N', 
d'où 


cette  réaction,  qui  a  une  valeur  constante,  est  dirigée 

verticalement    vers  le  haut  si   P  >>  jN',    vers    le  bas    si 

P  <;  iN',  comme  le  montre   la   troisième  formule  :  elle 
est  nulle  si  P  =:  N'. 


ÉTUDE  GEOMETRIOUE  DTX  COMPLEXE  DU  SECOXD  ORDRE; 

Par  m.  R.  S. 


On  considère  le  complexe  formé  par  les  cordes  d'un 
hyperboloïde  à  une  nappe  vues  du  centre  sous  un  angle 
droit. 

Cônes  du  complexe  qui  sont  de  révolution. 

Courbes  du  complexe  qui  sont  des  paraboles  ou  des 
cercles. 

1^'étude  analytique  ne  présente  pas  de  difiîculiés; 
pour  l'élude  géométrique,  nous  nous  appuierons  sur  les 
deux  propositions  suivantes  : 

Lemme  I.  — •  L'enueloppe  des  cordes  d' une  conique, 

Aiin.  de  Mathémot.,  3'  série,  t.  \IV.  (Octobre  1895.)  3o 
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^1ues  du  centre  sous  un  angle  droit,   est  un  cercle  con- 
centrique. 

Si  la  conique  est  une  hyperbole  équilatère,  l'enve- 
loppe se  réduit  aux  deux  points  I  et  J. 


Lemme  II.  —  L'enveloppe  des  plans  coupant  le  cône 
C  suivant  deux  droites  rectangulaires  est  un  cône  du 
second  degré  o  ayant  mêmes  plans  principaux. 


1.    "'6ÔJNE    DU    COMPLEXE. 

Mode  de  génération.  —  Soit  S  le  sommet  du  cône, 
O  le  centre  de  l'hyperboloïde  H;  si  je  considère  un 
plan  quelconque  par  SO,  la  courbe  du  complexe  dans 
ce  plan  est  le  cercle  O  (Lemuie  I),  et  les  génératrices 
du  cône  S  situées  dans  ce  plan  sont  les  tangentes  me- 
nées de  S  à  ce  cercle.  On  peut  engendrer  tout  le  cône 
en  faisant  tourner  le  plan  autour  de  SO,  la  droite  SO 
ne  fait  pas  partie  du  complexe,  et  les  droites  SA  et  SB 


sont  constamment  symétriques  par  rapport  à  SO  ;  donc  : 
i"  Le  complexe  est  du  second  ordre  ; 
2"  La  droite  SO  est  un  axe  du  cône  du  complexe. 

Plans  cycliques.  —  SO  étant  un  axe,  il  y  a  deux 
plans  cycliques  passant  par  SO.  Soit  P  l'un  d'eux;  il 
faut  que  les   deux   droites   SA  et  SB  correspondantes 


(  435  ) 
soient  isotropes.  S  n'étant  pas  centre  du  cercle  O,  il 
faut  donc  (jue  ce  cercle  se  réduise  aux  deux  points  I 
et  J.  Il  faut  donc  que  la  conique  d'intersection  de  H 
par  P  soit  une  hyperbole  équilatère  (Lemme  1).  Mais 
alors  P  coupe  le  cône  C  suivant  deux  droites  rectangu- 
laires :  il  est  tangent  au  cône  cp  (Lemme  II). 

On  obtient  les  plans  cycliques  passant  par  SO  en 
menant  par  SO  les  plans  tangents  au  cône  ci. 

Cônes  du  complexe  qui  sont  de  iiévolution.  —  Les 
conclusions  relatives  aux  plans  cycliques  sont  alors  de 
deux  natures  difiérentes  : 

i"  SO  n'est  pas  l'axe  de  révolution.  Alors  les  deux 
plans  cycliques  par  SO  sont  confondus,  ce  qui  arrivera 
seulement  quand  SO  sera  une  génératrice  du  cône  o. 

Un  premier  lieu  de  sommets  des  cônes  du  complexe 
qui  sont  de  révolution  est  le  cône  o. 

2°  SO  est  l'axe  de  révolution.  Les  deux  plans  cy- 
cliques Pet  Q,  passant  par  SO,  passent  alors  par  les 
points  I  et  J  du  plan  R  perpendiculaire  à  SO,  et  ils 
sont  tangents  au  cône  <p.  Considérons,  d'autre  part,  le 
point  sphère  ou  cône  isotrope  S 5  pour  avoir  les  plans 
tangents  à  ce  point  sphère  passant  par  SO,  il  faut 
considérer  la  polaire  conjuguée  de  SO  :  c'est  la  droite 
de  l'co  du  plan  R,  intersection  des  plans  polaires  de 
deux  points  de  SO.  Ces  plans  tangents  sont  donc 
définis  par  la  droite  SO  et  par  les  points  I  et  J  du 
plan  R5  ils  coïncident  avec  les  plans  P  et  Q.  Le  plan  P 
est  tangent  au  cône  o  suivant  une  génératrice  G;  il  est 
tangent  au  cône  isotrope  S  suivant  une  génératrice  G'. 
Au  point  d'intersection  de  G  et  G'^  cp  et  S  sont  tangents. 
Donc  le  point  sphère  S  est  bitangent  au  cône  es. 

f//z  second  lieu  de  sommets  des  cônes  du  complexe 
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(lui  sont,  lie  j-éuolu/ion  se  compose  des  Jocales  du 
cône  ce  :  ce  sont  six  droiies  dont  deux  sont  réelli's. 

II.    —  Courbe   ou   co^srpLExr:. 

Nous  avons  vu  antérieurement  que  le  complexe  était 
du  second  ordre.  Donc  la  courbe  du  complexe  est  de 
seconde  classe  :  c'est  une  conique. 

CouHttr^S  DU  COMPLEXE  QUI    SONT    DES  PARABOLES.    —   Cc 

sont  des  couiqu<;s  tangentes  à  la  droite  de  l'oo.  La  droite 
de  Vcc  du  plan  doit  être  vue  du  centre  sous  un  angle 
droit  :  la  conique  d'intersection  doit  être  une  hyperbole 
équilatère  (l.euime  I). 

Les  plans  pour  lesquels  la  courbe  du  complexe  est 
une  parabole  sont  les  plans  tangents  au  cône  o  et  tous 
les  planf  j^arallèles. 

Courbes  du  complexe  qui  sont  des  cercles.  —  Les 
plans  pour  lesquels  la  courbe  du  complexe  est  une  cir- 
conférence sont  d'abord  tous  les  plans  par  Vorit^ine 
(Lemine  I). 

En  second  lieu,  soit  P  un  plan  tel  que  la  courLe  du 
complexe  soit  une  circonférence.  Une  circonférence  est 
une  conique  parles  points  I  et  J,  telle,  par  conséquent, 
que  les  tangentes  issues  d'un  de  ces  points  soient  con- 
fondues. 

Cela  posé,  soit  P  ce  plan,  I  un  des  points  cycliques 
de  ce  plan.  On  obtiendra  les  tangentes  issues  de  I  à  la 
courbe  du  complexe  en  prenant  l'interseiîtion  de  P  avec 
le  cône  du  complexe  de  sommet  I.  Pour  que  la  courbe 
du  complexe  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
plan  P  soit  tangent  aux  deux  cônes  I  et  J.  Les  deux 
cônes  I  et  J,  (|ui  n'ont  ]>as  même  somiu(>t,  ni  même  base 
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cL  ne  suiil  pas  lioiiiuLliclicjUt'S,  adiucLlciiL  un  plan  lan- 
gent coiniiuiu -,  donc  ils  sont  (le  révolution  et  circonscrits 
à  une  même  S[)lière. 

Or  le  lieu  des  somm»'ls  des  cônes  de  révolution  est  le 
cône  C3.  Le  cei-ch;  de  l'co  renconti'e  le  cône  ':>  en  deux 
couples  de  points  ].[,  l'.I'.  Les  deux  cônes  LI  sont  de  ré- 
volution et  imaginaires  conjugués  ;  une  sphère  insciite 
à  1  une  est  évidemment  inscrite  à,rauti"e.  Donc  on  peut 
leur  mener  un  plan  tangent  commun  P  passant  par  la 
droite  des  sommets  IJ . 

Les  plans  tels  i/iie  la  courhe  du  complexe  soit  une 
cil-conférence  sont  dojic  les  plans  cycli(/ues  du  cône  C5 
et  tous  les  plans  parallèles. 


SIR  LE  THEOREME  DE  D'ALEMBERT 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  Ivcée  de  Marseille. 


Depuis  que  la  notion  d'intégrale  définie  fait  })artie 
du  cours  de  Mathématiques  spéciales,  personne,  (jue  je 
sache,  dans  ce  journal,  n'a  songé  à  s'en  servir  pour  ré- 
pondre à  une  question  qui  excite  souvent  la  curiosité 
des  bons  élèves,  sans  qu'il  soit  possible  de  leur  donner, 
en  réponse,  une  de  ces  démonstrations  qui  s'imposent 
à  l'esprit  par  la  simplicité  du  calcul  et  la  clarté  de  la 
méthode.  Cette  question,  qui  m'a  été  posée  dans  la 
classe  préparatoire  aux  Mathématiques  spéciales,  est 
celle-ci  :  «  Pourquoi  toute  équation  algébrique 
a-t-elle  une  racine?  )i  Si  l'on  veut  traiter  la  cjues- 
lion    en    éludianl     la    ^ariali(ln    (|ue    suhil    I  argumenl 
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du  premier  membre  de  l'équalion,  lorsque  la  variable 
imaginaire  dont  il  dépend  décrit  un  contour  fermé,  la 
difficulté  consiste  à  faire  voir  que  cette  variation  est 
toujours  la  même  lorsque  ce  contour  se  déforme  d'une 
manière  continue,  sans  jamais  passer  par  un  point 
représentant  une  racine  de  l'équation  donnée.  C'est  sur- 
tout cette  difficulté  que  je  veux  résoudre  à  ma  manière, 
renvoyant  le  lecteur,  pour  la  fin  de  la  démonstration,  à 
y  Algèbre  de  Briot,  annotée  par  M.  Lacour  (voir  à  la 
fin  du  Volume  ). 

SohJ'(z)  un  polynôme  entier,  à  coefficients  réels  ou 
imaginaires.  Remplaçons -y  2  par.T-rj}  y/ — i  ,  et  met- 
tons le  polynôme  sous  la  forme  X-+-Yy/ — -i,  X  et  Y 
représentant  deux  polynômes  entiers  en  x  et  j)  ,  à  coef- 
ficients réels.  Supposons  que  la  variable  z  décrive  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine  et  ])our  rayon  a,  de 
telle  sorte  qu'à  chaque  position  du  point  mobile  repré- 
senté par  cette  variable  réponde  un  arc  f,  ayant,  avec 
X  etj',  les  relations  x  =  acost^y  =  a  s\nt.  L'argument 
du  polynôme  dépend  de  a  et  de  t,  mais  lorsque  la  va- 
riable z  aura  décrit  la  circonférence  en  entier,  le  sinus 
et  le  cosinus  de  cet  argument,  savoir 

Y  X 

et 


v/X2  +  Y2  ^\.-^-^Y^ 

auront  repris  leurs  valeurs  initiales,  et  l'argument 
n'aura  pu  varier  que  d'un  multiple  de  2 t.  Je  considère 
un  autre  cercle  de  rayon  a  -+-  A«,  compris,  comme  le 
premier,  dans  une  couronne  circulaire  ayant  pour 
centre  l'origine  et  ne  comprenant  aucun  point  racine 
de  l'équation  f(^z)  =  o.  Je  dis  que  la  variation  de 
l'argument  de  ce  polynôme,  relative  à  ce  nouveau 
cercle,  ne  diffère  pas  de  la  variation  lelative  au  pre- 
mier.   En    effet,    soit   (<)(a,  t)  l'arc  dont   le  cosinus  et 
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X 

le  sinus  sont  égaux,  pouj-  chaque  valeur  de  f,  à 


v/X2  +  Y2 
et  à    ,         ^rr  •  La  variation  considérée  le  Ion"  du  pre- 


niier  cerile  i-sl  égale  a 

^  d(<i  (a.  t\ 


X 


dt 


dt, 


et  le  long  du  deuxième  cercle,  <à 


X 


-  dt. 


dt 
Entre  ces  deux  variations,  la  diflférence  est  égale  à 

r'~  V  dwi  n  -^  \,a.  t)         dM(a.t)']     , 

et  si  sa  valeur  numérique  est  inférieure  àa?:,  elle  est 
rigoureusement  nulle.  Mais,  à  chaque  valeur  de  f ,  ré- 
pond une  longueur  «',  comprise  entre  «  et  «  +  Aa,   et 

telle  que  la  fonction  sous  le  signe  /  peut  être  remplacée 

par 

à'^ (x>(a',  t) 

la    r ; • 

àf  (Ja 

En  effet,  to  étant  un  des  arcs  dont  la  tangente  est  —, 
on  trouve 

dijy  _  xy;— Yx; 

dt   ~     X2-i-Y2     ■ 

En  vertu  de  nos  hypothèses,  c'est  là  une  fonction 
de  a  qui  ne  cesse  pas  d'être  finie  lorsque  ce  paramètre 
varie  entre  les  rayons  des  deux  cercles  considérés;  et  il 
en  est  de  même  de  sa  dérivée  par  rapport  à  «,  savoir 

,    ,  '^V      àtda  ôtdal  \      da  Oa J  ^       '  '' 

(  5  )      ^^ 1 ^ 1 

'  (X2-+-Y2)2 
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En  outre,   rexpression  (2)  montre   que,  dans   toute 

retendue  de  la  couronne,  la  fonction   - — -  reste    infé- 

oaôt 

rieure  à  un  nombre  constant  INI,  et  par  conséquent  l'in- 
tégrale (i)  est  numériquonent  inférieure  à 

\a  X  M  X  2-. 

Si  donc    la  est  inférieur  ou  ésral   à  —  '   le   théorème 

est  démontré.  Dans  le  cas  contraire,  traçons /?  cercles, 
par  exem^^le,   concentriques   aux    premiers,  et  dont  les 

1-2  />  I 

rayons  soient  a  -i-  —,  r/.  4-  vr?  •  •  •  '  «  -h  ^r  avec  la  con- 
•'  M  M  IM 

dition  Art  —  m  =  m' 

Soient  Vq  et  V  les  valeurs  de  l'intégrale  (i)  relatives 
aux  deux  cercles  donnés,  V,,  V2,  V3,  . .  .,  Wp  les  va- 
leurs relatives  aux  cercles  intermédiaires.  De  l'identité 

V_Vo  =  (V-V/.)+(V;,-\V,)+...  +  (Vi-Vo) 

on  déduit  V  —  V^  =  o,  puisque  chacune  des  diilerences 
écrites  au  second  membre  est  nulle.  Le  théorème  est 
donc  démontré. 

Il  reste  à  faire  voir  que  la  variation,  relative  à  un 
cercle  ayant  pour  centre  l'origine,  est  nulle,  si  le  rayon 
de  ce  cercle  est  plus  petit  que  le  module  de  toute  racine 
de  l'équation  J  (z)  =:  o.  Or,  si  l'on  fait  x  ^=  o  eiy  =  o, 
l'un  au  moins  des  polynômes  X,  Y,  par  exemple  X, 
prend  une  valeur  A  dilîérente  de  zéro.  Soit 

X  =  A  -+-  ax  -^  by  -r-  ex-  -+-  dxy  -^  cy^  -}-..., 

et  soient  aussi  K  le  nombre  des  termes  ax,  by,  cx-^  ..., 
M  un  nombre  supérieur  au  module  de  tout  coefficient 
a^  b^c^  ....  On  peut  trouver  un  nombre  a,  tel  que,  si 
les  valeurs  numériques  de  x  et  de  j^  ne  dépassent  pas  a, 
chacun  des  termes  variables  du  second  membre  del'éga- 
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lilc  pit'cédeiilc  ne  dépasse  pas  Ala   (uuiiK'iiqueinenL), 

.  ,,  ^  I  A  I  ,  .  , 

et,  SI  1  on  suppose  a  <<-b-rïi  on  est  assure  que  si  la  va- 
riable z  déerit  un  cercle  ayant  l'origine  pour  centre  et 
dont  le  rayon  est  égal  ou  inférieur  à  a,  le  polynôme  X 
ne  s'annule  jamais.  Dès  lors,  l'argument  du  polynôme 
f{z)  ne  peut  varier  qu'entre  deux  multiples  consécutifs 

impairs  de-)   puisque  son   cosinus   ne   change  pas   de 

signe  ;  donc  sa  variation  totale,  étant  moindre  que  t:,  est 
rigoureusement  nulle. 

Si  le  polynôme  X  était  nul  à  l'origine,  on  ferait  appel 
au  polynôme  \  et  l'on  montrerait  que  l'argument  du 
polynôme  varie  entre  deux  multiples  consécutifs  de  r.. 

Enfin,  si  le  rayon  du  cercle  donné  est  supérieur  à  a, 
on  lui  appliquera  le  théorème  précédent,  en  le  renfer- 
mant dans  une  couronne  limitée  d'une  part  par  le  cercle 
de  rayon  a,  et  d'autre  part,  par  un  autre  cercle  de  ravon 
supérieur  au  rayon  du  cercle  donné,  mais  inférieur  au 
module    de  toute  racine  de  l'équationy^l'z)  =  o. 

Pour  conclure,  nous  démontrerons  qu'il  est  possible 
de  trouver  une  longueur  R.  assez  grande  pour  que,  la 
variable  z  décrivant  un  cercle  de  rayon  R  ayant  l'origine 
pour  centre,  l'argument  du  polynôme  varie  d'une  quan- 
tité différente  de  zéro,  de  telle  sorte  que  ce  ceicle  ren- 
ferme au  moins  un  point  racine  de  l'équation  obtenue 
en  égalant  ce  polvnome  à  zéro. 

Soit 

f{z)  =  «o-f-  «I-  +  «1---^. .  .-1-  a,nz.' 


-m 


le  polynôme  donné.  Posant  z  =  —  ?  nous  trouvons 

/7„  -'"'  -i-  n  .  -' in  —  \  _i_  _;_  n 

fl,\  tffl  -.        —  et  1  ^ —  ,  .  .-^  u,„ 

J  y"  /  ^''" 

et,  si  la  variable  z  décrit  un  cercle  ayant  l'origine  pour 
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centre  et  R.  pour  rayon,  z'  décrira,  en  sens  inverse,  un 
cercle  ayant  l'origine  pour  centre   et  pour  rayon  -j^  • 

Mais,  si  tfr-  est   inférieur  au  module  de  toute  racine  de 
K 

l'équation 

«o-='"'-i-  ais''"-'-f-.  .  .  +  a,n  =  o, 

la  variation  de  l'argument  du  quotient  écrit  ci-dessus 
se  réduira  à  la  variation,  changée  de  signe,  de  l'argu- 
ment du  diviseur,  savoir  iTn~, 

Il  est  inutile  de  montrer  ici  comment  l'expression  de 
cette  variation  dénote  la  présence  de  m  racines,  puisque 
la  démonstration  en  a  été  donnée  par  les  auteurs  cités 
au  début  de  cet  Article. 


SUR  HIV  PROBLÈME  DE  GEOMETRIE; 

Par  m.  Romuald  BLAZEIEVSKI. 


Les  inconnues  Ji^  — ï=r-^  satisfont  à  l'équation 

,3_  _  ,.+  __„ L  s  -  —  (kD^—  ^J.'-  1)  =  o. 

Rappelons-nous  l'équation 


hB  —  5 


y- 


g        fy(y  — ') 


Cette  équation  peut  être  représentée  sous   une  autre 
forme  à  l'aide  des  relations 


Dy/^  ^  D3  ^l. 


g  =  t^'       r-^  =  c{A- 


H  /        •        ^  \  D2 
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nous  avons 

C(/-r)-^-.V^              [D'^+G(AD^-i)|^ 
(2)     hD-5=-^^-^_^_^^-- j^^ 

Les  yi  ont  une  expression  algébrique 

«,=    ^-^,  •••• 

Ainsi,    si   l'on   désigne    A=z<,«2";îi    B  =  S/<|«o/3, 
G  =  I,Ui(.2t3,  B'=  titot-^^  on  a 

8  As3— 4  Bs'-+-  2Gs  —  D'=  o, 

Appelons 

U  =  ^/?ii  (mj  —  in-i)  /a, 


En  effet,   les  termes  tels  que  y/'a^,  V'^^-I^T  disparais- 
sent dans  A,  13,  G,  D'.  Prenons  par  exemple  G,  nous  avons 

de  //|  1-2  Ij  le  terme  —  v^^^ya,  mais  /i^oZi.j  donne  ce 
même  terme \/p''{^  avec  le  signe  opposé;  cher- 
chons le  facteur  qui  multiplie  y/a,  dans  «1/2^.1;  on  a 
M,  (y/[j  4-  y/y)  y/'a;  le  seul  terme  dépendant  de  y/a,  dans 

r,u.,t,;  on  trouve  /  Y^  +  ^^  V' â  -,  enfin  t,(^^^)  y^. 


dans  /,  IjU-i.  Ainsi 


i'i{\/?-\-V'd-^  fi 
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v/-,'   ,    v/?       v/?  +  v/-i 


v/ô 


OU     bien     faisant     la     niulti[)l!('alion      et     substituant 
///,  (D  —  a),  ///o  (D  —  f^\  '":i  (1^  —  <^)  aux  symboles  a,  |v,  v 


G  =  2  c  —  ih  -\- 


/Hi 


G={rn2—  f7i:i  ) — 


m 

-  m 

m 

I 

9. 

-) 

s/^. 

1    /m,       ni  A 


D  — 


/n=>  —  m 


sl'j.  —  j  1  nii  (  /»2—  ws)  \/a. 


1 ./; 


Une  grande  simplicité  dans  les  formules  apparaît   si 
l'on  pose  /D'  =  (A  D-  —  i)  .r  ;  on  a 

_         (/D  — /oD^         _         (7D  -  /c)D-* 
"  4(7>-D2— ij  — 8/D^  ~  4(  AD2— i)(i  — 237)' 
îC(7.D2— n  ^  /D  — /.- 
ï>  ~   1  —  -2^  ' 

8G(AD^— 1  — ZD^)  _  2(70  — /Qd  —  . 7-) 
l5^  "  ~      D(i  — 2.r) 

Les  équations  (i)  et  (2)  deviennent 

(i')      s 


D 


^  / E)  —  A     _  2(/D  — A-)(i  — r) 

1  —  2J"  D(l  —  2J") 

£  D2r/D  — A)        2  4  Ci  — 237) 

4 


(2')      AD       ',  _        ^      ^r(i  — :r)  rr        a7(/D-/OD2 

D'après  (3)  nous  avons 


(3') 


(W-DV; 


(DU-i-V), 


,7D  — A-)(W— DV)        r/D  ~/.)W— 2I' 


/  (  1 2  3") 

2('/D   —  /t)  (I  .7-  ) 


/!>  M  —   2^  ) 


(W-  DV  )  = 


(    14:-i    ) 
Séparant  l;i  solulion  /D  —  A"=:oqui  exige  des  valeurs 
spéciales  pour  les  données  du  problènu^,  nous  aurons 

/  Da  —  r)V-+-9.W=o, 

(',')  I  {!D  ~  k)  D\— 7./'(/l)  — /.)  \V—  ■x{\  —  -xx)\j  —  o, 
(  ( 3  —  4 i-)  DV  =  2  ( I  —  .r  )  \V. 

Mais  les  rapports  égaux  donnent 

DV       _      W       _    DV— .iW  _        Dm 

•x\v  —  X )        3  —  '\x        •xi'ù  X  —  2 )        2  (  3  j;-  —  2  ) 

Ainsi,  comme  K;s  équations  (4)  sont  liomogènes,  on 
leur  satisfera,  substituant  aux  U,  V,  W  les  valeurs  pro- 
portionnelles 


,  3  — 4.r  —  2fi  — a-)]  ^, 

ï  —  1  X =  4  (  3  37  —  2  ) 


D2(/D  — /. 

ou  bien 

(5)  D2(  /D  —  /■  )(i  —  2:r)—  2  (  3a;  —  2  )  =  o, 

par  la  transformation  à  l'aide  de  /D''  =  (ÂD- —  i)-^' 
(i  —  2^)[(AD2  —  j)j^  —  AD-] —  2(3rr  —  2)=  o, 

(X  \){l  X  l)AD-  =  2  3"-  — 

(6)  AD^^     .23-2_-.^_^4 


I) 


(x  —  \){ix I)  ' 


(  (/D-  A-)(i-2.r)    ^^'    Cr'^\   =2A-(3.r-2), 
(5')      j  ^  \x  —  \){-i.x—x)  '' 

\  { IVi  —  k){-ïx''-—  - X  -\-  [>,)=  ikii  —  Zx)\ 
enfin,  séparant  le  terme  en  D, 

(7)  (23-2—  7.r-+-4)/D  =  437(3  —  437)A-. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'élimination  de 
l'inconnue  D.  Evidemment,  les  équations  contenant  A" 
et  /  ne  satisfont  pas  à  la  question  générale,  car  A",  /  peu- 
vent varier  séparément  de  //.  L'équation  finale  sera,  au 
plus,  du  degré  six  en  x. 
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Eliminant   AD-  et  D  au  moyeu  de    (6'),   ij)-,   uous 
aurons 

hk 


(8)  ;   ^(•^^^-7^-^4) 

*  :tx  —  1  %         Il  -iT  —  I 


2^(1  .T){2X  —  t  )  X  X('i  "^X) 

En  elFet,  un  calcul  un  peu  laborieux,  mais  facile,  donne 
cette  formule.  En  chassant  les  dénominateurs,  on  a  suc- 
cessivement 


l  {ix'^ —  7^7  -I-  4  ) 

_  C 3.r — 2)  2(2 — Zx)  —(2^5  r)  2 (  I  — X) (2 X—  I )  (2 — 3 .r )+2-  { 1  — .r) (2 x—  i  )-^ 
■xx{\  —  x){i  —  x){-ix  —  i)(2  —  3.rj 

l'équation  sera  au  plus  du  degré  six. 

Ainsi,  en  adjoignant  les  solutions  singulières,  résul- 
tant des  équations  (6)  et  (7), 

/2(2r2—  7T-V-  4)3=  A-3a72(4.r  —  3)-  (37  —  l)(2.r  —  I) 

et  la  solution 

/D  — /:=(), 

nous  avons  la  certitude  que,  procédant  d'une  manière 
ordinaire  à  la  recherche  de  l'équation  en  D,  nous  aurions 
une  équation  du  douzième  degré. 
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DEMOXSTRAT[0\  ALGÉBRIQUE  D'UN  TnÉOREME  RELATIF 
A  L'IXTERSECTIOX  DE  DEUX  COURBES; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


Si  lui  incme  point  est  d'ordre  p  dans  une  combe 
d'ordre  ni  et  d'ordre  q  dans  une  autre  courbe 
d'ordre  n,  ces  deux  courbes  se  coupent  au  plus  en 
(mil  —  pq)  autres  points. 

Prenons  ce  point  pour  origine.  Les  équations  des 
deux  courbes  sont 

^m(^,y)  -!-  ?/«-i(^,JK)  ^.  .  .H-  Op{T,y)  =  O, 

Posons 

y  =  f^- 

A  chaque  solution  (x^y)  correspond  une  solution 
(x,  /.),  et  à  chaque  solution  (x,  t)  correspond  une  solu- 
tion (x,j'). 

Eludions  donc  les  solutions  (x,  t),  qui  sojit  données 
par  les  équations 

37  "'  o  ,„  (  1 ,  0  +  -ï""  -  '  ?  "<- 1  (  I .  '  )  ^  •  .  •  ^  ^ /"-?  /'  (  '  ,  0  =  o , 

.r«  iin  (i,  /)  -^a"'-l  -bn-i  (i,  f  ) -^ .  .  . -(-  .Tl<l^{l,  t)  =  o. 

Supprimons  les  solutions  composées  d'un  x  nul  et 
d'un  t  arbitraire,  qui  donneraient  un  7    nul  et  par  suite 


(  14.S  ) 

l'origine.  Les  équations  deviennent 

x'"-J'o,n{i,  t)  -t-.r'«-P-iç>„,_i(i,  t)-\-..  .-f-  tp,,(i,  t)  =  o, 
x'^-n  0/„  (i,  t)-^x"-i-^  'i„_i  (i,  O  -f. .  .-t-  6^(1,  ^)  =  o. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  compter  les  solutions  de  ce  système. 
Pour   cela   nous    allons   éliuiiuer   x   et    prouver  que 
l'écjualion  en  t  est  au  plus  de  degré  ma  — pq . 
Représentons  les  équations  comme  il  suit  : 

«0  x"'-P  -+-  a  1 37'"-/'-'  -h ...  -H  a,-  x'"^-/'-'  -+-.  .  .-t-  a,n-p  =  o, 
b^x'^-i  ■+-  bi  x'^-i-'   H-  .  .  .-r-  hjX'^-'1~J  -^.  .  .-+-  hn-(,  =  o. 

Le  résultant  est  de  la  forme 

avec  la  condition 

X i  -H  lxj-\~-ik^-  p /  =  (m  —  p)in  —  <7 ), 

ai  est  un  polynôme  en  t  qui  est  au  plus  de  degré  /"  —  i 
.et  a'-  est  au  plus  de  degré  A(m  —  /).  De  même  b).  est  au 
plus  de  degré  v(/î  —  A). 

Donc  le  résultant  est  un  polynôme  en  t  de  degré  au 
plus  égal  à 

Km  —  i)  -I-  \j.{in  — y  )  -{-  v{n  —  A)  -+-  p(n  —  l), 

c'est-à-dire  à 

/?i (  À  -!-  [ji)  -H  n ( V  -i-  p  )  —  (m  —  p)(  n  —  q); 

mais  on  a  aussi,  par  les  propriétés  du  lésultant, 

A  -{-  IxS  n  —  q, 
V  -t-  p  ^  m  — p. 

Donc  le  degré  du  résultant  est  au  plus 

m  (n  —  q  )  -T-  n(m  — p  )  —  (ni  —  p  )(n  —  q), 
c'est-à-dire 

/////  —  pr/. 
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FORMULES  DE  LA  STATIOIE  IKIIIV  CORPS  SOLIDE, 
m  AXES  ORLIQllES; 

Pau    r\I.    Ktiiînnk  POMEY, 

Anrion  (Mèvo  de  l'KroIe  Polvterliiiic[iif. 


Je  me  propose,  dans  cette  Note  d'établir  les  princi- 
pales formules  de  la  statique»  d'un  corps  solide  inva- 
riable, par  rapport  à  des  axes  Ox,  Oy,  Oz  faisant  entre 
eux  les  angles  yOz  =  )>,  z  Ojc  =  'jl,  xOy  =  v. 

I.    —   MOMEWÏ     d'uJV     VF.CTEUR. 

Je  me  propose  de  calculer  les  composantes  A,  B,  G 
suivant  les  axes  du  moment  G  d'un  vecteur  AF  par  rap- 
port à  l'origine,  les  coordonnées  du  point  A  étant  ^,y,  z, 
les  composantes  de  A  F  suivant  les  axes  étant  X,  Y,  Z. 

Première  méthode.  —  Soient  A,,  B, ,  C|  les  projec- 
tions orthogonales  de  G  sur  les  axes.  Puisque  G  est  la 
somme  géométrique  de  A,  B,  (],  en  projetant  ortliogona- 
lement  sur  les  axes,  on  a 

(       A       -+- Bcosv  4- Ccos;jL  =  Ai, 

(i)  '  Acosv  -+-       B      -i- GcosX  =Bi, 

(  Acos.u  +  BcosX  -f-       C       =C,. 

Or,  A,,  B,.  C(  sont  les  moments  de  AF  par  rapport  aux 
axes.  Je  vais  calculer  Ci,  en  considérant  le  trièdre  des 
coordonnées  comme  direct,  et  en  regardant  C|  comme 
positif  ou  négatif,  selon  que  le  trièdre  O.  AF^  est  direct 

Ann.  de  Mathéinat.,:)'  série,  l.  XIV.  (\<ivcnil>re  iSijo.)        c>l 
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ou  inverse.  Cela  étant,  on  sait  que,  si  l'on  prend  surOz 
un  segment  positif  OP  égal  à  l'unité,  la  valeur  algé- 
brique de  C,  est  le  sextuple  du  volume  du  tétraèdre 
O.  AFP,  ce  volume  étant  lui-même  regardé  comme  po- 
sitif ou  négatif,  selon  que  le  trièdre  O.  AFP  est  direct 
ou  inverse. 

Or,enappelant\  le  volume  d'un  tétraèdreMiMoMsMt, 
considéré  comme  positif  ou  négatif  selon  que  le  trièdre 
M,.  M2M3M4  est  direct  ou  inverse,  Xi^yi,  z-i  les  coor- 
données du  sommet  M,,  co  le  sinus   du  trièdre  Oxj^z, 

on  a 

I 


v  = 


a-I 

.Vl 

Xi 

.r-2 

^3 

J'3 

^i 

.ri 

v/c 


Eu     appliquant    celle  formule    au    téUaèdic    OAFP, 

on  a 

o  001 

X  y  z         \ 

a*  -(-  X  j'  -+-  Y     ::  -f-  Z      i 

o  «  Il 


C,= 


v/o 


(*) 


Cl  =  {x\  —y\)  /oj. 


Posons,  conformément  à  l'usage, 
(5)     L  =  rZ  — -Y,         U  =z\  —  x'L,         M=:r\  —  kX. 

On  en  déduit 
(4 )  Al  =  L  /w.         B,  =  M  v/w,         Cl  =  N  v/ôl. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1)  et  résolvant 
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celles-ci  par  lapport  à  A,  B,  C,  on  a  nualcment 
L     cosv     cos'ji 


A  = 


I         co«  A 


(5) 


!    G  = 


\/m 

1 

L      cos  |ji 

cosv 

M     cos  X 

co?  ;JL 

N         I 

v/^ 

I 

cosv      L 

cosv 

I        M 

cos  a 

cos),      \ 

v/ô 


Rtmarque.  —  Ayant  A,  B,  C,  il  est  facile  d'obtenir  G 
et  ses  angles  a,  ^3,  v  avec  les  axes.  Eu  effet,  en  niulti- 
p]  iant  géométriquement  G  par  la  relation  G  =  A  +  B4-  C, 
on  a 


(6)  G2^  AG-4-BG^GG  =  AA,-+-BBi^-GCi. 

En  éliminant  A,  B,  C  entre  les  équations (i)  et  l'équa- 
tion (6)  et  tenant  compte  des  équations  (4)r  on  a 
)  cosv      co? a     L 

cosv  I        cosX     M 

cos  a     cosX         I         j\ 
L  M  N        o 


<7) 


G-^  = 


On  peut  observer  que  cette  valeur  de  (j-  peut  s'écrire 

(8)  G-^  = /L-T-mM  H- /tN, 

en  appelant/, 7«, /lies  numérateurs  des  valeurs  de  A,B,C. 
Enfin  on  a  a,  ^,  y  par  les  formules 

(G  cos  a  =        A       -f-  B  cos  v  -i-  G  cos  [jl, 
,  ;, ,  .  Gcosp  =  Acosv  -t-       B       -f-GcosX, 

G  ('OS  Y  =  A  cos  a  -T-  B  cos  À  -+-  C. 
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Deuxième  méthode.  —  Pour  obtenir  C| ,  on  peut 
prendre  le  trièdre  Ox^  y\Z,  supplémentaire  du  trièdre 
Oxyz,  et  projeter  parallèlement  à  Oz  sur  le  plan  Oj^iJKi 
le  double  du  triangleOAF,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
le  double  du  triangle  O af  obtenu  en  projetant  OAF 
sur  le  plan  xOj'  parallèlement  à  Oz.  Or,  les  points  a 
et  y"  ayant  pour  coordonnées  x,y    et  x-hH,  y  +  Y, 

on  a 

•2  surf.  Oaf  =  {xY  — j^X)  sin  v 

et  par  suite 

Cl  =  (xY  — j'X)  sinv  cos  (O^,  O^i). 

Mais  on  sait  que   les  angles  o,y,d/  d'une  direction 
avec  les  axes  satisfont  à  l'équation 


I 

cosv 

COS  a 

coso 

COS  V 

I 

cosX 

COS  y 

COS  fi. 

COS  À 

I 

COSt]; 

COS  o 

COS  y 

COS 'il 

I 

En  appliquant  cette  formule  à  la  direction  Q«j,  jîour 
lanuelle  on  a  'i  =  7  =  — ,  on  a 


qu< 


Z 


I 

cosv 

COS  a 

0 

cosv 

I 

COS  X 

0 

COS  [X 

COS  X 

I 

COS  (  0^,0.^1  ) 

0 

0 

cos(0-,0;;,) 

l 

d'où 

sin 

/  COS(03,  0.^1) 

=  ±V^w, 

et,  pa 

r  suite 

5 

Or,  si  l'on  suj)pose  AF  parallèle  à  Oy  dans  le  sens 
positif,  A  étant  sur  Ox,  y  est  nul,  x  m  y  sont  positifs, 
etC,  est  positif.  Il  faut  donc  prendre  au  second  membre 
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le  signe  -{-.  On  retombe  ainsi  sur  la  formule  (-i)  et  par 
suite  sur  tous  les  résultats  de  la  première  méthode. 

Troisième  nnkhode.  —  Sur  la  demi-droite  Ox^,  per- 
pendiculaire au  planyOz  du  même  côté  que  Ox  pre- 
nons un  vecteur  OH  égal  à  H  et  multiplions  géométri- 
quement par  H  la  relation 

G  =  Â  -T-  B  -I-  G, 
on  obtient 

G.  H  =  (Â  -H  B  ^  G  )  H  =  Â  H  =  A  H  cos  (  Ox,  Oj:,  ), 

puisque  H  est  perpendiculaire  à  B  et  C.  Or,  on  a 

(lo)  GH  =  GHcos(G,  H),         G  =  2surfOAF, 

ou,  puisque  OG  est  perpendiculaire  à  OAF  et  que  par 
suite,  Hcos  (G,  H)  est  la  hauteur  li  du  tétraèdie  ayant 
pour  base  OAF  et  pour  sommet  H, 

G  H  =  2  surf.  O  A  F.  /i  =  6  vol.  O  A  F  H, 

d'où,  en  appelant  a,  b,  c  les  coordonnées  de  H, 


(II) 


GH  = 


-X    y^\     z-r-Z 

abc 


^0.= 


X    y     z 
X     Y     Z 

abc 


yu) 


Or,  la  relation  «  -f-  Z»  +  c  =  H  donne,  par  projection 
orthogonale  sur  les  trois  axes, 

[  a  ^  b  co?v  -f-  c  co.s;x  =  H  cos(Oj:,  0.ri), 
(12)  .  a  cosv -f- 6 -f- c  cosX  =  o, 

f  acosijL-i- 6  cosX -4- c  =  o. 


En  éliminant  «,  ^,  c,  (t.  H  entre  les  relations  (lo), 
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(il),  (12)  ou  oblienl  la  première  des  formules  (5).  Ou 
retrouve  doue  eucore  les  résultats  obtenus  ci-dessus. 

Quatrième  méthode.  —  Le  vecteur  OG,  moment  du 
vecteur  AF,  est  perpendiculaire  à  OA  et  AF;  il  a  pour 
longueur  le  double  de  la  surface  du  triangle  OAF,  enfin 
le  trièdre  O.AFG  est  direct.  Les  trois  premières  con- 
ditions s'expriment  par 

G.ÔÂ  =  o,         G.ÂF  =  o,         G  =  OA.AFsin(OA,  AF), 
la  dernière  pouvant  èlre  remplacée  par 

g' ="01   .ÂF'-(âI.ÂF>. 
Or  on  a  les  équations  géométriques 
G  =  Â-^B-^C,         'ÔX  =  x -^y -\-~z,         ÂF  =  X  +  Y  +  Z. 

Les  trois  équations  précédentes  deviennent  donc 

/        (ÂT-B  +  G)(:^-+-7-f-^)  =  o, 
^^3^  )        (Â  +  B  +  C)(X-Y-4-Z)=o, 

I  G2  =  (Â-+-B  +  G)'(X  +  Y  +  Z)' 
(  _p  +  3;^-5)(X-^Y  +  z)]^ 

Pour  abréger  les  écritures,  je  pose 

(    u  =x  -i- j)'  cosv  -f-  :;  cos  [ji.,       U  =  X  -h  Y  cosv  -i-  Z  co?  ;jl, 

(i4)     >    i»  =.r  cosv -!-_/ -+- ^  cosX,        \^  =  X  COSV-r- Y  +  Z  COSÀ, 

f  w  =  x  QO'>\x -\- y  co^\  ^  z,     W  =  X  cosijH- Y  cosX -i-Z. 

Alors,  en  observant  que  l'on  a 

(^+7-h7)(X  + Y +  Z) 

=  Ur  +  \>  -T-  W^  =  «X  -f-  r Y  +  n  X, 

les  équations  (i3)  peuvent  s'écrire 

/  A  a  4-  B  i'  -i-  G  w  =  o,         AU  -4-  BV  -^  G\V  =  o, 

(i5)  G2=(«:f +  ('j'^.y;;)(UX  +  VY^\VZ) 

(  _  (  U  .?•  -^  \y  M-  ^^'  -  .1  (  «  Z  -+-  4'  Y  +  «r  Z  ). 
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En  posant,  conformément  à  des  uolations  déjii   em- 
ployées dans  la  première  méthode, 

(i6)        l  =  iW  —  iv\,         m  =  iv\J  —  aV\',        n  =  u\'  —  vU, 
(ly)       L  =  jkZ— jY,  M  =  zZ—xZ,         N  =  j7Y— jkX, 

les  équations  (i5)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

A        B        G 
(i8)  -  =  -=-, 

^  f         ni        II 

(19)  G2= /L  + mM  H- nN. 

Or,  si  l'on  pose  encore 

(T(a-,  y,  z)  =  x^-hY'  -+-  z^  -\-  lyz  cosX  4-  izx  cos[i.  -i-  ixy  cosv 
et  £  =  ±  I,  on  déduit  des  équations  (18) 


,      ,  A         B         G  ^   /a(A,  B,G) 

(•20)  —  =  —  =  —  =  £4/  -—- 

l         m        II  \     a(/,  m,  n) 

Mais  on  a 

(21)  a(A,  B,  C)  =  (Â-^  B +  G)'=:  Gî 

et 

a(/,  m,  11)^  l{  l  -\-  ni  cosv  -f-  n  cos;ji) 

-H  m  (  /  cos  V  -4-  ni  -!-  «  cos  X  ) 
-{-  n(  i  cos  iji  H-  m  cosX  -t-  «), 

ou,  d'après  les  formules  (16), 

a(/,  m,  «) 

/-t- m  cosv -1- Ai  cos  (j.     /  cosv  H- /?i -H  Ai  cosX     /  COSIJ.-1- m  cosX -}- /i 

Il  V  (V 

U  V  w 

ou  encore,  d'après  les  formules  (14)7 

a(  /,  ni,  II) 

Z +/ncosv-f-/i  cos[i.  /  cosv  4- m -h  n  cos  X  /  cos  ijH- m  cosX  +  n 

a; -+-JK  cosv  H-/i  cosjjt,  :?  cosv +^ -i- s  cosX  a^  cos[jl -1-^' cosX -1- 2 

X  -+-  Y  cosv  -\-  Z  cos  ;jt.  X  cosv  ~\  -\-  Z  cos  X  X  ros  ;jl  +  Y  cos  X  -f-  Z 


•(  456  ) 


c'est-à-dirë 

a(/,  m,  /i)  = 


/ 

ni 

n 

X 

y 

.-o 

X 

X 

Y 

Z 

I  cosv      cos  [a 

cosv  r         cosX 

COS  [i,      cosX  I 


OU  enfin,  d'après  les  formules  (17)  et  (19), 
22)  a(/,  ni,  /i)=  G'^iù. 

Alors,   d'après  (21)  et  ( v.2),  les   relations  (20)   de- 
viennent 


(23) 


/ 


v/ô 


B 


m 


G  = 


\/œ 


Enfin,  le  trièdre  O.  AFG  devant  être  direct,  le  déter- 
minant des  coordonnées  des  points  A,  F,  G  doit  être 
positif.  Or  ce  déterminant  est 


A  G 


X      SG2 


ou,  d'après  les  équations  (aS)  et  ((9),  -^  • 

On  a  donc  s  =-j-  i,  et  finalement  les  formules  (a'i) 
se  réduisent  aux  formules  (5),  comme  dans  les  méthodes 
précédentes. 

Cinquième  méthode.  —  En  appelant  (a,  [i^  y)  5 
(a',  ^',  y'),  (a",  |S",  y")  les  cosinus  directeurs  de  Ox,  OjK, 
Oz  relativement  à  trois  axes  rectangulaires  Ox',  Oj', 
O  z'  de  même  origine,  les  formules  pour  passer  du  système 
Ox'j'z'  au  système  Oxyz  sont 


(24) 


X  =  y.  x'  -\-  oi  y  -^  y.  z  , 

y=  ^x'-h  p'y+  'fz', 
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avec  les  coudilioiis 

(2i) 


(26) 


j  a'2+  3'2  +  y'2  =  i, 

(  a"2-f-  p+ y"2=  I, 

[  a'a" -+- ^'3"-4- 7'-;"=  cosX, 

J  a" a  -1-  ^"  p  -1-  y"  Y  =  cos  [i, 

[  aa'-i-  p^' -1-   yy'  =  cosv. 


D'après  les  foniiule  (24),  les  composantes  A',  B',  C 
de  G  suivant  Ox',  Oj',  Oz'  sont  liées  à  A,  B,  C  par  les 
formules 

A'=aA^a'B-^a"G, 

B'=  3A-<-  'fi'B^  3"C, 
C'  =  y^-^^7'B-(-y"C. 
On  en  lire 


(27) 


Ax 


a      a      a 

3     ?'     P" 

Y     y'     y" 


A' 

a' 

a" 

B' 

?' 

,3" 

C 

1 

i 

Or,  d'après  les  formules  (aS)  et  (26),  on  voit  qu'on  a 


(28) 


a      a       a 


?'  ?" 


Y 


I  cosv  cos  ;jL 
cosv  I  cosX 
cos, a     cosX         I 


D'autre  part,  dans  le  système  rectangulaire  Ox'y' z', 
on  a 

\'  =  yz'—z'\',     B'  =  z'\'—x'Z',     c'  =  T'\"—yx'. 

11  en  résulte,  d'après  les  formules  (24)  appliquées  à  x', 

y,z\X\Y',Z',x,j,z,X,Y,Z, 


A'  = 


Y  ^  -^  Y>  -^  y"  -      Y  -"^  -^  y'  y  -^  y"  Z 
B'  =  . . . .         C  =  . . . 


(  458  ) 


ou 


(  A'  =  (p'Y"-Y'8")L-+-(T?"-?-r)M+(pY'-ï?')N, 
(29)         B'  =  (Y'a"-  a' y";  h^{'xf  —  Ya")  M  +(Ya'  —  aY')  N, 


G'=(a'p"— iâ'a")L-|-(pa''— ap")M+(a;3'— pa')N. 

Donc,  eu  vertu  de  (28)  et  {•2g),  la  formule  (217),  or- 
dounée  par  rapport  à  L,  M,  N  devient,  en  posant  s  =  ±1 , 

A£v/^=L[(;3'Y"-Y'?")^  +  (7'^"-a'Y")-  +  (=''?"-P'='")'] 

+  ^I  [l  ?'  Y-  V'  ji"  )  (73-  Py"  )  +  (  y'  ^"-  =''  Y"  )  (  «Y"-  Y^"  ) 
+  (a'.3"— P'a")(pa''— a^"] 

_HN[(^'Y"-Y'r)(PY'-Yt^')  +  (Y'*"-«'Y")(='Y"-Y='") 
+  (a'p"-p'a")(«p'-pa')]. 

Le  coef  (icient  de  L  est  sin- A.  Le  coefficient  de  M  peut 
s  eci'ire 

(a'a'+  p'p"+  y'y")  (^"^  +  rP  +  y"y) 
-(aa'+pp'-f-YY')(°'"'+r-+-Y"'), 

c'est-à-dire,  d'après  les  équations  (aS)  et  (26), 

cosX  COSJX  —  cosv. 

Le  coefficient  de  N  est  de  même 

cosv  COSX  COS  [i.. 

On  en  conclut  finalement,  après  avoir  déteiminé  c 
par  un  cas  particulier, 

A  yto  =  l,         B  \/lo  =  /??,         G  y/w  =  n, 

comme  précédemment. 

IL    —   Réduction   di:s  forces. 

On  sait  qu'un  système  quelcon(|ue  de  forces  Fj  appli- 
quées en  des  points  Mi  d'un  corps  solide  peut  toujours 
être  remplacé  par  une  résultante  de  translation  R  ap- 
pliquée en  un  point  arbitraire  O  du  solide  et  par  un 
couple  G.  Nous  prenons  le  point  O  pour  origine  des 
axes  Ojc,  Oj,  Oz,  dont  les  angles  sont  )>,  [Jl,  v;  nous 


(  159  ) 
supposons  Ai/  donné  pai-  ses  coordonnées  Xi,  j'i,  zi  el  F/ 
donnée  par  ses  composantes  X/,  Y/,  Z/  suivant  les  axes. 

Jiésulf aille  (la  traiislalion.  —  Soient  X,  Y,  Z  ses 
composantes  suivant  les  axes.  On  sait  qu'on  a 

R  =  f;+f7-h...4-f;+.... 

11  en  résulte,  en  projetant  sur  chaque  axe  parallèle- 
ment au  plan  des  deux  autres,  les  relations 
(  3o .)  X  =  Z  X,-,         Y  =  ^  Y/,         Z  =  S  Z/. 

Axe  G  (lu  couple  résultant.  ~  Soient  A,  B,  C  ses 
composantes  suivant  les  axes.  Si  l'on  appelle  G/  l'axe 
du  couple  résultant  du  transport  de  F/  en  O,  on  sait 
qu'on  a 

G  =  0^+0;+...+ g;  H-.... 

D'autre  part,  on  sait  (|ue  l'axe  (r/  est  le  moment  de  F/ 
par  rapport  à  O  ;  donc,  en  appelant  A/,  B/,  C;  ses  compo- 
santes suivant  les  axes,  et  projetant  la  relation  précé- 
dente sur  chaque  axe  parallèlement  au  plan  des  deux 
autres,  on  a 
(3i)  A  =  i:A/,         B  =  }iB/,         C  =  SG/. 

Je  pose 

Lj  =  YiZi—  Zi Yi,         M,-  =:  Zi\i—  XiZi, 

Li        COSV        COS[Jl 

/j  =     M;        I         cosX 
N/     cos \         I 


N,=  ^,Y,-j^/X,; 


I 

u 

COSIJI 

cosv 

M,- 

cosX 

cos  [X 

N/ 

I 

I 

cosv  L/ 

cosv 

I 

M, 

cos;ji 

cos 

X  N/ 

vL,=  L. 


(  46o  ) 
Alors,  d'après  les  formules  (5)  appliquées  aux  forces 
F/,  les  formules  (3i)  deviennent 


(32) 


(    By/Ô 
G /à 


L  cosv  cosX 
M  I  cosÀ 
N     cosX        I 

I  L       COS  [JL 

cosv  M     cosX 

COS  [Ji  N         I 

I  cosv      L 
cosv         I         M 

cosa  COS  À      N 


Conditions  d'équilibre.  — On  sait  que  les  conditions 
d'équilibre  sont  Rz=o,  G  ^  o.  Ces  conditions  exigent 
qu'on  ait 


X  =  o,      y  =  o,      z  =  o, 


A  =  o,         B  =  o, 


Les  trois  premières  s'écrivent,  en  fonction  des  don- 
nées, 

SX,=  o,         ZY,=  o,         ZZ/=o. 

Les  trois  dernières  qui,   d'après  les  formules  (32), 

s'écrivent 

L      COSV      cos;jt. 

M        I        cosX      =  o, 
N     COSÀ        I 
I         L     COS  ijL 

COSV        ISI       COS  À        =  O, 

COS  iji  N  I 

I  cosv  L 

cosv         I  M     =  o, 

cosa  cosX  N 


sont  des  équations  linéaires  et  homogènes  en  L,  M,  N 


(  1^^"'  ) 

dont  le  délerininant  étant  l'adjoint  de  w  est  dilïércnt  de 
zéro,  comme  égal  à  co-.  Ces  équalions  se  réduisent  donc  à 

L  =  o,        M  =  o,        N  =  o. 

Conditions  de  réduclibilité  à  un  couple.  —  On  sait 
qu'il  faut  et  il  suffit  que  R  soit  nul,  G  ne  l'étant  pas,  ce 
qui  donne  les  conditions 

X  =  o,         Y  =  o,         Z  =  o,         IJ-4-M2-+- N2>o. 

Conditions  de  réduclibilité  à  une  force  unique.  — 
On  sait  qu'il  faut  et  il  suffit  que  R  soit  différent  de  zéro 
et  que  G  soit  pei'pendiculaire  à  E.  Ces  conditions  re- 
viennent à 

(33)  X-2^-Y2+Z2>o       et       RG  =  o. 

Or,  les  équations  géométriques 

ÏÏ  =  X-t-Y^Z.         G  =  Â4-B  +  G 
donnent 

R  G  =  (X  +  B  ^- G)X -H  (Â  ^  B  +  G)  Y  +  (Â -- B -H  G)Z 

=  (A  -!-  B  COSV  -r-  C  COS;X)X  H- (  A  COSV  -1-  B  -t-  G  cosX)Y 

-T-(  A  cos;jt  -H  B  cosÀ  -h  C)Z 
ou,  d'api'ès  les  formules  (Sa), 

RG  =  -^(LwX  -}-  M  w  Y  -^  NtoZ)  =  (  LX  -h  MY  -+-  \Z)  v^. 

La  condition  RG  =  o  revient  donc  à 

(34)  LX -4- MY  M- NZ  =  o. 

Enfin,  eu  supposant  remplies  les  conditious  précé- 
dentes  (33)    et    (34),    il    reste    à  déterminer    la    force 


(  4ti2  ) 
unique  F  équivaleule  au  sysLènic.  En  appelant  .r,  r,  z 
les  coordonnées  de  son  point  d'application,  X',  1',  Z' 
ses  composantes  suivant  les  axes.  A',  B',  G'  les  compo- 
santes de  l'axe  du  couple  résultant  du  transport  de  cette 
force  à  l'origine,  on  a 

X'  =  X,         Y'  =  Y,         Z'  =  Z, 
A'=A,         B'=B,         C'=C. 

Ce  sont  les  équations  d'équilibre  du  système  donné 
et  de  la  force  égale  et  directement  opposée  à  F.  Donc, 
en  posant 

L'  =  jZ'— ^'Y',         ."\r=  ^X— .rZ',         N'=.rY'— j^X', 

les  équations  précédentes  se  réduisent,  d'après  le  para- 
graphe relatif  aux  conditions  d'équilibre,  aux  suivantes  : 


X  =  X, 

Y  =  Y, 

Z  =Z, 

L'=  L, 

i\r=  M, 

X'=  X. 

Les   trois   premières  donnent  les  composantes  de  la 

force  F  suivant  les  axes.  En  portant  les  valeurs  de  ces 

composantes  dans  les  trois  dei'nières  équations,  celles-ci 

deviennent 

yZ-z\  =L, 

z.\—.tZ  =  I\I, 

rV-jX=:X. 

Elles  sont  compatibles  en  x,  y^  z^  à  cause  de  la  rela- 
tion (34)  qui  est  supposée  satisfaite,  et  elles  donnent  le 
point  d'application  de  F,  ou,  mieux  encore,  elles 
peuvent  être  regardées  comme  repiésentant  la  droite 
suivant  laquelle  agit  F. 


(  46:^. .) 

SIR  LES  PODAIRES  SLCCESSIVES  DT^E  COIRBE  ('); 

Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Les  formules  démon Irées  à  l'Article  précité  permet- 
tent de  résoudre  très  simplement  la  cjuestion  suivante, 
qu'il  ne  serait  pas  aisé  de  trouver  directement  : 

Aire  de  la  podaive  de  la  seconde  déi'eloj)pée  de  la 
fjiK-me  podaire  d'une  courbe.  —  En  conservant  les  no- 
tations de  l'Article  précédent,  soit  toujours 

l'équation  de  la  courbe  fondamentale. 

Si  Y  est  le  centre  de  courbure  relatif  à  M,  on  a 
My  =  Ro.  Menons  par  y  une  parallèle  à  la  tangente  MP, 
et  abaissons  sur  cette  parallèle  une  perpendiculaire 
issue  de  O  qui  la  rencontre  en  I.  La  droite  ly  étant  nor- 
male à  la  développée  de  la  courbe  fondamentale,  il  est 
bien  évident  que  le  point  I  appartient  à  la  podaire  de  la 
seconde  développée  de  cette  courbe  relativement  à  O. 

Soient  donc  p  et  (o  les  cooidonnées  polaires  du 
point  I.  On  a 

3 


,.'■1  )2 


01   =    0  =    Hy—  /i   = 

/•--(-  2/-  ■-' —  rr 

et 

36o°— (0  =  180°— Oi: 

d'où,  en  dilféren liant  par  rapport  à  0, 


(')  Note  romplénienlaiie  à  l'article  de  même  litre  paru  en  mars 
1895,  p.  89. 
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La  (lift'érenlielle  d^  de  l'aire  de  la  courbe  en  question 


est  de 


dz 

I 

diù 

I 

r/0, 

dO 

2 

?" 

rfê 

— 

•2 

?" 

dii 

Or,  on  a  trouvé 


^Oi  /  -  -T-  2/'- /■/'" 


(I) 


Par  conséquent, 

dl.        1  (  /■"*  -+-  /-s  /•"  )2 


(r/6         2  (/-'^ -)-/•'-;- (/---r- 2 /-'^ — /■/■") 


Cette  fonction  sera  intégrable  lorsque  /•  sera  une  fonc- 
tion rationnelle,  soit  de  8,  soit  des  lignes  trigononié- 
triques  de  0.  Il  en  sera  ainsi  lorsque  la  courbe  fonda- 
mentale sera  une  courbe  unicursale. 

La  formule  (i)  sera  plus  facnle  à  calculer  en  l'écri- 
vant sous  la  forme 


car  on  a 


^.  ["-'•■')-'■'(■- :'5^)] 


h'^^) 


,,        r             dY        r"-—ri-" 
tangV  =    -,  -777  =  —. rr- 

Soit  maintenant  I,  le  point  analogue  à  I,  situé  sur 
la  podaire  de  la  seconde  développée  de  la  première  po- 
daire.  Si  pi   et  co,  sont  les  cooidonnées  de  I,,  on  a 

pi    =    Ri—  '"2, 

36o° —  o),  =  180° —  O2, 

et  de  même  pour  le  point  J,„  de  coordonnées  o„i  et  oj,„, 
situé  sur  la  podaire  de  la    seconde    développée   de    la 

pin  ^^  ri/«         f'in+i  i 
36o"—  M/i,  =  180° —  0„,4.i. 


(  16^  ) 

D'après    les   relations   (5),  (G)   el  (ii)   de   l'Article 
précité,  et  remarquant  que 

on   a,   pour  la  difTéientielle  de  Taire  de  cette  courbe 

d:^m   _    i      ,    d()„,+i   _    I    ,  p  -  2  d^m^i 

ITT  ~  ;  i"'"  "^76"  "  -i  '*^'«-  '■'«+>  )-  -j^' 
c'est-à-dire,  toutes  réductions  faites, 


(3) 


d%  2  (/-î-f- /•'2)'«+2   [f-^^  r'-^'^{m-+-i)(r'^— rr" )] 


Pour  m  ^  o,  on  retombe  bien  sur  la  formule  (i). 
D'ailleurs,  cette  formule  est  tout  à  fait  générale,  car 
en  changeant  jii  en  — m,  on  a  : 

u^ire  de  la  podaire  de  la  seconde  développée  de  la 
jjiième  anti-podaive . 

dZ-,,,  _   i   (/-î-^ /•'2)w-2    ^r'^-{-i-^r"— mr'-2(r'^-— rr")y- 
d^      ~~  -2  1-^'"  [  r^  -!-  /-'î  —  (  ,n  —  i)(r'^—  rr"  )]  ' 

.VPPL1CATI0>S. 

I.   La  courbe  fondamentale  est  la  cardioïde  :  le  point  O 
est  au  point  de  rebroussement  de  la  cardioïde. 
L'équation  polaire  de  la  cardioïde  étant 

/•  =  a(i  -^  COS0  ), 
on  trouve 

r-  -I-  /-  2  =  '2  rt-  (  I  -i-  COS  0  ),  — ;—  =    -  • 

/■-  —  r  •  ■}. 

On  a  alors 

al  =  -—  COS-  '  {  i  —  o  COS-  -  I 
3  ■?.  \  2  / 
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(466  ) 
ou,  en  posant  9  =  2.i,  on  a,  pour  l'aire  totale  2, 

J       \  1  1  \ 

E  = -^4^  (  4  /    cos^o  c/o  —  17.  /     cos^«pc?ç -1-9  /     cos^'-^doj. 

-*         \    ^0  *^0  "^0  ' 


Oi 


/     cos- 

•-  0 

O^'J   = 

r 

/     cos* 

'■2  do  = 

3- 
i6 

1      cos^ 

«^0 

o  do  = 

3ï 

V    

5-a2 

Donc 
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II.   La  courbe  fondamentale  est  Tellipse  :  le  point  O 
est  en  son  centre. 

L'équation  polaire  de  l'ellipse  est 

Or  en  déduit 

/•  («2«in2f)  -H  62  cos^O) 

/-'  c2  sin6  cosO 

a262(a4  sin2e-^  6*cos29 


r2-i-/-'2  a*  ?in2  6 -f- 6*  cos2  6 

r'2—  ri-"  _  a^b"- 

r2-^  /•'2  a*  sin-0  -^  6*  cos-'O 


Par  conséquent 

dY.        («2  sin^e  —  62cos2  6) 


«^0 

X 


r    aisin2e -H  6*  cos2e  «2^2  -12 

1  (  «2  «jn'ib  -i-  62  cos26;-'        a*  sin26  -h  6'»  cos-  6  J 


(  1<'7  ) 
En  tenaiil  compte  de  l'identité 

a-  sin20-+-  b^  cos^O  =  (a^-f-  62)  («2  sin^O  -+■  b"^  qo^'^^)  —  a"- b"-, 

on  obtient,  pour  l'aire  totale  I], 

2  /,    a- sin-f3 -T- o^  cos^O 

7T 
—  2  a2  62  («2-1-/^2)    /        ^ . 

Vo    (a2sin2  6-^è2cos2  6j2 

~^"*    \(     («2  sin3e-+-62cos2  6)3 
,,,     rî  («2  sin2  6  —  ^2  cos2  6)6^6 

~T-a*0*      I  ; ^ ; • 

J^       (a*  sm-'ù -^  b*  cos-b )'- 

En  posant  tangB  =  f,  on  obtient,  par  la  décomposi- 
tion des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  la 
valeur  des  intégrales  du  second  membre  de  2 

dO  - 


Jo    «2sin2 


0  -f-  62  cos2f}        2a6 


Jq    (a2sin2  9-+-62cos2e)2  ~       ^a^b^      ' 

/     /    .,    •    oc Ai rsT^  =     a  '-/     ( 5 a'* -h  3 b'* -+-  2a262) 

J^     (a2  sin2  6 -1- 62  cos2  6)3         i6a'6->  ' 

n(a^-sin^%  +  62cos2e)^6  _  r.(a^--h-bn 
J^      {a*  siu2e  -4-b*  cos2  6)2     ~       4a*6i 

On  trouve  alors,  toutes  réductions  faites,  pour  l'aire- 

V^         3 TTC*        T  ( a  ^- b' )  , 

2.  =  -8^^ — i — --""* 

Ll 

^  ~    8rt6  2 


(  468  ) 
D'où  il  résulte  la  relation  remarquable  suivante  : 

L' aire  de  la  podaire  du  centre  de  la  seconde  <7eVe- 
loppèe  de  l'ellipse  est  équivalente  à  la  somme  des  aires 
de  la  première  développée  et  de  la  podaire  du  centre 
de  cette  première  développée  (*  ). 


III.   La  courbe  fondamentale  est  la  développante  de 
îrcle  dont  les  co 
de  déroulement  o 


cercle  dont  les  coordonnées  sont  en  fonction  de  l'angle 


^  =  R  (coscp  -r-  tpsin'-p), 
y  ^^  K  (sin  ç  -f-  ocos'-p). 

Le  point  O  est  au  centre  du  cercle. 

Il  est  bien  évident  que,  dans  le  cas  actuel,  l'aire  S  est 
nulle. 

Proposons-nous  de  calculer  l'aire  S,,  c'est-à-dire 
V aire  de  la  podaire  de  la  seconde  développée  de  la 
première  podaire  de  la  développante  du  cercle. 

Nous  n'avons  pas  l'équation  de  la  développante  en 
coordonnées  polaires,  sous  une  forme  commode.  On 
peut  néanmoins  appliquer  les  formules  générales.  En 
effet,  ou  a 

(4)  ;.2=R2(i  +  02^. 

sin  'i  —  ocos'^ 
<5^  lange  =  ■        '    ■ — '-' 


En  ditlérentiant  l'équation  (5),  on  trouve 
di)  -^'- 

'  «es  I  -T-  'i' 


(')  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  dune  propriété  que  je 
crois  plus  générale  et  que  j'ai  posée  sous  le  n"  225  dans  Vlntermé- 
diaire  des  Mathémoticieiis,  t.  I.  page  117. 


(  A^>9  ) 
La  dillcrenliaLion  de  (4)  tloune 


et  d'après  (6) 


DoiK 


/•  dr  =  R2  o  do 


R2(H-Cû2) 

rr  =  — ^ -i — - 


tangV  =  — ,  = 


V  =  arc  tangcp 
et 

^V  _  /-'^  —  rr"  _        I        rf'f  _     I 

"56  "  r-  -h  /-'i  ~  r^^  ^  ~  o2 
On  a  encore 


r-  -+-  /•  2  = 


cp  r^  -f-  /-'^        I  -)-  cp2 

La  dillérentielle  de  l'aire  -)  est 


c^6  2  ( r"2 -4- r'- )       [r--^  r'^ -+-  i  ^  /-'^  —  rr" ;] 

Au  moyen  de  l'identité 

r"*  -i-  /-s  /■"  —  {r''--\-  r'2 )2  —  r^  [( r^  +  /-'^ )  +  /-^  _  rr" )], 
ou  obtient  facilement 

RV/o 


_f/^i  ^  R^  ^  _j i_   ,    ^  ) 

f/'f  2     /   ('f-+lj2  cp2_;_  I    "^   o2_|_  2   ^  * 

Si  '^  varie  d(î  o  à  Tx,  on  obtient  pour  l'aire  totale  Ti 


(  470  ) 
l'expression 

^.  =  ^(v/^"-0- 

IV.  La  courbe  fondamentale  est  la  spirale  logarith- 
mique 

/•  =  ae"^  ; 

le  point  O  est  au  pôle  de  la  spirale. 

On  sait  que  les  podaires  successives  d'une  spirale  lo- 
garithmique, par  rapport  à  son  pôle,  sont  des  spirales 
logarithmiques  :  les  développées  successives  sont  aussi 
des  spirales  logarithmiques.  Il  en  résulte  que  les 
courbes  S,  2,,  ...,  Im  sont  également  des  spirales  loga- 
rithmiques. 

On  a 

r'=:nae"^,         r"  =  n^ae'^^,         /-'î  _/•/■"=  o, 
/•2-h  /•'2=  (1+  «2)  a2e2«ô, 
de  sorte  que 

</0         2  (  i  -t-  n-  ) 

et,  en  intégrant  entre  les  limites  B  =  — oc  et  8  =  o,  on 
trouve  une  aire  finie 

On  obtient  facilement  l'équation  de  la  courbe  S,  en 
remarquant  que 

tangV=  —  =  ->  Ro=  ay/' +  "^^"^  ''i~-. 


r  II  \/ 1  -{-  n' 

Or, 

p  =  Ro  —  'i  =  «  v/j  -i-  n-e"^ > 

yi  -r-  n^ 

1 8o" -+-  H  =  M. 


(  471  ) 
de  sorte  que  l'équation  polaire  de  la  courbe  'E  est 


P  = 


g/2  10— ro. 


\/l-h  «2 


C'est  bien  une  spirale  logarithmique. 

V.   La  courbe  fondamentale  est  la  spirale  d'Arclii- 

mède 

/■  =  a6  ; 

le  point  O  est  au  pôle  de  la  spirale. 

On  trouve  alors  pour  la  différentielle  de  l'aire  X 


•2  (62—  2)  (624-  1)2 


C'est  la  même  expression  que  celle  de  r/H,  dans 
l'exemple  (III),  relatif  à  la  développante  de  ceicle.  On 
a  donc,  en  intégrant  de  o  à  l'oc, 

Cette  identité  de  l'aire  -  actuelle  et  de  l'aire  I,  de 
l'exemple  III  provient  de  ce  que  la  podaire  de  la  déve- 
loppante de  cercle  par  rapport  au  centre  du  cercle  est 
une  spirale  d^Archiniède. 


SIR   LE   CENTRE   DE    COLRBLRE   DES   PODAIRES. 

Au  sujet  de  la  Lettre  de  M.  Maurice  d'Ocagne  ('); 
Par  m.  E.-N.  BARISIEN. 


Par  une  coïncidence  heureuse,  en  même  temps  que 
la  lettre  de  M.  d'Ocagne,  le  numéro  de  mars  i  Sqd  des 

(')  Xouvelles  Annales,  p.  m;  mars  1893. 


(  \1-^  ) 

Nouvelles  Annales  publiait  (p.  89)  un  Article  sur  les 
podaires  successives  d'une  courbe.  La  formule  que  j'ai 
donnée  à  la  page  98, 


Ri 


\/ 


ir  —  Ro  sinV 


permet  de  trouver  sur  la  ligure  de  M.  d'Ocagne  (p.  112) 

la  longueur  de  Poj  et  montre  que  cette  longueur  est  R,. 

Conservons  la  notation  de  l'article  précité  et  posons 


On  a 
PN  =  OM  =  /•,         OMN  =  OPN  =  V  —  90% 
On  a,  dans  le  triangle  PQw, 
P^  PQ 


My  =  r„. 


sino        sin(o-i-V  —  90°) 
Or,  PQ  =  -^,;  donc 

(I)  Pa>  = 


r  tango 


sin\  (tango  sin  V  —  cos  V) 

11  reste  à  exprimer  tang-i.  Or,  dans  le  triangle  OQK, 
on  a 


(2) 


sin  ç.        sin(!f/  -4-  tl  ) 

T7k  ^        00 


Mai 


OK  =  ^'  =  i  v/,-2+  Rî_2/'RosinV 
0Q  = 
tang'i  ^ 


2  2 

r  cos-\ 

sinV  ' 
ON 


/•  cos  V 


cos  7 


N  Y         Ro —  /■  sin  V 

—  ;■  cos\ 
//•^-f-  R2  — 2/-RosinV 

Ro —  r  sin  V 
v//'2-i-  R^  —  2/"Rfl  sin  V 


(   17'^  ) 
De  (2),  on  tire 

OK  siri'ii 
tango  =  Ijq- OKt^' 

En  y  substituant  les  valeurs  précédentes,  on  obtient 

^„^  —  r  sinV  cos  V 

(3)  tangcp  =  T^T^^Vs^ypTR^TOT' 

valeur  qui,  portée  dans  (1),  donne 

7-2 


■xr  —  Ro  sinV 


Donc,  Pco  =  Rj.  Le  point  oj  défini  par  31.  d'Ocagne 
est  bien  le  centre  de  courbure  de  la  podaire  correspon- 
dant au  point  P.  J'arrive  ainsi  à  une  démonstration 
analytique  du  lliéorèuie  de  M.  d'Ocagne. 

Il  serait  d'ailleurs  intéressant,  d  après  le  desideratum 
exprimé  par  M.  d'Ocagne,  de  trouver  une  démonstration 
géométrique  directe  de  cette  propriété.       ^^J>-  '^O 


SIR  LE  PROBLÈME  DE  L'L\TERP0LAT10\  DA\S  LES  SUITES 
RÉCl'RRE\TES; 

Par  m.  Ed.  MAILLET, 

Ineénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Ce  problème  a  été  défini  ainsi  qu'il  suit  par  M.  M. 
d'Ocagne  (  '  )  : 

Dans  chacun  des  intcj'ualles  laissés  entre  les  ternies 


('  )  Journal  de  l'École  Polytechnique,  p.  kjS;  189^.  A  Icndroil  cité, 
M.  d'Ocagne  indique  puur  la  solution  de  ce  problème  une  niclhode 


(  1:4  ) 

consécutifs  d'une  suite  récurrente  du  p^*^"'^  ordre  .^inter- 
caler h  —  I  termes  de  façon  que  la  nouvelle  suite 
ainsi  obtenue  soit  elle-même  récurrente  du  jy"^^  ordre. 

Une  telle  inteipolalion  est  dite  une  interpolation 
d'indice  k  —  j  . 

Nous  cherchons  ici  à  lésoudre  ce  problème  en  trai- 
tant le  problème  inverse  :  à  quelles  lois  sont  soumises 
les  suites  obtenues  S  en  prenant  dans  une  suite  récur- 
rente S  les  termes  de  k  en  k  à  partir  d'un  terme  arbi- 
trairement choisi. 

Nous  supposerons  toujours  la  loi  d'ordre  p  de  la 
suite  S  irréductible. 

I.  —  L'équation  génératrice  irréductible  de  la  suite  S 
a  ses  racines  distinctes. 

Soient  Xn  le  terme  général  de  la  suite  S, 

(1)  Xn+p  ^^=  A.iXfi-t-p—1-^  •  .  .-h  ApXn, 

la  loi  réductible  de  cette  suite, 

(2)  ^/'  =  Al  £/'-!+...+ A/, 

son  équation  génératrice  correspondante,    de   racines 
distinctes  A,,  Àa?  •  •  •  •>  ^*/7i  ^t  7^  o. 
Soit 

(3)  yo,    Ji,     •••,    fs,    Js+u     ••• 

la  suite  obtenue  en  prenant  dans  la  suite  (i)  les  termes 
de  k  en  k  h  partir  d'un  terme  quelconque  arbitraire- 


générale  fondée  sur  l'emploi  des  suites  fondamentales  et  développe 
complètement  cette  solution  dans  le  cas  des  suites  du  second  ordre. 


(  47 

5  ) 

ment  choisi  ;  on  aura  ('  ) 

[  ys       =  ^n        =  «1  ^m' 

-T-rtaXg        +. 

.+  a;,X«, 

(4)      !   •^'^'    =^'i+/c    =Oll'l^'' 

H-«,X?+''-    +. 

.-i-«pX;r^-, 

y,+j,=  Xn+,,/,=  ail'l+/''' 

+  a2X^+/'/^--f-. 

.-haj,l'/+f'f' 

Ceci    posé,    nous   remarquerons    que,    puisque    )v,, 

).2,    •••,  ^^p     sont    distincts,     l'équation     (2)    pourra 

s'écrire 

I        1       ...       I 

ï      X,      ...      X„ 


^) 


:/'      X',' 


X'' 


=  o, 


d'après  les  propriétés  connues  des  déterminants  de  Van- 
dermonde,  en  sorte  que  (i)  s'écrira 


X„^l        Xi 


M^ 


A^î 


Or,  on  arrive  immédiatement  à  ces  formules  en  con- 
sidérant les  formules  analogues  à  (4)  qui  donnent  x„, 
Xn+{,  -  •  -,  x„^p.  Dès  lors,  un  procédé  analogue  nous 
donnera  la  loi  à  laquelle  satisfait  la  suite  (3). 

Supposons  que  parmi  les  puissances  X,,  A^,  .  .  . ,  A^  il 
y  en  ait 


(7) 


l'i     égales  à  X^',    que  l'on  peut  désigner  parXf,   X'/'',  ..., 
Î2    égales  à  X^",  »  Xf ,  1'./^',  .... 


ip,  égales  à  X^_, 


A^,  A^,  .  .  .  ,A*  étant  distinctes  et  i,  +  12-+-  .  ■  -  -i-  ip,  =  p- 


(')  O'api'és  les  formules  connues  de  Lagrange. 


(8) 


(   176  ) 

Ceci  revient  à  dire  que  le  rapport  de  deux  racines 
de  (2)  est  ou  non  une  racine  A'''™''  de  l'unité  suivant  que 
toutes  deux  sont  ou  ne  sont  pas  contenues  dans  une 
même  ligne  de  (7). 

Les  relations  (4)  donneront 

ys  =  (aiX'/-+-«'i}v'i"-H.  ..)-!-( «2 >'4' +  «2^ 2"  -t--  ••)  +  ••  • 


JK.+,  =  («,x^ -+-«;  X'"-)-. .  .)Xf-t-(a2)/|  + «;)/«-+-..  .)Xt+. 


ys- 


{ail'l  +  a'i  X',"  +  .  .  .)XPj.^+(rt2>4  +  «'2>^2"  +  -  •  •)H'^' 


■  (a/„x;;_+«;,_A;,'^ 


)X/''^, 


d'où 

ys 

I 

I 

I 

(9) 

Is^y 

M 

H 

K. 

Js-^IU 

ip/ 

IM- 

^■■: 

quel  que  soit  5;  la  loi  de  récurrence  (9)  est  donc  une 
loi  à  laquelle  satisfait  la  suite  (3);  elle  est  la  même 
pour  les  A"  suites  distinctes  analogues  à  (3)  que  l'on 
obtient  à  l'aide  de  (i).  Je  dis  que  c'est  la  plus  petite  loi 
commune  à  ces  k  suites. 

Indiquons  d'abord  comment  on  pourra  trouver  la  plus 
petite  loi  commune  à  k  suites  récurrentes  quelconques: 
soient  0,  (^)  =  0,  80  (;)  =  o,  .  .  . ,  8^  (^)  =  o  les  équa- 
tions génératrices  irréductibles  de  ces  A"  suites,  0  (ç)  le 
plus  petit  commun  multiple  des  polynômes  Q,  (^), 
62  (ç),  •••,  8/f  (^).  Les  A  suites  satisfont  (')  à  la  loi 
d'équation  génératrice  B  (^)  =  o.  Réciproquement,  si 
les  k  suites  satisfont  à  une  loi  d'équation  génératrice 


(')  Voir  d'Ocagne,   loc.  cit.,  p.   181,  el   une  Note  parue  dans  les 
A'oinellcs  Annales;  i8y.5. 


(  177  ) 
H(i)  =  o,  H(i)  est  divisible  par  0,  (^),  0,(i),  ...,0,(i), 
et  en  conséquence  par  0(ç)-  On  peut  donc  dire  que  la 
loi  d'équation  génératrice  0(ç)  =  o  est  la  plus  petite 
loi  commune  aux  A'  suites. 

Or,  les  A"  suites  (3)  satisfont  à  la  loi  (9)  d'équation 
irénéra  triée 


(.0) 


I 


^?, 


£/'.        )v/,'<^' 


/'i 


dont  les  racines  sont  A,,  X^»  •  •  •  î  '*^*,-  Si  la  loi  (9)  n'est 
pas  la  plus  petite  loi  commune  aux  A  suites,  ces  der- 
nières satisferont  à  une  loi  d'ordre  plus  petit  dont  le 
polynôme  générateur  aura  au  moins  un  facteur  de 
moins,  (ç  —  A'[)  par  exemple,  que  le  polynôme  généra- 
teur (10).  On  en  conclut  facilenient  en  exprimant 
d'après  les  formules  de  Lagrange  j^^i  J^+i  »  •  .  . ,  en  fonc- 
tion des  racines  de  l'équation  génératrice  irréductible 
de  la  suite  (3)  et  égalant  aux  expressions  (8),  que  le 
coefficient  de  Xj,  .  .  . ,  X^'^'  dans  ces  dernières  expres- 
sions est  nul,  et  cela  quelle  que  soit  celle  des  Ar  suites  (3) 
considérée.  En  les  prenant  successivement ,  on  en 
déduira 


(") 


rt]  A 


=  o, 
=  o, 


«iXj-'  -+-  a\  À '/'■-! 


Ces  relations  ont  lieu  entre  les  i^  racines  dont  les 
puissances  A''^"^*  appartiennent  à  la  première  ligne 
de  ["j).  On  a  d'ailleurs  t,  ^  A,  puisque  ces  i^  racines  sont 
distinctes  et  que  leur  rapport  à  l'une  d'entre  elles  arbi- 
trairement choisie  doit  être  une  racine  A»'""'  de  l'uni  lé 
distincte  pour  chacune  d'elles.  Les  relations  (i  1)  donne- 


(  4:8  ) 

raient  alors  ou  rt|  =  «',  =  ...=  o,  et  la  suite  (i)  serait 
d'ordre />  réductible  contrairement  à  l'hypothèse,  ou 


I 

I 

à;     ... 

xr» 

l'r'  ••• 

=  o, 


ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  À,i  ^^'o  •  •  •  ^®"'  distinctes. 
On  voit  donc  qu'en  supposant  ^existence  d'une  loi 
commune  aux  h  suites  (3)  plus  petite  que  la  loi  (g),  ou 
est  conduit  à  un  résultat  absurde.  Dès  lors  : 

La  loi  (q),  d'éiiuntion  génératrice  (lo)  est  la  plus 
petite  loi  commune  aux  h  suites  (3). 

Les  relations  (8)  montrent  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisanie  pour  que  la  loi  (9)  soit  irréductible  pour 
une  des  suites  S  est  que  les  coellicients  de  A'^,  A^,  ...,  )y, 
dans  Ysj^K  soient  tous  différents  de  zéro.  Or  la  loi  (i) 
étant  irréductible,  et  a,,  rta,  .  .  .,  ttp  différents  de  zéro, 
cette  condition  aura  toujours  lieu  en  particulier  pour 
chacune  des  h  suites  si  A*'  ^4?  •  •  •  1  ^>5  c'est-à-dire  les 
puissances  A''"'"^' des  racines  de  (2),  sont  toutes  distinctes, 
ou  si  le  rapport  de  deux  des  racines  de  (2)  ne  peut  être 
une  racine  A'*"™^  de  l'unité;  donc  : 

Si  Von  ne  peut  trouver  deux  racines  de  l'équation 
génératrice  irréductible  {-2)  de  la  suite  (i)  dont  le  rap- 
port soit  une  racine  k'""'^  de  l'unité,  les  k  suites  (3)  sa- 
tisferont  simultanément  à  la  loi  irréductible  (9). 

Remarque  I.  —  On  doit  noter  l'intervention  dans  ce 
qui  précède  de  l'équation  aux  puissances  A'*""*'  des  ra- 
cines d'une  équation. 

D'abord  l'équation  (10)  n'est  autre  que  l'équation 
ayant  pour  racines  les  puissances  A""™**  distinctes  des 
racines  de  (2)   ou  (5);  mais  on  obtient  de  la  manière 


(  479  ) 
suivante  l'équation  ayant  pour  racines  les  A  puissances 
fi'^èmes^  distinctes  ou  non,  des  racines  de  (2)  ou  (5);  con- 
sidérant les  relations 

(12)  \  ' 

remplaçant  x,f>  Xn+ki  •  •  • ,  JC,i^pk  par  jk^,  J^+i  ^  •  •  •  ijs+p 
et  éliminant  les  autres  quantités  Xi,  nous  obtiendrons, 
sous  forme  d'un  déterminant  égalé  à  zéro,  une  relation 
de  récurrence  entre  y  si  Js+i,  •  •  '^Js+p-,  dont  Téquation 
génératrice  est  précisément  l'équation  cherchée.  La 
chose  est  évidente  dans  le  cas  où  A*,  X*'  •  •  •  1  ^>  ^^^^^ 
distincts  ;  on  en  conclut  facilement  qu'elle  a  lieu  encore, 
par  raison  de  continuité,  quand  certaines  de  ses  quan- 
tités sont  égales. 

Remarque  II.  —  Ce  qui  précède  donne  un  moyen  de 
simplifier  l'étude  de  certaines  suites  récurrentes  :  sup- 
posons que  l'équation  génératrice  irréductible  d'une 
suite,  de  racines  distinctes,  en  possède  deux  À,,  lo?  P^ï" 
exemple,  telles  que  A,  =  Ao/',  /'étant  une  racine  A'""'^  de 
l'unité.  On  a  À^  =^  )4,  et  dès  lors  les  A"  suites  récurrentes 
formées  en  partant  de  chacun  des  termes  Xq,  x^^  .  .  ., 
Xk-\  et  prenant  les  termes  de  la  suite  proposée  de  A" 
en  A,  satisfont  à  une  loi  commune  d'ordre  plus  petit 
que  celui  de  la  proposée. 

En  particulier,  si  les  rapports  de  toutes  les  racines 
à  A,  sont  des  racines  de  l'unité,  ces  dernières  satisferont 
à  une  même  relation  /■* — 1  =  0,  A:  étant  convenable- 
ment choisi,  et  la  suite  proposée  se  décomposera  en  A' 
suites  d'équation  génératrice  ç — a^  =  o,  c'est-à-dire 
en  A  progressions  géométriques. 


(  48o  ) 

II.  —  L'équation  génératrice  irréductible  de  la  suite  S 
a  des  racines  égales. 

Les  raisonnements  étant  semblables  à  ceux  du  para- 
graphe précédent,  nous  pourrons  abréger. 

Conservons  les  notations  des  formules  (i),  (2),  (3), 
et  soient  ).,,  A^i  •  •  •?  '^^p'  If's  racines  distinctes  de  (2), 
0,,  Oo,  .  .  .,  Op'  leurs  degrés  de  multiplicité  respectifs. 
On  aura  ('  ) 

[  7.S- -=  ^n  =  >-ï./i  ( n  j  -^ . .  . -H  yp'/p'in ), 


où/",  (/z),  .  .  .^fp{n)  sont  des  polynômes  entiers  en  n 
de  degrés  respectifs  07',  p^',  .  •  -,  p^'-  Dans  ces  poly- 
nômes les  coefficients  des  puissances  les  plus  élevées 
de  n  sont  ^  o,  puisque  la  loi  d'équation  génératrice  (2) 
est  irréductible  (d'ordre  /?  =  p,  -f-  p^  -(-...  -f-  p,/). 

Supposons  que,  parmi  les  puissances  A, ,  )>^,  .  .  . ,  )y , 
il  y  en  ait 

il  égales  à  \\,  que  l'on  peut  désigner  par  V{,  )//■',  .  .  ., 
('4)    \  ù        »       Xi»  »  »  ^^2.  '•^2''',  •••» 

A^,  A^,,  ...,  A^,  étant  distinctes  et  /|  +  io  -h-..-!-  ip\  =  /?'• 
Parmi  les  quantités  )./,  )y,  .  .  .  dont  les  puissances  A"""^' 
appartiennent  à  une  même  ligne  de  (M),  considérons 
celle  dont  l'ordre  de  multiplicité  dans  (2)  est  le  plus 
grand,  et  supposons  par  exemple  que  ce  soit  y^. 

Je  dis  que  les  A"  suites  S  analogues  à  (i3)  satisferont  à 

(')  D'iiprès  les  formules  connues  de  Lagrange. 


(  4Hi  ) 

la  loi  cl'c(|ualion  gcMu'raliicc 

(.5)      a-^)9^a-^)?^...(^->^Uy'^'^  =  o 

et  que  cette  loi  sera  la  plus  petite  loi  commune  à  ces  k 
suites. 

Vériiions  d'abord  le  premier  point. 

Les  équations  (i3)  pourront  s'écrire 

^,=  :r„  =  [X'//,  («)+  X'/'/î  ('0  +  - .  -l-^-  •  • 
+  [  '^'k  fp\  (  '0  +  ^'p\  f',>\  («)  +  •••  J  ' 
y,^,  =  :r„+/,  =  [Xr^/l(A^  +  /.■  )+  X'/'+V;  {n  -t-  /0  +  -  •  •]+•  •  • 

+  [ '^"p\'' fi>\ ( «  H- />■)  +  ^'!>C''f'p\ («  +  /•■)+...], 

+[>^;:r'V/''.(«+./^-)+>;'r''%(«+y/o+...], 


n  étant  un  nombre  entier  arbitrairement  choisi,  mais 
donné,  ety  un  entier  quelconque. 

En  désignant  par  cp,  (;),  cp2(/),  .  .  , ,  cp^,  (/)  des  poly- 
nômes entiers  en  j  de  degrés  respectifs  au  plus  égaux  à 

p,  — I,  Oo  —  I ,  . .. ,  ^p'^  —  I,  (i3)  devient,  d'après  (i6), 


(17) 


ys+\  =   À  i'  ?i  (i)  H- .  •  .  +  }.p;  O/,,  (y), 

5 

y,+j  =  X-'/'-  çi  (/)  +  ...+  x;4  '^/,,  (y  ), 


ce  qui  montre  immédiatement  que  la  suite^  ,j,  )  ,f_,.i ,  .  .  . 
satisfait  (')  à  la  loi  d'équation  génératrice  (i5)^  il  en 


(')  On  verrait   île  la   même  manière  que    la    suite   ^'1/, («),  ..., 
X',"-''/,  («  +  /;),  ...,  ^ï"^-''*/,(«+y/0-  •■•  satisfaite  la  loi  d'cqua- 
Ann.  de  Mathéinat.,  3=  série,  t.  XIV.  (Novembre  i8ç)5.)  33 
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c;sL  donc  de  même  des  A,  suites  i],  puisque  (i  5  )  ne  dépend 
pas  de  n. 

Vérifions  le  second  point  : 

Si  une  des  suites  (i'-)  satisfait  à  une  loi  d'équation 
génératrice  avant  son  degré  inférieur  à  celui  de  (i5), 
elle  satisfera  à  une  loi  dont  l'équation  génératrice  sera, 
par  exemple,  de  la  forme 

(ï-Xt-)P.-><ï>(0  =  o. 

$(^)  n'admettant  pas  le  facteur  Çt,  —  X^),  le  coef- 
ficient de  la  puissance  pi  —  i  de  y  dans  cp,  (y)  devra  être 
nul.  Si  <7|,  «', ,  ...  désignent  les  /",  coeflicients  de  «Pi~' 
dans  les  i^  polynômes  f^  (/?),  J[{ii)i  •  •  •  faisant  partie 
de  la  première  parenthèse  du  dernier  membre  des  ex- 
pressions (it)),  un  au  moins,  a,,  de  ces  coelficients  est 
^  o,  puisque  la  loi  (i)  est  irréductible  pour  la  suite  S, 

et  il  faudra 

ffli  X'/+-/''"-l-  a\  l'I+J''- -h .  . .  =  o  ; 

et  si  la  loi  d'équation  génératrice  (i5)  n'est  pas  la  plus 
petite  loi  commune  aux  k  suites  S,  on  en  conclura  en- 
core k  relations  de  la  forme  (ti)  que  l'on  reconnaîtra 
être  impossibles.  Donc 

La  loi  (Vèqualioii  génératrice  (i5)  est  la  plus  petite 
loi  commune  aux  k  suites  (3). 

De  môme,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  loi  d'équation  génératrice  (lo)  soit  irréductible 
pour  une  des  suites  5  est  que  les  coeflicients  des  puis- 

lion  génératrice  (î^  —  ^m)°'i  ce  qui  donne  l'identité 

/,(«+yA)-...  +  (-i)-C*/,(«+[y-  a]A]  +  ... 

+  (-i)?'/,("-^[y-p,]A-)=<>, 

_/,  étant  un  polynôme  quelconque  de  degré  ^p,  —  i- 
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sanccs  p,       i,  p..—  ':    •  •  •  ■>   p/',— '   ^1^^  j  <1'Ti>s  les   poly- 
nômes 'fi(y),  '-pj(/),     .  .,  'fp'ij)  respeclivciuciit  soient 

Cela  aura  lieu  en  parlieulier  si,  parmi  les  raeincs  À/ 
)//,  .  . .  dont  les  puissances  /ri'""^^  font  partie  d'une  même 
ligne  de  (i4)i  '1  "y  t-'"  a  qu'une  dont  le  degré  de  mul- 
tiplicité dans  (a)  soit  p/,  (juel  que  soit  /. 

Si,  parmi  les  racin(;s  de  ré([Ualion  génératrice  irréduc- 
tible [i)  delà  suite  (i),  dont  le  rapport  à  l'une  d'elles 
est  une  racine  A"""'  de  l'unité,  il  n'y  en  a  pas  deux  qui 
possèdent  un  ordre  de  multiplicité  égal  et  maximum 
parmi  ceux  de  ces  mêmes  racines,  les  A"  suites  (3)  satis- 
font simultanément  à  la  loi  irréductible  d'équation  géné- 
ratrice (i5). 

Ceci  est  applicable  en  particulier  aux  suites  S  d'équa- 
tion génératrice  irréductible  (^  —  ),,)/'=  o. 

Remarque  I.  —  On  doit  noter  encore  l'intervention 
de  l'équation  aux  puissances  A"^""^^des  racines  de  {'■>-)■ 

Remarque  II.  —  Ce  qui  précède  permet  encore  de 
simplifier  l'étude  de  certaines  suites  récurrentes  :  il  suf- 
fit que  l'équation  génératrice  irr<!ductible  d'une  suite  S 
possède  deux  racines  Â( ,  ).o  dont  le  rapport  soit  une  ra- 
cine A"^'""  de  l'unité  pour  que  les  termes  de  S  pris  de  A" 
en  A  forment  A"  suites  satisfaisant  à  une  loi  commune 
d'oi'dre  plus  petit  que  celui  de  S. 

En  particulier,  si  les  rapports  de  toutes  les  racines  à 
\f  sont  des  racines  de  l'unité,  on  peut  trouver  A  de  façon 
à  décomposer  S  en  A  suites  S  satisfaisant  à  une  nu^'ine 
équatioi>  génératrice 

(i8)  (i_}/[)P,=  o, 

),,  étant  la  racine  d'ordre  de  multiplicité  maximum  dans 
l'équation  génératrice  irréductible  de  S.   Si  cette  der- 
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nicre  ne  possède  pas  une  racine  ^'k^  et  d'ordre  de  mul- 
tiplicilé  égal  à  o,,  l'équation  génératrice  (i8)  est  irré- 
ductible pour  les  k  suites  2. 

Quand  pi  =  2  et  quand  toutes  les  racines  de  (2)  sont 
des  racines  de  l'unité,  on  voit  qu'on  peut  trouver  A  tel 
que  les  k  suites  (3)  ou  (i3)  soient  des  progressions 
arithmétiques  ou  géométriques;  on  obtiendra  exclusive- 
ment ainsi  des  progressions  arithmétiques  si  en  même 
temps  l'équation  (2)  n'a  qu'une  racine  double. 

Si  en  particulier  la  suite  (i)  est  du  deuxième  ordre, 
son  équation  génératrice  sera  d'une  des  deux  formes 
(ç— )M)(i  -)vo)  =  o  avec  À.^Ào,  ou  (i  — X,)2=o. 
Dans  le  premier  cas,  (10)  devient  (^  ■ —  ).f)  (^  —  X^)  =  o 
si  l'i  ^  À*  ou  (^  ~"^M  )  =  o  S'  ^4  ~  ^^^  5  ^^^^^  le  deuxième, 
(i5)  devient  (^  —  A^  j-=  o  et  est  irréductible  pour  les  k 
suites  (3).  Pour  X^=:i,  on  retrouve  alors  un  théorème 
de  M.  d'Ocagne  (  '  )  : 

Si,  dans  une  suite  récurrente  du  deuxième  ordre, 
les  termes  pris  de  k  en  k  à  partir  d'un  certain  terme 
forment  une  progression  arithmétique ,  il  en  est  de 
même  à  partir  d'un  terme  quelconque. 

A  titre  de  vérification  de  ce  qui  précède,  nous  citerons 
non  seulement  le  Mémoire  de  M.  d'Ocagne,  mais  encore 
une  Note  de  M,  Appell  (-)  sur  les  fractions  continues 
périodiques  :  si  A  est  le  nombre  des  quotients  de  la  pé- 
riode, les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  réduites 
forment  respectivement  une  suite  récurrente  dont 
l'équation  génératrice  irréductible  a  2A"  racines  qui  sont 
le  produit  de  deux  d'entre  elles  convenaljlcment  choisies 


(')  Mémoire  déjà  cité,  p.  199. 

(»)  Archiv   der  Math,   und   Phys.,    1878.   l.   LXII,   p.  i8.3.    Voir 
aussi  le  .Mémoire  précité,  p.  217. 
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par  les  A  racines  Je  1  équalioii  z^  — 1  =  0.  Chacune  de 
ces  deux  suites  pourra  donc  se  décomposer  en  A  suites 
récurrentes  du  deuxième  ordre,  ce  C|ui  résulte  d'ailleurs 
immédiatement  de  la  forme  spéciale  de  l'équation  géné- 
ratrice. 

III.    —   Le  problème  de  l'interpolation 
dans  les  suites  récurrentes. 

C'est  le  problème  inverse  de  celui  que  nous  venons 
de  résoudre  :  il  s'agit  de  trouver  toutes  les  suites  (i) 
qui  peuvent  conduire  à  une  même  suite  (3). 

Soit  q  l'ordre  de  la  loi  irréductible  de  (3);  l'ordre/? 
de  la  loi  irréductible  de  (i)  sera  ^q. 

Si  l'on  veut  que  p  =  q ^  il  suflira  d'identifier  l'équa- 
tion irréductible  Eo  de  (3),  suivant  qu'elle  aura  ou  non 
des  racines  égales,  avec  (i5)  ou  (10)  :  l'équation  irré- 
ductible E  de  (i)  aura  pour  racines  les  racines  A""""*^^  des 
racines  de  l'équation  irréductible  de  (3)  avec  les  mêmes 
ordres  de  multiplicité  respectifs. 

Si  l'on  veut  que  Eo  soit  la  plus  petite  équation  géné- 
ratrice commune  aux  A'  suites  analogues  à  (3)  que  l'on 
pourra  déduire  de  (i),  E  aura  encore  toutes  ses  racines 
distinctes  ou  non  en  même  temps  qucE,,,  et  ces  racines 
seront  encore  des  racines  A"'*'™^*  de  celles  de  Eq.  En 
mettant  Ey  sous  la  forme  (i5)  ou  (10)  et  tenant  compte 
des  conditions  (i4)  ou  (7)1  o^  déterminera  facilement 
les  équations  génératrices  (2)  d'ordre  p  admissibles  : 
d'après  (i4)  ou  (7)  il  faudra  évidemment  pSqk. 

Dans  le  cas  général,  on  remarquera  que  le  polynôme 
générateur  irréductible  de  (3)  est  un  diviseur  du  pre- 
mier membre  de  (i5)  ou  (10).  11  suflira  donc  de  multi- 
plier ce  polynôme  par  un  polynôme  cjuel conque  et  de 
considérer  le  produit  E',  comme  le  plus  petit  polynôme 
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générateur  coininun  aux  A  suites  analogues  à  (3)  que 
l'on  pourra  déduire  de  (i),  de  l'ideatifier  avec  (i5)  ou 
(lo),  puis  d'en  déduire  (i)  et  (2)  comîne  précédem- 
ment, en  tenant  compte  de  ce  que  Eq  et  E  sout  irréduc- 
tibles. 

Nous  nous  contenterons  simplement  d'indiquer  la 
solution  dans  le  cas  où  E  doit  n'avoir  que  des  racines 
distinctes,  ce  qui  exige  que  Eq  n'ait  que  des  racines 
distinctes. 

Soient  [^1,  [j-o,  .  .  .,  it.q  les  racines  de  E»,  [J-q+t-,  •  •  •, 
y.q  les  autres  racines  de  E^,.  D'après  (7)  et  (8)  on  devra 
avoir,  à  cause  de  la  relation 

ys+t  =  bl  [^I  -1-  h-2  |-l|  -4-  .  .  .  -i-  b,j  ix'q  -f-  O.  [i.^+,  -h . .  .  -f-  o.  |4, 

quel  que  soit  f,  s  étant  donné, 

I  bi  =  ai'k'l-h  a'i  X'j"  H- . . . , 

) 

o  =  aq+i  X;;+,  H-  a'q^i  "Kj'+i^-  . . , 

) 

0  =  Uq'  Iq'  -+-  dq<  Xp  -+- 

Dans  ces  formules  on  aura  c/':=r/>|,  Z^,  ^  o,  ..., 
bç  ^  o,  «,  7^  o,  a',  =  o,  . . .  ^  . . .  ;  rty'  ^  o,  a'^.  ^  o,  . . ., 
et  de  plus 

).i,  l'i ,  .  .  .  i  •  .  .  ;  )^^',  )y,  •  •  •  î  étant  distinctes. 

On  pourra  toujours  satisfaire  à  toutes  ces  conditions 
pourvu  toutefois  que  dans  chacune  des  q' —  cj  dernières 
équations  (18)  on  ait  au  moins  deux  racines  X/. 


(.8) 


4.S7 


IV.    —   Des  suites  nutointerpolables. 

Nous  ne  considérerons  comme  suites  aulointcrpola- 
bles  que  les  suites  analogues  à  (3)  d'équation  généra- 
trice iriéduclible  K,,  t<;lles  qu'après  interpolation  la 
suite  (i)  obtenue  ait  aussi  pour  équation  génératrice, 
évidemment  irréductible  d'après  ce  (jui  précède,  Eo. 

1°  Eo  n'a  que  des  racines  distinctes.  —  On  identi- 
fiera Eo  avec  (5)et(io)àla  fois.  Les  puissances  /(•"-''"•'' 
des  racines  de  Eo  seront  les  racines  de  Eo  prises  dans 
un  ordre  différent  ou  non 

On  en  conclut  que  toutes  les  racines  de  Eq  satisfont 
à  une  même  relation 

et  que  \\ ,  X^i  •  •  •  -,  ^^p  sont  des  racines  de  l'unité.  Il  en 
résulte  facilement,  d'après  les  formules  de  Lagrange, 

.T,i  =  J^n+/,"'  —  l , 

(juel  ([ue  soit  n.  La  suite  récurrente  pi^oposée  ne  renfer- 
mera, à  pioprement  parler,  que  A'" —  i  termes  distincts 
au  plus. 

2"  Eo  a  des  racines  multiples.  —  On  identifiera 
encore  Eo  avec  (2)  et  (i5).  Les  puissances  A''"'"''  des 
racines  de  Eo  qui  sont  d'ordre  de  multiplicité  p  seront 
ces  mêmes  racines  prises  dans  un  ordre  dilférent  ou  non. 
On  en  conclut  encore  que  les  racines  de  E„  sont  des 
racines  de  l'unité. 

Mais  ici  les  formules  (i3)  montrent  immédiatement, 
puisque  Eq  est  irréductible  pour  les  suites  considérées 
et  que  par  suite  /i(«)i  •  •  'ifr'i'^)  pï'*-'"'iL'nt  une  infi- 
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nité  de  valeurs  avec  n,  que  la  suite  considérée  contien- 
dra une  infinité  de  termes  distincts. 

Exeniples.  —  Comme  exemple  du  premier  cas,  on 
peut  citer  les  suites  d'équation  génératrice  irréduc- 
tible 

qui  sont  autointerpolables  d'indice  Â- — ^i,  pour  A  pre- 
mier à  /7,  et  les  suites  telles  que 

quel  que  soit  /. 

Comme  exemple  du  deuxième  cas,  nous  citerons  :  les 
suites  pour  lesquelles  Eo  est  de  la  forme 

qui  sont  autointerpolables  d'indice  A'  —  i  quelconque^ 
les  suites  pour  lesquelles  E^  est  de  la  forme 

(;  — i)P.  (;  +i)P^  =  o 
ou 

autointerpolables  d'indice  (A"  —  i)  pair  quelconque;  les 
suites  pour  lesquelles  Eo  est  de  la  forme 

a  -  i)P'  (,^  +  OPK^  -  0?^  a  +  op^  =  o, 

où 

i  =  /—  I , 

autointerpolaires  d'indice  A—  i  =  4A"';  les  suites  pour 
lesquelles  Eq  n'admet  comme  racines  que  des  racines 
de  \i — I  =  o,  qui  sont  autointerpolables  d'indice 
A  —  1  =  mq  (iti  quelconque  entier). 

On  voit  en  particulier  qu'une  progression  arithmé- 
tique, d'équation  génératrice  irréductible  (;  —  i)-  =  o, 
est  autointerpolable  d'indice  A  — ^  i  quelconque. 

D'après  ce  qui   précède,  l(;s  valeurs  de  l'indice   pour 
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lesquelles  une  suite  d'équation  génératrice  irréductible 
Eo  est  autointerpolable  fonuent  une  ou  plusieurs  pro- 
gressions arithmétiques. 

A  titre  de  véritication,  nous  renvoyons  à  ce  qu'a  fait 
M.  d'Ocagne  pour  les  suites  du  deuxième  ordre  ('). 


NOTE  SIU  LA  FORMATiOX  DES  CARRÉS  DES  NOMRRES; 

Par  m.  J.  PIGHOT. 


I.  Carré  d'un  nombre  terminé  par  un  5.  —  En 
désignant  par  d  le  nombre  des  dizaines,  le  nombre  est 
exprimé  par  lo^Z-h  5.  Or, 

(lOf/  -f-  5)2=  iood--\-  lood  -)-  2  j  =  d{d -\-  i)  loo  -i-  -lo. 

Le  carré  est  donc  terminé  par  aS,  et,  pour  avoir  le 
nombre  total  des  centaines  du  carré,  il  suffit  de  multi- 
plier cl  par  ^  +  I . 

Exemples  :  i°  Carré  de  35.  —  Le  produit  de  3  par 
3  +  I  étant  égal  à  12,  on  en  conclut  immédiatement  que 
le  carré  de  35  est  i  220  ; 

2°  Carré  de  65.  —  Le  produit  de  6  par  r  étant  égal 
à  42,  on  en  conclut  immédiatement  que  le  carré  de  65 
est  4225  -, 

3'^  Carré  de  3-5.  —  Le  produit  de  3 7  par  3^  -f-  i 
étant  1406,  on  en  conclut  que  le  carré  de  3-5  est  140620. 

Donc  :  Quand  un  nombre  n'a  que  deux  figures,  on  a 
immédiate  ment  son  carré  en  faisant  le  produit  de  deux 
nombres  d'un  seul  chiffre.  La  simplification  est  ici  évi- 
dente. 

(')  Loc.  cit.,  p.  .ioi  et  suiv. 
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Si  le  nombre  a  plus  de  deux  figures,  on  trouve  le 
nombre  des  centaines  du  carré  par  une  multiplicalion 
plus  simple  que  par  la  mélliode  oïdinaire,  puiscpi'on 
opère  la  multiplication  sur  des  facteurs  composés  d'un 
plus  petit  nombre  de  chiffres.  C'est  ainsi  que,  dans  le 
troisième  exemple,  au  lieu  de  multiplier  3'j5  par  S'y  5,  il  a 
suffi  de  multiplier  87  par  38. 

II.  Carré  d'un  nombre  quelconque.  —  Si  l'on  forme 
le  tableau  des  carrés  des  nombres  entiers  consécutifs,  à 
partir  du  nombre  4  inclusivement,  on  voit  que  la  séiie 
se  compose  de  groupes  alternativement  composés,  de 
quatre  et  de  six  nombres.  Les  groupes  d'ordre  impair 
composés  de  quatre  nombres  contiennent  un  multiple 
impair  de  5  qui  occupe  le  second  rang,  et  les  groupes 
d'ordre  pair,  qui  sont  composés  de  six  nombres,  con- 
tiennent un  multiple  pair  de  5  qui  occupe  le  troisième 
rang. 

Le  multiple  pair  ou  impair  de  5  donne  le  numéro  du 
groupe  et,  dans  chaque  groupe,  en  passant  d'un  carré  au 
suivant,  le  nombre  total  des  dizaines  du  carré  est  aug- 
menté d'autant  d'unités  qu'il  y  en  a  dans  le  rang  du 
groupe. 

Cela  établi,  proposons-nous  de  former  le  carré  d'un 
nombre  de  deux  chiffres,  de  24  par  exemple.  C'est  le 
premier  nombre  du  groupe  auquel  appartient  25  dont  le 
carré  est  620.  C'est  le  cinquième  groupe.  Par  conséquent^ 
le  carré  de  24  doit  contenir  5  dizaines  de  moins  que  le 
carré  de  25  qui  eu  contient  62.  Le  carré  de  24  est  donc 
376. 

Prenons  un  autre  exemple.  Quel  est  le  carré  de  6}>? 
Ce  nombre  appartient  au  groupe  dont  60  fait  partie; 
c'est  le  douzième  groupe,  et  comme  63  occupe  le  troi- 
sième rang  à  partir  de  60,  son  carré  contit;iit  un  nombre 
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lulal  tic  dizaines  égal  au   noiribro  des  dizaines  du  carre 
de  60  augmenté  de  12  X  3  ou  3().  Le  earré  de  60  com- 
prenant 36o  dizaines,  on  en  conclut  que  le  carré  de  63 
est  3969. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  apporte  donc 
une  simplification  notable  dans  la  formation  du  carré 
d'un  noinbie  de  deux  chiffres. 

Nous  devons  ajouter  que  ce  procédé  est  général  et  per- 
met de  former  le  carré  d'un  nombre  quelconque.  La 
simplification  n'est  évidemment  pas  aussi  grande  que 
})Our  un  noiidjre  de  deux  chiffres,  mais  le  fait  n'en  est 
pas  moins  curieux  à  constater. 

PREMiEa  EXEMPLE  :  Cavré  du  nombre  36-.  —  Ce 
nombre  fait  partie  du  njême  groupe  que  365  (^3''  groupe). 
On  a  36  X  37  ^::i-  i332.  Le  nombni  des  dizaines  du  carré 
de  365  étant  i3322,  nous  aurons  i3322  +  73x2  ou 
13468  dizaines  au  carré  de  367.  Le  carré  de  ce  nombre 
est  donc  134689. 

Second  exemple  :  Carré  du  nombre  BSp.  —  Ce 
nombre  appartient  au  même  groupe  que  84o  (168" 
groupe).  Le  carré  de  840  <^àt  7056005  il  contient  7o56o 
dizaines.  Le  carré  de  839  en  contient  donc  7o5Go  — 168 
ou  70392.  Donc  :  839-:=  70392  i . 


SIR  LES  SURFACES  GAUCHES  ÏÎO^T  ll^E  MM  COURRE  l'LA^E 
EST  A  LA  FOIS  LIG^E  DE  STRICTION  ET  LIG^E  DE  COUR- 
BURE; 


Par  m.  E.  AMIGUES. 


M.  Automari  s'est  demandé  incidemment  quelles  sont 
les  surfaces  gauches  où  une  même  courbe  plane  est  à 


(  492  ) 
la  fois  ligne  de  slriction  et  ligne  de  courbure.  (Thèses 
soutenues  devant  la  Faculté  de  Paris,  1894.) 

11  donne  une  propriété  générale  de  ces  surfaces,  mais 
il  ne  donne  leurs  équations  que  dans  quelques  cas 
simples.  Ces  équations,  dans  le  cas  général,  se  dédui- 
sent aisément  de  formules  que  j'ai  données  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  en  1889.  C'est  ce 
que  je  me  propose  d'établir  dans  cette  Note. 

Soit  une  courbe  plane  quelconque,  dont  le  plan  sera 
pris  pour  plan  des  xy.  Soit  s  la  longueur  d'un  axe  de 
cette  courbe  comptée  depuis  un  point  fixe  A  jusqu'au 
point  variable  m  dont  les  coordonnées  sont  (x,j^).  to 
étant  une  fonction  arbitraire  de  5,  une  pareille  courbe 
est  représentée  par  les  équations 

(  X  =  /cosoj  c/s, 
(A)  <  jK  = /sin  oj  ^^, 

(   ^  =  o. 

Considérons  une  surface  réglée  passant  par  cette  courbe, 
et  soient  X,  tj.,  v  les  paramètres  directeurs  de  la  généra- 
trice, qui  passe  en  m,  paramètres  qui  sont  des  fonc- 
tions de  s. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  P  pris  sur 
cette  génératrice,  de  telle  sorte  que  le  segment  MP  soit 
représenté  par  u. 

La  surface  réglée  est  représentée  par  les  équations 

!X  =  a-  +  X  i< , 
Y  ==7  +  \xu, 
,    T.  =^  z  -T-vu, 

où  les  variables  sont  u  et  s. 

J'ai  montré,  dans'  les  Nouvelles  Annales,  que,  si  a 
représente  l'angle  de  la  courbe  plane  avec  la  génératrice 
(angle  qui  est  une  fonction  arbitraire  de  5,  la  condition 
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nécessaire  et  suffisame  pour  que   la  courbe  plane   soit 
liffue  de  slriction  est 


(I) 


X  sin  w  -I-  [i  cosu»  =  —  sina  -. 


r/a 


et,  comme  on  a  évidemment 


(2) 

(3) 


X  cos< 


X2. 


jjL  sino)  =  cosa, 

|X2  -4-  V2  =  I , 

les  paramètres  ).,  jjl,  v  se  trouvent  calculés  eu  fonction 
de  a  et  to  qui  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  s. 

Ainsi  les  équations  (B),  dans  lesquelles  x,y,  z  sont 
remplacées  par  leurs  valeurs  (A)  et  A,  ji.,  v  par  les  va- 
leurs calculées,  représentent  toutes  les  surfaces  gauches 
qui  ont  une  ligne  plane  pour  ligne  de  striction. 

Les  équations  de  cette  surface  contiennent  deux  fonc- 
tions arbitraires  de  5,  savoir  (o  et  a. 

Si  donc  on  impose  à  ces  surfaces  une  autre  condition, 
on  trouve  une  relation  entre  oi  et  a,  et  la  solution  ne 
contient  plus  qu'une  seule  fonction  arbitraire. 

En  prenant  pour  seconde  condition  celle  de  M.  An- 
tomari,  on  trouve  luw  relation  linéaire  entre  a  et  co. 

En  etïet,  il  est  facile  de  voir  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  au  point  m  a  pour  équation 

X  — ^     Y— j'     Z 

X  a  V 

coscu       sinoj       o 

L'angle  V  qu'il  fait  avec  le  plan  des  x,  y  doit  être  con- 
stant. On  a  donc 

X  sino)  —  [JL  cosw 


cosV 


dz  y/v-  -^  (  X  sin  to  —  ij.  cos  w  l'- 


Or on  a  trouvé  ci-dessus 


•jt  cosco  ^  sina 


d% 

cho 
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et  l'on  voit  facilement  que 

A^-i-  u- =  cos-a  -f-  sin^a  1  -j-   1   ; 
d'où 

V'2=sin-a  —  sin-'/(  -,- 
On  a  alors 

±  cosV  =  -j-  ; 

d'où 

a  =  ±  w  cos  V  -i-  Ko. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  remplacer  a  par  cette  valeur  dans 
les  formules  publiées  par  les  Nouvelles  annales  et  qui 
sont  les  suivantes  : 

X  =   /  cos  w  f/^  -(-  (  cosoj  cos  a  h-  sin  co  sina  -—  J  u, 

Y  =   /  sinoj  f/5  -^  f  sin  to  cos  a  —  cosw  sina  — -  j  u, 

Z  =  «sina^/.-(^^)". 


DÉMOXSTRATIOX  D'LN  THÉORÈME  RELATIF 
AUX  FOXCTIOXS  SYMÉTRIÔIES; 

Pau  m.  E.  AMIGUES. 


Si  le  quotient  de  deux  pofj  nojne.s  en  a  et  h  est 
fonction  sj  jnéti'ii/ue  de  a  et  de  b  et  si,  en  outre,  ces 
polynômes  n'ont  aucun  diviseur  commun  en  «,  ///' 
aucun  diviseur  commun  en  h.  cliacun  d' eux  est  une 
fonction  symétrique  de  a  et  de  b. 

Soient  /(«.  h)  et  'f  (<^,  b)  ces  polynômes.  On  a,  par 


Iivpotlièsc, 

on  peut  écrire 

(0 
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fi  a,  h)  _f(b,a)_ 
'^[a,  h)        o{b,  a  )  ' 


Le  second  membre  étant  un  polynôme  en  a,  il  doit 
eu  être  de  même  du  prenn'er  membre.  Ainsi,  le  poly- 
nôme en  a  qui  est  au  dénominateur  doit  diviser  celui 
qui  est  au  numérateur;  mais  il  est  premier  avec  le  fac- 
teur f{o.,  b)  :  il  doit  donc  diviser  'j>(b^a).  On  a  donc 

K  étant  un  polynôme  en  a. 

En  vertu  de  l'égalité  (2),  l'égalité  (i)  devient 

Ci)  f(b,a)=Kf(a,ù). 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  en  a  qu'on  appelle  K 
se  réduit  à  une  constante,  sans  quoi  f{b^  a)  et  'Ji(h,a) 
auraient  un  diviseur  commun  en  a,  ce  qui  revient  à 
direquey(a,  b)Ql's>(a,  b)  auraient  un  diviseur  eommun 
en  b,  ce  qui  est  contraire  à  l'iijpotbèse. 

iNlais,  puisque  K  ne  ("ontient  pas  «,  en  faisant  a  ^  b 
dans  les  égalités  (2)  et  (3),  K  ne  changera  pas  de  va- 
leur. On  aura  ainsi 

(4)  o{b,b)  =  Ko{b,b), 

(5)  f{b,b)  =  Kf{b,b), 

mais  on  n'a  pas  simultanément 

f(b,b)  =  o, 
'i{b,b)  =  o. 

Sans  quoi  les  polynômes  en  a, 

f(a,b),         '^{a.b) 
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auraient  un  diviseur  couiuiun  (a — b).  Doue,  l'une  au 
moins  des  égalités  (4)  et  (5)  donne 

K=i, 

et  alors  les  formules  (2)  et  (3)  sont   l'expression   du 
théorème  à  démontrer. 


inÉOREME  D'ALGEBRE; 

Par  m.  E.  AMIGUES. 


Le  théorème  suivant  est  quelquefois  utile  en  Algèbre. 
Il  sert  notamment  à  calculer  le  degré  de  l'équation  fi- 
nale, quand  elle  se  présente  sous  la  forme  du  détermi- 
nant de  M.  Sylvester  : 

Un  déterminant  dont  les  éléments  sont  des  lettres 
nuec  indices,  et  oii  les  indices  de  chaque  ligne  foj  nient 
des  progressions  de  même  raison,  est  un  polynôme 
dont  tous  les  termes  ont  même  poids. 

Prenons  pour  les  élénaents  une  nouvelle  notation  et 
représentons  par  rt/y  l'élément  de  ligne  i  et  de  colonne 
j.  [je  terme  principal  est  alors 

P  =«1,1  «2, 2  «3,3-  ••  an,n. 

Dans  tout  autre  terme  Q,  on  peut  ranger  les  élé- 
ments dans  l'ordre  des  lignes.  On  a  donc 

Q  =  '''^i,i+a'^2,2+p«3,3-Hy  •  •  •  ) 
i-t-a,      I-+-P,      i  +  Y,      ... 

représentant  dans  un  certain  ordre  les  entiers  de  i  à  ji. 
On  a  donc 

(i  -1-  a)  -h  (2  +  ^)-}-  (3  -4- y)  +•  •  •=  1  +  2  +  3  -f-.  .  .+  7?. 


et  par  suile 
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ainsi   a,    ^,  y,   ...  soiil   des  entiers  positifs  ou  négatifs 
dont  la  somme  est  nulle. 

Cela  dit,  pour  comparer  le  poids  de  P  à  celui  de  Q, 
nous  prendrons  dans  ces  produite  deux  factenrs  de 
même  rang 

Ces  nombres  sont  dans  la  même  ligne,  mais  la  co- 
lonne du  second  a  poiu'  numéro  d'ordre  /•  -\-  p  et  no'i 
/'.  Si  donc  nous  revenons  à  l'ancienne  notation  des  élé- 
ments, et  si  nous  appelons  h  la  raison  de  la  progression 
arithmétique  des  indices,  l'indice  du  second  élément 
dépassera  de  oh  l'indice  du  premier  (o  et  A  ayant  cha- 
cun un  signe). 

Donc  le  poids  de  Q  dépassera  celui  de  P,  de 

XpA  =  Alp  =  o. 

Tous  les  termes  ont  donc  même  poids  que  le  terme 
principal.  Le  poids  de  ce  derniei-  est  facile  à  calculer. 


SUK   LA  QUATRIEME  PARTIE    DU   PROBLÈME    DU   DERNIER 
CONCOURS  DADIIISSIO^  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  g.   FOURET. 


1.  Nous  nous  proposons  de  montrer  ici  comment  les 
propriétés  les  plus  élémentaires  du  complexe  linéaire 
permettent  de  traiter  géométriquement,  d'une  manière 
simple,  la  question   que  nous   avons  en    vue    et    dont 

Ann.  de  Matheinat.,  3"  série,  t.  XIV.  { Déccmijre  iSi)5.)     3.'| 
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l'énoncé,  légèrement  transformé,  est    compris   dans   le 
suivant  : 

Etant  donnés  un  point  o  et  quatre  droites  D,  D',  A, 
A'  d'un  hyperbole  (de,  faisant  partie  d'un  même  mode 
de  génération,  par  le  point  o  on  mène  un  plan  quel- 
conque; on  joint  les  points  oii  ce  plan  rencontre  D  et 
D'  et  les  points  oii  il  renco/itre  A  et  A'.  Trouver  le  lieu 
du  point  d 'intersection  des  deux  droites  obtenues  et 
examiner  le  cas  particulier  oii  le  point  o  est  sur  l'hyper- 
boloïde. 

2.  Parmi  les  plans  qui  passent  en  o,  considérons 
d'abord  ceux  qui  sont  tangents  à  l'hvperboloïde.  Un  tel 
plan  coupe  la  surface  suivant  deux  droites,  dont  l'une 
G  s'appuie  à  la  fois  sur  D,  D',  A  et  A'.  Tous  les  points 
de  G  satisfont  manifestement  à  la  définition  du  lieu. 
L'iiyperboloïde,  considéré  comme  engendré  par  G,  fait 
donc  partie  de  ce  lieu.  Voyons  de  quelle  manière  celui-ci 
se  complète. 

3.  Supposons  d'abord  que  le  point  o  n'appartienne 
pas  à  l'hvperboloïde.  Imaginons  les  deux  congruences 
linéaires,  ayant  pour  directrices,  l'une  D  et  D',  l'autre 
A  el  A'.  Ces  quatre  droites  étant  sur  un  même  liyper- 
boloïde,  les  deux  congruences  font  partie  d'un  même 
complexe  linéaire,  relativement  auquel  D  et  D',  A  et 
A'  forment  deux  couples  de  droites  conjuguées.  Les 
droites  ox  et  oy  qui  s'appuient,  la  première  sur  D  et  D', 
la  seconde  sur  A  et  A',  appartiennent  respectivement 
aux  deux  congruences.  par  suite  au  complexe,  et  le 
plan  <JL)  qu'elles  déterminent  a  pour  pôle,  par  rapport  à 
ce  complexe,  le  point  o. 

Par  o  faisons  passer  un  plan  quelconque  ra,  non  tan- 
gent à  l'hyperboloïde.  Les  droites  qui  joignent  respecti- 
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voinenl  les  points  do  rencontre  de  ce  plan,  d'une  part 
avec  D  et  D',  de  l'autre  avec  A  et  A',  font  partie  du 
complexe  et  li;ur  point  d'intersection  p  est  le  pôle  dn 
plan  TTT.  Or,  le  plan  t;^  passant  par  o,  son  pôle  p  est  dans 
le  plan  polaire  to  du  point  o.  Le  lieu  des  points  tel 
(jue  p  est  donc  dans  le  plan  (o  déterminé  par  les  droites 
ox  et  oy. 

4.  Supposons  maintenant  le  point  o  sur  l'hyperbo- 
loïde.  Par  o  passent  deux  droites  sur  cette  surface, 
l'une,  H,  rencontrant  à  la  fois  les  droites  D,  D',  A  et  A', 
l'autre,  K,  ne  les  rencontrant  pas.  La  droite  H  fait  partie 
à  la  fois  des  deux  congruences  linéaires  et,  par  consé- 
quent, du  complexe  linéaire.  Ainsi  que  nous  l'avons 
démontré  tout  à  l'iieure,  le  lieu  du  point /?  est  encore 
le  plan  polaire  co  du  point  o.  Seulement  ce  plan  oj  n'est 
plus,  comme  dans  le  premier  cas,  déterminé  par  deux 
droites  connues.  Nous  savons  seulement  qu'il  passe  par 
la  droite  H.  ÎNous  allons  faire  voir,  suivantune  remarque 
déjà  faite  par  AL  Laisant,  qu'il  forme,  avec  le  plan  tan- 
gent en  o  à  l'hyperboloïde,  un  couple  de  plans  conjugués, 
dans  une  iiivolution  dont  deux  autres  couples  sont  for- 
més, l'un  des  plans  HD  et  HD',  l'autre  des  plans  HA 
et  HA'. 

A  cet  effet,  considérons,  comme  c'est  ici  le  cas,  un 
complexe  linéaire  et  un  hyperboloïde  dont  un  des  sys- 
tèmes de  génératrices  soit  composé  de  droites  du  com- 
plexe. Les  génératrices  de  l'autre  système  forment  deux 
à  deux  des  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à 
ce  complexe,  en  raison  de  ce  que  les  droites  d'un  com- 
plexelinéaire,qui  rencontrent  une  même  droite,  rencon- 
trent en  même  temps  sa  conjuguée.  Soient  A  et  A'  deux 
génératrices  de  l'hyperboloïde,  conjuguées  par  rapport 
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au  complexe.  Dans  le  faisceau  des  plaus  passant  par  H, 
les  plans  tels  que  HA  el  HA'  sont  liés  par  une  coiTesj)()n- 
(lance  homographique  symétrique.  Ce  couple  variable 
de  plans  forme  Jonc  une  involution,  dont  font  partie 
les  couples  de  plans  HD,  HD'  et  HA,  HA'. 

-Soit  K'  la  seconde  droite  suivant  laquelle  le  jdan  po- 
laire 10  du  point  o,  qui  contient  déjà  la  droite  H,  coupe 
riiyperholoïde.  Cette  droite  est  conjuguée  de  K  par 
rapport  au  complexe.  Par  suite,  le  plan  HK',  c'est-à-dire 
le  plan  polaire  du  point  o,  qui  est  le  lieu  du  point  /j>, 
est  conjugué  du  plan  HK,  c'est-à-dire  du  plan  tangent 
en  o  à  l'hyperboloïde,  dans  l'involution  déterminée  par 
les  deux  couples  de  plans  HD,  HD'  et  HA,  HA'. 

11  résulte  de  là  que  le  plan  m,  lieu  du  point  p,  ne 
varie  pas  lorsque  l'iiyperboloïde  se  déforme,  de  manière 
que  le  point  o  et  le  plan  tangent  (o  en  o  restent  fixes  et 
que  les  droites  D,  D',  A,  A'  se  déplacent  respectivement 
dans  des  plans  passant  par  le  point  o. 

O.  Rei7iarqiie.  —  Considérons  \\\\  liyperboloïde  sur 
lequel  les  génératrices  d'un  même  système  sont  asso- 
ciées deux  à  deux,  de  manière  à  former  des  couples  de 
droites  conjuguées  relativement  à  un  complexe  linéaire, 
comprenant  les  génératrices  de  l'autre  système.  Par  un 
point  quelconque  de  l'espace,  faisons  passer  une  suite 
de  droites  rencontrant  chacune  deux  génératrices  asso- 
ciées de  l'hyperboloïde.  Ces  droites  font  partie  du  com- 
plexe linéaire  et,  par  suite,  sont  situées  dans  un  même 
plan,  le  plan  polaire  du  point  considéré. 

De  là  résulte  un  moyen  simple,  applicable  d'une 
infinité  de  manières,  d'associer  par  couples  les  généra- 
trices d'un  même  s^'stème  d'un  hyperboloïde  au  moyen 
d'un   plan  pris   arbitrairement  et   d'un    point  choisi  à 


(  5oi  ) 
volonté  dans  ce  plan.  Ce  mode  d'associalion  d(;s  généra- 
irices  d'un  hyperboloïde  a  élé  imaginé  par  Cliasles  ('), 
dans  une  Note  qui  peut  être  considérée  comme  l'origine 
de  l'étude  du  complexe  linéaire  et  où  l'on  trouve  énoncés, 
entre  autres  théorèmes,  les  deux  suivants,  dont  la 
démonstration  résulte  immédiatement  de  ce  qui  vient 
d'être  dit,  à  savoir  : 

Un  plan  quelconque  coupe  les  génératrice'i  associées 
d' un  hjperboloïde  en  une  série  de  couples  de  points 
Les  droites,  joignant  chacune  les  deux  points  dUin  cls 
ces  couples,  passent  par  un  même  point. 

Inversement,  si  d'un  point  quelconque  on  mène  une 
série  de  droites,  s  appuyant  chacune  sur  deux  droites 
associées  d'un  hypeiholoïde,  les  droites  ainsi  obtenues 
sont  dans  un  même  plan. 


SUR   l'AË  CLASSE   BES  SURFACES; 

Par  m.  p.  SVÉGHMCOFF. 


Supposons  qu'une  courbe  A  roule  sans  glisser  sur 
une  autre  courbe  fixe  B,  de  sorte  que  leurs  plans  oscu- 
lateurs  au  point  commun  de  contact  forment  ua  angle 
constant  o.  Les  positions  successives  d'un  pointa  inva- 
riablement lié  à  A.  déterminent  une  nouvelle  courbe  C. 
Quand  l'angle  o  varie  d'une  manière  continue,  la 
courbe  C  décrit  une  surface  S.  Rapportons  cette  surface 
aux  axes  rectangulaires  de  coordonnées  O.r,  Oy.,  Oz. 
Soient  .^i,j)  I ,  -I  les  coordonnées  du  point  de  contact  P, 

C)  Journal  de  Mal  lie  niatiq  lies,  i"  série,  t.  IV,  p.  3'|S-35o;  i83c). 


(  5oa  ) 
x,j^  z  celles  du  point  (ji,  PP'la  tangente  commune  à  A 
et  B.  Désignons   par  p  la  longueur  aP,  par  S  l'angle 
P'Pjj.,  par  5,  et  g  les  ares  des  couibes  B  et  A  comptés 
des  points  quelconques  jusqu'à   V.  Alors,  on  'a  5,  =  o-. 

On  sait  que  cos  ^=  -y-.  D'où  l'on  a 

r-  dû 

(i)  cos  .:?  =  V-' 

Abaissons  la  perpendiculaire  MQ  du  point  ]x  sur  la 
droite  PP'.  Le  triangle  rectangle  u(-PQ  donne 

PQ  =  pcos^,  [j.Q  =  psin2r. 

On  a 

X\  —  X  dxy        •)-] — V  dvi        5]  —  z  dz-i 

COS.'J    =    •    — ; H  ' — , h —, —  • 

p         asi  p         'iSi  p         dsi 

Ainsi  l'on  trouve 

(•2)  (cv  —  XiY-^  {y  -y,  )^-^(z  -  ^,  )-=?'••  •• 

Telles  sont  les  équations  de  la  suiface  S.  En  dififéren- 
tiant  l'équation  (2)  par  rapport  au  paramètre  5,,  on  a 
l'équation  (3).  D'où  l'on  lire  les  conséquences  sui- 
vantes. 

1 .  La  surlace  S  est  l'enveloppe  des  sphères  représen- 
tées par  l'équation  (2). 

2.  Quand  le  paramètre  ^,  a  une  valeur  déterminée, 
la  surface  S  est  tangente  à  la  sphère  (2)  en  chaque 
point  de  la  circonférence  représentée  par  les  équations 
(2)  et  (3).  Cette  circonférence  a  le  point  Q  pour  centre 
et  son  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  PP'. 

3.  La  normale  à  la  surface  S  au  point  p.  passe  par  le 
point  correspondant  P  de  contact  des  courbes  généra- 
trices A  et  B. 


(  5o.^  ) 
i.   La  circonférence,  repiéseiilée  par  les  écjualions  (2) 
cl  (3),  est  iint;  ligne  de  courbure  de  la  surface  S. 

5.  Le  rayon  de  courbure  d'une  des  sections  normales 
principales  de  la  suiface  8  au  point  p.  est  égal  à  p.  La 
normale  u.P  à  la  surface  S  au  point  [j.  forme  avec  les 
axes  de  coordonnées  les  angles  dont  les  cosinus  sont 
égaux  respectivement  à 

-  p  —q  I 


\l p-  -H  ly-  -i-  I  \J p-  -^  q-  -^  \  \/p'^  -t-  q- 

Mais  ces  cosinus  sont  aussi  égaux  à 


Ainsi,  on  a 

i     Xi  —  X^p(Zt  —  z) 

(4)  \  yi—r-^qi~i  —  ^) 


(5) 


En  différentiant  ces  équations,  on  trouve 

2       r  '  -—  -  \  —  ^Ifl  ( ^  —     fil!: 
dx  \  dsi  dsi 

dsi  / dx,  dz, 

p'^^'''-'^^'=d^\dr,^f'dr, 

dsi  [  dvx  dz,  \ 

,^,.^tiz-z,)=-^(^^^^q-^^y 

.  ^       ds,  /dvi  dzi 

[pq  -^siz—Zi)]-^ 

=  [i^p-^^r(z  —  zi)][i-^q'--^  K^—zoj- 


l^egavâons  quelques  cas  particuliers. 

i.  Supposons  que  la  longueur  p=a  est  constante. 


(  5o4  ) 
Alors  on  a 


(6)  =[^^P 


1  ,  CLt 

X      1-4- 72 


En  ce  cas  S  est  une  surface  canal. 

La  courbe  fixe  B  est  l'axe  du  canal  et  la  courbe  A  se 
convertit  en  un  point. 

2.  Supposons  que  la  courbe  B  est  plane,  c'est- 
à-dire  que  z,  =  o.  Alors  on  a 

Telle  est  l'équation  différentielle  aux  dérivées  par- 
tielles du  deuxième  ordre  de  la  surface  S,  si  la  courbe 
fixe  génératrice  est  plane. 

3.  Supposons  que  la  sphère  (2)  passe  toujours  par  le 
point  O  qui  est  situé  dans  le  plan  de  la  coui'be  B.  Alors 
on  a 

2-i  ^ri  =  ?' 

et  les  équations  (4)  donnent 

.Xi  =  X-r-pz,  yi^y-i-qz, 

x^-~-y^--^-iz{px^qy)^z^-{p'--^q'-)  =  ^^ 
OU 

(8)  x^-^ y^  — z--{- "iziiix -T- qy)  =^  o. 

L'intégrale  générale  de   celte  équation  ditlérenlielle 

est 

Jx^^y^--r-z'-     x'-^r^--^  z'-\ 

(9)  /( ^ '   -^ )  =  o. 

Transformons  celte   surface  par  la  méthode  des  sur- 


(  5o5   ) 
laces  inverses.  Posons 


f  2 

•5 

-^-Ti 

,^rj> 

/.2 

fi 

£2 

■5 

^■'l 

■^^^^' 

A2 

r 

■5 

?^+V)2  4-^:î 


AI 


ors  on  a 


(lo)  //-l-,   _j  =  o  ou  cp(t,rJ  =  o. 

D'après  cela  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  surface  inverse  par  rapport  au  cylindre  enve- 
loppe le  système  des  sphères  passant  par  V origine. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  le  volume  du  corps, 
limité  par  la  surface  S  et  par  deux  cercles  (a)  et  (3) 
correspondant  à  S\  =  Tq  et  Si  =  3-, ,  est  égal  à 

(„)      .  =  .^^'p-i-s[.-(^)-?^]'''. 

Si  la  courbe  B  est  plane,  la  grandeur  delà  partie  d(^ 
la  surfa(;e  S,  limitée  par  deux  circonférences  (a)  et  (3) 
correspondant  à  5,  =  Tq  et  5i  =  a-,,  est  égale  à 

Les  grandeurs  de  ce  volume  et  de  celte  sujfac'e  ne 
dépendent  que  de  la  forme  de  la  courbe  mobile  A. 
Soient 

a,  |3,  V  les  angles  formés  par  la  direction  de  la  tan- 
gente PP'  avec  les  directions  positives  des  axes; 

ç,  7,,  "C,  les  angles  formés  par  la  normale  principale  de 
la  courbe  B  avec  les  mêmes  axes; 


(  Sof)  ) 
)>,  a,  V  les   angles    formés    égalenieiil  avec  les    mêmes 
direclions  par  la  direction  de  l'axe  du  plan  oscula- 
leur. 

Parle  point  jj.  menons  le  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  PP'.  Soient  QT'  et  QU'  les  droites  d'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  les  plans  osculateurs  des  courbes 
A  et  B.  Abaissons  la  perpendiculaire  |j.U  sur  la  droite 
QTJ'  et  désignons  par  cp  l'angle  |J^QT'.  Alors  on  a 

QU  =  ;xQ  cos(cp  -h  ?j  }.  |JiU  =  |jiQ  sin(o  —  ?j). 

D'après  cela  on  trouve 

X  =  Xi  —  p  cosSr  cos  a 

-i-  p  sinEr[ —  cos(ç>  -+-  2r)  cos^  -t-  sin(cp  -;-  S)  cosÀ], 

y  =  yi  —  p  cosEr  cos  B 

-h  p  sin27[ —  cos(  o  -h  X! )  cosr^  -+-  sin(o  -+-  ?j  )  cos;j.], 
z  =  z-i  —  p  cos  2r  cos  Y 

-1-  p  sin3'[ —  cos(o  -T-  !ï )  cosÇ  -+-  siii  (o  -^  2?)  cosv]. 

Ces  équations  représentent  la  surface  S.  x,y,  z  sont 
des  fonctions  des  vaiiablcs  s^   et  .^. 


ERRATA 


Page  368,  ligne  12,  au  lieu  de  21G000,  lisez  324o  ('). 


(')    Voir  la  Note  de  M.  Lucien  Lévy,  p.  SSg. 


(  5o7  ) 


SIR  OIKLQIES  l'UOl'RIÉTÉS   DES  CO.MQIES   '^ 

[Suite  (•)]; 
Par  m.  p.  SONDAT. 


19.  Conique  rapportée  au  triangle  de  deux  de  ses 
tangentes  et  de  la  eorde  des  eontacts. 

Toute  conique  est  l'epréseutée  par  l'équation  générale 

(27)  (Pp2^Q;3-i-R)a2-^(Sp-f-T)a^K  =  o. 

Elle  coup»'  les  côtés  BC,  CA,  AB  aux  points  À  et  A| , 
a  et  u-i,  V  et  V,,  racines  des  équations 

i   RX2-H  TX^-U  =  n, 
(-28)  j   P{jl2^Q;jl-+-R  =  o, 

(      LV—      S7^P=:0. 

Elle  sei'a  donc  tangente  en  A  à  AC  et  en  B  à  BC,  si 
l'on  a 

P  =  0.         0  =  0,         T  =  o.         U  =  o. 

Si  donc  .'//  désigne  le  rapport  S  :  11,  ses  é(pialions 
seront 

(29)  a-r-/n,3  =  o,  oL'-'i — /»  =  o,         m^'-y — 1  =  0, 

et,  en  coordonnécîs  tangentielles, 

(30)  mfi.-^-4À  =  o,         ^A-'j -^  m  —  o,         m  [x-v -i-  {  =  o. 

On  voit  aisément,  par  ces  équations,  que  toute  sécante 
C00|  {Jig-  5),  menée  jiar  C,  coupe  la  conique  en  deux 
points  conjugués  sur  Cy  el   que  deux  tangentes  issues 

(')  Voir  lYoïu-elles  Annales,  t.  \IV,  p.  369. 


(  5o8  ) 
d'un  point  v  de  AB,  forment  avec  vA  et  vC  un  faisceau 
liainionique. 

Fig.  5. 


La  courbe  est  d'ailleurs  une  parabole  si  m  =  —  4- 

20.  Théouème.  —  Si  le  point  w  (^.ryz)  décrit,  une 
cîroite\ÇA<j.y),etsi  Ion  mène  les  droites  iy.u.z,x^v,  "^^Jf 
et  a,_^v,  \[ifZ.  xp.y,,  les  deux  points  O  (^.[iy)  et 
O,  (a,  [j,  y,  )  apparliendront  à  la  coniipiei^  circunscrite 
à  ABC  selon  X,  et  la  corde  00 1 ,  polaire  de  oj,  envelop- 
pera laconiqueQ^,  inscrite  selon  le  pôle  ( —  X,  —  a,  —  v) 
de  X. 

On  a(i) 


r 


h  -   =1, 

Z  A 


et  comme 


CCIJ.Z  =  x^v  =  XjY  =  I, 
aijKv  =  Xp,^  =a7[XYi  =  I, 


il  vient,  en  remplaçant 


ou  (i),  O  et  0|  appartiennent  à  Q. 
Soit  X,  (A|  [jl,  v,  )  la  corde  00( . 


()l 


(  ^og 

; 

'JX  — 

Iz 

l  — 

V  ô  {  |ji  a"  - 

-'•y)' 

>-r- 

ILX 

1  = 

\x{'iy  - 

HZ  — 

.,y 

Hj(Xz  — v.r)' 
on,  (Ml  utilisant  les  .t'Cjuations  di;  X, 


Donc  X)  est  la  polaire  de  to  (tri.  ABC). 
On  a,  d'ailleurs, 

—  X  _,_    i-^i    _ 
Ài      '    —  ta  ~  '' 

ou  (i)  X,  enveloppe  Qi,  et  Ton  a  (6),  pour  le  point  de 

contact, 

x^  y,  ^2 

La  même  construction,  qui  donne  deux  points  de  Q,. 
dorme  donc  en  même  temps  une  tangente  de  Q). 

21 .  Théorème.  —  Si  la  droite  p  (xyz)  tourne  autour 
du  point  0(a|jY)et  siVon  déternnne  les  pointsl(X'^iz), 
H(xaY),  K{y.jy)et  I,  (a.jky),  H,  (au,  ^),  K,  (j:  ,3v,  ), 
les  deux  droites  X(Àl;.v)  et  X,  ().|  [j.,  v,  )  envelopperont 
la  conique  Q,  inscrite  à  ABC  selon  O,  e£  /e  point  XX, , 
/>ô/e  <^/e  0,  décriia  la  conique  Q,  circonscrite  selon  la 
polaire  (  —  a,  — ^,  — v)  de  O. 

On  a(i) 

X        'à  y        'î  z        y. 

a        ^^j'  p         x;  •[        X 

et  comme 

(     ),  ^  ^  =  .r  ;JL  Y  =   a  K  v  =  —  i , 


(    3'o   ) 
il  vient,  en  remplaçant, 


ï  '  V,     '     a 


OU  (i),  X  et  X,   enveloppent  Q, . 

Soit  O,  (a,  ^3,-,)  le  point  XX,.  On  a 


■xy  —  p  j" 
^1  ^^   ô — 7 ' 

8  =  _P^--V-r_ 


OU,  d'après  les  écjuations  de  O, 

Done  O,  est  1(!  pôli;  de  p  (tri.  ABC),  el,  eoinmc 

-  ^  "^  T^  =  '  ' 

0<  décrit  la  eoiiique  Q. 

Oji  a  d'ailleurs  (4),  pour  la  tangente  en  O,, 

a  p  Y 

La    même    construction,   qui   donne    deux   tangentes 
de  Qi  donne  donc  aussi  un  jjoint  de  O. 

22.  Thkoiîème.  —  On  donne  une  droite  X(aij.v)  et 
.  un  point  O  (  a,3v)  que  Von  joint  à  un  point  O,  (a,  [i,  y,  ) 
y  ^e  X  ])ar  la  /•//•oi/ep  (LMN).  .Si  Von  prend  les  conjugués 
L,,M,,N,  de  L,M,N.y«/'  00, ,  /e.v<^//oi/e.9AL,,BjM,  ,CN, 
seront  concourantes  en  un  point  to  [xyz)^  el  ce  point  to 
décrira  une  conique  O  circonscrite  à  ABC  et  pour 
laquelle  O  sera  le  pôle,  de  X. 

Comme  L,    est  le   conjugué  de  L  sur  00,.    j"  sera  le 


(  ^"  ) 

coniuyiu';  de  J^  sur  aa,.  Oi-,  ou  a 


L  = 


Doue 

Ou  trouve  de  uiùrne 

— I  Y  —  Ti  ~)  .  _    —  (  2  -H  a,  ) 


TYi  (  X  -H  ai  )  ao(,  (  3  -^  3i ,) 

Ou  a  aiusi  le  point  fo(.rj  z),  et  les  relations  douueut 


-'l  — 

a?- 

-xj-^ 

> 

ar 

rj     

3(ar 

-!-  .r  K  - 

-^3) 

Hi 

.r/ 

-  aj'-f 

-^?     ' 

-^7(>3  —  xj 

-  ^-  a  r  ) 

ai'  —  .rr  —  aJ 


Or,  le  point  O,  étant  sur  X.  on  a  (i) 


tii  — 


ou,  eu  reui[)latanl, 

a(À;jL  -!-  xS  -4-  uz  )  3(  I-i^î:  —  À;J-  —  3:3  i 


ua  —  A'JL  —  a.j 


Douc(i)w  décrit  la   conique  Q   circonscrite   à  ABC 
selon  la  droite  Xi  (a,  |J-r^i),  pour  laquelle 


a(  A'i.  -(-  ai  —  aa  ) 


A  ut  - 

-a3 

+ 

;j.a 

S 

(tjia  - 

-Xa-- 

aS 

) 

|Jia  -f 

-  A;i 

-+- 

a  3 

- 

-  -;(  À 

'i.  — 

a3 

— 

;jta  ) 

'xa  —  /.•!  -^  :t: 


D'ailleurs,  comme  ou  a 

_        .'-ti  —  3  _   _        vi  —  y _        À I  —  a 


0  I  2 


X  esl  la  polaire  de  O  (i  i)  par  rappoil  à  Q. 

Remarque  I.  —  On  voit  aisément  que,  si  O  appar- 
tient à  X,  on  a 


>.}., 


'1=  i  , 


ou  (4);  X  est  une  tangente  en  O,  et  p  se  superpose  à  X. 
Si  O  était  le  pôle  tle  X,  on  aurait 


B  =  — 


et 


Al=A,  {'-1=  \J.,  Vj  =  V, 

ou  X,  se  confondrait  avec  X. 

Remarque  II.  —  Le  théorème  permet  de  construire 
une  conique  dont  on  donne  trois  points  A,B,  C  et  le 
pôle  O  d'une  dioit(:  X,  ou,  en  particulier,  trois  points 
et  le  centre  O. 

Dans  ce  dernier  cas,  X  passe  à  l'infini,  ainsi  que  O). 
Si  donc  on  prend  (yî^.  6)  sur  une  droite  p(LMN),  pas- 


sant parle  centredonnéO,OL,  =  — OL,  OM,  =  — OM, 
Oj\,=:  —  ON,  les  droites  AL,,BM,,Cl\,  se  couperont 
en  un  point  oj  de  la  conique. 


(  ^"îl^  ) 

!23.  Thkokème.  —  On  donne  un  poi/il.  0(a|jY)  <?^  "/'<• 
droite  X().uv),eA  /7rt/'0  on  mène  une  droifoX.,  (X,  [J-i  v,), 
qui  coupeyien  (o.  Si />ai'  m  on  mène  les  rayons  /•, ,///(,  n^ , 
conjugués  des  droites  coA,  (oB,  coC  Jrt//.v  l'angle  XX(, 
et  coupant  les  côtés  de  ABC  en  x^j^  z^  on  aura  la 
droite  o(x}  c),  et  cette  droite  enveloppera  une  conique 
Q,  inscrite  à  ABC  et  pour  la<juelle  X  sera  la  polai/e 
deO. 

Si  toA  coupe  BC  en  L,  ce  point  sera  le  conjugué  de  x 
sur  a).,  ,  et  comme 


VV  idX—  [II)' 

on  aura 

^  =  — } :: 

vvi(.u+  II,) 

et  tle  même 


^   ~  ),À,(v-i-v,)  '  ''  "'   ,u[Jii(À  -f-Xi)* 

On  a  donc  la  droite  o(jrj''z),  et  les  relations  donnent 

1(t  —  X  -f-  hfcry) 


y.  —  37-1-  Av  a-jK 

;jL (À  —  .r  -1-  X V  Ty  ) 

[J- 1  =  — ^ ^ 

A  -H  .r  —  Av  .ry 

V  ().-}-  37  —  Àv  a"  y  ) 

vi  =  ^ ; — 

X  —  A  -H  y.v  xy 


Or,  puisque  X,  passe  par  O,  on  a 


ou,  en  remplaçant 


—  =  I 


À  (  ua  -t-  À  ui  —  a3  )  '±(  ,ua  -!-  À  a  -f-  a3 

'  '  i —    •     y  _!_    1'    •    1 ! ! '. — 


;i.a  -I-  A  a 


Donc  (i),  0  enveloppe  la  conique  Q,  inscrite  selon  le 
Ann.  de  MatJiéinat.,?^'  st.-rie.  t.  XIV.  (  tiécemLre  iStjS,)        o-i 
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jiiil  0| 

('^•1 

rO' 

pour  li^quel 

À(  [xy.  -+-  ÀiJL  —  a3) 

^1 

~      ;j.a -!- À;jL -J- «3 

8. 

a(  aa  H-  À'Jl  -+-  aS  ) 

=  - — '-— = ô~  ' 

;j.a  —  AiJi  -i-  ctp 

—  v(;jia  —  AU  -+-  a^) 

ua  -I-  AV. 


D'ailleurs,  comme  on  a 

.  __       y  — Ti  o  ^       >■  —  ^1  ..  ^       i^  — h^i 

■^^  ^  vY,(  a—  3,  )'  '"^         Àa,(v— Yi)'  ''      |jl3i(À  — ajl' 

O  (i4)  est  le  pôle  de  X  par  rapport  à  Q,. 

lieninrque  I .  —  On  voit  aisément  cpie  si  O  appartient 
à  X,  cette  droite  est  tangenle  en  O,  et  que  si  O  est  le 
pôle  de  X  (tri,  ABC)  0|  se  confond  avec  O. 

Jieinnrqiie  II .  —  I.e  théorème  permet  de  décrire  une 
conique  dont  on  donne  trois  tangentes  ^,  è,  c  et  la 
polaire  X  d'un  point  O,  ou  encore  quatre  tangentes  et 
le  point  de  c<intact  de  l'une  d'elles. 

24.  Théorème.  —  Si  deux  triangles  sont  circon- 
scrits à  ABC  et  homologiqucs  avec  lui  [axes  X  et  X,  ), 
les  droites  qui  joignent  leurs  sommets  correspondants 
l  forment  un  triangle  a^v  inscrit  dans  ABC  et  homolo- 
gif/ue  avec  lui.  Le  centre  o>  d'homologie  est  le  qua- 
trième point  commun  aux  coniques  Q  et  Q(  circon- 
scrites à  ABC  selon  les  droites  X  <?f  X,,  et  V axe  o 
d'homologie  est  la  droite  qui  joint  les  points  O  et  O, , 
pôles  des  droites  X  et  Xt  par  rapport  à  ABC  et  aussi 
jfiar  rapport  à  ces  coniques. 

Coupons  ABC  par  X(auv)  et  X,  (  A,  <J.^  v,  ).  Les  droites 


(  •">ï-^  ) 

AÀ,  Bu.,  Cv,  crime   part,  vL  les  dioiles  A  A,,  l)u.|,  Cvi, 
d'autre  paît,  Ibnneiit  les  ti-iangles  IHK  et  1,H,K|  eir- 
eoiiscrils  à   ABC  et  lioinologi(|iu;s,  axes  X  et  X|  et  cen- 
tres 0( —  A,  —  u.,  —  v)  et  0|  ( —  )m  ,  —  u.| ,  —  V|  ). 
On  a  ' 


II, 


!-i  —  l'J'-i 


[JLfJ.|  (V  Vi   ) 

HH,  : 


KK,  : 


vv,{Xi 

—  X 

) 

V  — 

V, 

-h 

') 

V   

V] 

;j.ai(vi—  v)'  vv,(A,— À)'  ÀÀ,(;^  — ;j.i) 


X,- 

-X 

XX 

i(!^ 

—  !-«-i 

) 

Xj- 

-X 

XX 

iil^ 

—  1^1 

,)' 

X- 

Xi 

Ces  valeurs  montrent  que  les  droites  II,,  HH,,  KK, 
forment  un  triangle  aSy  inscrit  dans  ABC  et  homolo- 
gique  selon  le  centre  (o(a|jY), 

~   ;j.|j.i(v,— v)'  '^~vv,(Xi— X)'  '  ~   XXi(  ;j.  —  ,Ui/ 

et  selon  l'axe  p(-r,  -}  ,  s), 

ar=  —  ^,         j  =  -;i.  :•=  —  '[, 

qui  est  la  polaire  de  À. 

Or  on  a 

X         <j.  a         'il 

)    -^  7J   =  •  •  y  ^   'o'    ='• 

A  f.  A,  f. 

c'est-à-dire    que  w    appartient  aux   deux    coniques    Q 
et  Q,  et  par  suite  est  leur  quatrième  point  commun. 
Les  équations  précédentes  peuvent  d'ailleurs  s'écrire 

ce  —  [j(.  f  —  ;-ii  

=r).  ^  -y"  -''        —  X,  •     j-    "'■ 

ou  l'axe  0  passe  par 

0(—  X.   —  ;ji.   —  V) 

et 

0,(— X,.  -  ;/,.  -V,). 

pôles  des  droites  X  et  X, . 
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Renianiue.  —  Si  l'une  des  dioiles  X.  X|  csl  lixe,  on 
pourra  décrire  sa  conique,  eu  déplaçant  l'autre  droite, 

2o.  Ïhéorème.  —  Etant  donnés  Les  deux  points 
O(a^Y)  et  O,  (a,  [S,  yi  )•>  si  Les  côtés  coires/wndants  des 
triangles  a^y  et  a,  Ti,  y,  se  coupent  en  A,,  15,,  C,,  Le 
triangle  A,B,C,  sera  circonscrit  à  ABC  et  lioniolo- 
y/  gigue  avec  lui.  L'axe  p(A(j.v)  d'honiologie  est  la  qua- 
triènie  tangente  commune  aux  coniques  Q  et  Q,, 
inscrites  à  ABC  selon  les  points  O  et  Oi,  et  le  centre 
(o(jr)z)  d'homologie  est  le  point  de  rencontre  des 
droites  X(—  a,  —  [i,  — y)  et  X,  (—  ai,  —  [i,,  —  y,  ), 
polaires  de  O  ef  O,  par  rapport  à  ABC  et  aussi  par 
rapport  à  ces  coniques. 

On  a 
A, 

iî. 
G, 


Y  —  Y 1  ^i  —  ^-  t'  —  t^i       . 
YYi(?-;^i)'      '-'^l'Y  — Yi.»'      PPi(a-'^i)' 

Y  —  Yi  x  —  cii  '3i  —  ^ 


Ces  valeurs  montrent  que  les  points  (A,  B,,  C|), 
(A,,B,  C),  (A,,B,,C)  sont  trois  à  trois  en  lignes 
droites,  et  que  les  droites  AA,,  BB,,  CCi  sont  concou- 
rantes, c'est-à-dire  que  A,B,C,  est  circonscrit  à  ABC 
et  lioniologique  aveclui  selon  l'axe  p(lav). 


y.  —  2, 


cl  selon  le  centre  o)(xrz), 
qui  est  le  uôle  de  p. 


(  ^^7  ) 
Or  ou  a 


a  X]  <x 

p  =  '  '        y  -^  o-  =  '  • 


c'<'st-à-{lii'e  que   p  enveloppe  Q  et  Qi    et   par  siiile  est 
la  c|nati-ième  tangente  commune  à  ces  coniques. 
Les  équations  précëfleiites  peuvent  s'écrire 


■r  —  3  '  .r       '    —'fil 

ou  (i)  0)   appartient   à  X  et  à  X,    et  par  suite  est   leiu" 
point  de  rencontre. 

JRen/arqur.  —  Si  l'un  des  points  O,  Oi  est  iixe,  on 
pourra  construire  sa  conicpie  en  déplaçant  l'autre  point. 

26.  Je  terniint;  cette  jNote  en  résumant  les  construc- 
tions obtenues  de  la  conique  Q  de  cinq  points  A,  B,  C, 
D,  E.  Eu  prenant  ABC  pour  triangle  de  référence,  si  Y 
et  Z  sont  les  polaires  des  points  D  et  E,  la  polaii-e  X  du 
point  0(YZ)  sera  la  droite  suivant  laquelle  la  conique  Q 
sera  circonscrite  à  ABC.  Après  avoir  obtenu,  avec  la 
règle,  le  point  O  et  la  droite  X()jj.v),  on  pouri-a  tracer 
la  conique  Q  : 

I.  Par  le  pôle  co  d'une  droite  p  passant  par  O: 

II.  A  l'aide  d'un    point  décrivant  la  droitt;  X(l()ou 

20); 

IIJ.   En  déplaçant  une  droite  X,  (-i); 

IV.  En  s'aidant  du  centre  de  la  conique,  que  l'on 
obtient  en  joignant  les  sommets  du  triangle  des  droites 
A/.,  Vi'j.,  Cv  auK  milieux  des  côtés  de  ABC,  et  utilisant 
la  remaïqut;  11  du  n"  itl. 
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CO.\COl]RS  D'AD1Î!SS!0\  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  I89I). 


PREMIERE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O y,  sur  l'axe 
des  X  un  point  A  d'abscisse  x  =  p,  sur  l'axe  des  j^  un  point  B 
d'ordonnée  y  ^=  q .  Ecrire  l'équation  générale  des  coniques 
passant  par  le  point  A,  tangentes  à  l'axe  des  jk  en  B  et  admet- 
tant, pour  diamètre  conjugué  de  Oy,  une  droite  dont  le  coef- 
ficient angulaire  est  m. 

1°  Faisant  varier  m,  on  cherchera  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  qui  font  partie  du  faisceau  de  coniques 
représentées  par  l'équation  générale  et  le  lieu  du  point  de 
rencontre  du  diamètre  conjugué  de  Oy  dans  ces  hyperboles 
avec  leur  tangente  en  A.  On  distinguera  sur  ces  deux  lieux 
les  régions  qui  répondent  à  des  hyperboles  pour  lesquelles  les 
points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche,  de  celles  sur  les- 
quelles ces  points  sont  sur  des  branches  différentes. 

2°  Faisant  encore  varier  m  et  considérant  les  paraboles  qui 
font  partie  du  faisceau  de  coniques  représentées  par  l'équa- 
tion générale,  on  démontrera  que  par  un  point  du  plan  on 
peut  faire  passer  trois  axes  de  ces  paraboles.  On  considérera 
les  points  du  plan  pour  lesquels  un  des  axes  est  parallèle 
à  O^  et  l'on  cherchera  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
deux  paraboles  qui  correspondent  aux  axes  non  parallèles 
à  Oy. 

3°  On  formera  l'équation  de  la  corde  commune  AG  de  ces 
deux  paraboles  et  l'on  cherchera  le  lieu  de  l'intersection  d'une 
parallèle  à  cette  corde  menée  par  l'origine  avec  les  diamètres 
conjugués  de  Oy  dans  dans  ces  mêmes  paraboles. 

Épure. 

On  considère  une  sphère  de  centre  0  dont  la  cote  et  l'éloi- 
gnement  sont  fixés  à  90"™,  le  rayon  de  la   sphère  R  =  So"""  et 
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un  cùnc  de  rcvolutiou  dont,  le  soiiiinel  (x,  a')  est  ainsi  défini  :  la 
projetante  de  ce  point  se  confond  avec  la  tangenle  commune 
aux  deux  contours  apparents  de  la  splière  vers  la  gauche,  la 
projection  horizontale  de  S  est  située  sur  le  contour  apparent 
de  la  sphère  et  la  cote  de  ce  point  est  de  -ijo"""  au-dessus  du 


'          •Tf^' 

'          ^'^"^Ï^^- 

^  ^;  /  A       '\    1     \ 

;      ;  '\  1    \     i     '  '  \/ 

'è 

■      '  '     x^  \   '     !  1/    ^ 

l«l 

;,x  :  ;    :^Sp:{-^r 

:    Y 

Lé 

-1  i-i.^1  AZjjM     ' 

S\    A      B                '  j 
\                                   j 

_    >L. 

G 

^— ^ 

' 

^7"  "-/m 


plan  horizontal  de  projection.  L'axe  de  ce  cône  est  une  droite 
de  front  (s«,  s' z')  qui  rencontre  le  diamètre  de  la  sphère  paral- 
lèle à  la  ligne  de  terre  en  un  point  (-,  z')  situé  à  droite  de  O  et 
à  une  distance  de  aâ'"'".  La  génératrice  de  front  {sg-,s'g-')  du 
cône  s'obtient  en  menant  de  (s,  s'}  une  tangente  au  grand  cercle 
de  front  de  la  sphère  dont  le  contact  a  lieu  en  (m,  m'). 

Cela  étant,  on  demande  : 

1°  De  déterminer  l'intersection  du  cône  et  de  la  sphère.  On 
aura  soin  de  déterminer,  outre  un  point  courant  et  sa  tangente, 
les  points  et  tangentes  remarquables; 

%°  De  représenter  le  tronc  de  cône  limité  par  les  sections 
droites  des  points  {a,  a' )  et  (  b,  b' )  où  l'intersection  rencontre  le 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère  en  supprimant  de  ce 
tronc  de  cône  la  portion  comprise  dans  la  sphère. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  deux  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tronc  fie  cône  entaillé  par  une  sphère. 
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La  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et 
à  25o"""  du  petit  côté  supérieur.  La  projetante  (o,  o')  est  au 
milieu  de  la  feuille. 

Cadre  de  0,27  sur  o,43. 

Calcul  triffono métrique. 

1"  Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ABC  dans 
lequel  on  connaît  la  surface  S,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et 
le  rayon  /•'  du  cercle  ex-inscrit  situé  dans  l'angle  A, 

S  =  83'2"%78G, 
/•  =  927™,  28'), 
/•'  =  127G™,  47a. 

2°  Donner  la  valeur  minimum  de  la  surface  S  qui  corres- 
pond aux  valeurs  numériques  données  pour  /■  et  pour  r'. 

Plijsique. 

On  forme,  avec  une  balance  juste,  un  baroscope. 

Soient  P  et/)  les  poids  réels,  V  et  v  les  volumes  des  deux 
sphères  à  t°;  la  balance  étant  fermée  et  pleine  d'air  sec  à  la 
température  t"  et  sous  la  pression  H,  l'équilibre  existe. 

Montrer  comment  : 

I"  A  température  constante  l'appareil  peut  servir  de  mano- 
mètre, puisque  la  tangente  de  l'angle  d'inclinaison  du  fléau 
est  proportionnelle  à  la  variation  de  pression  ; 

2°  A  pression  et  à  température  constantes  l'appareil  peut 
servir  d'hygromètre;  il  suffit  en  effet,  pour  pouvoir  calculer 
l'état  hygrométrique  e  d'un  lieu,  d'ouvrir  la  balance  pour 
donner  libre  accès  à  l'air  humide  et  de  déterminer  les  poids  tt 
nécessaires  pour  ramener  l'équilibre; 

3°  Calculer  dans  ce  deuxième  cas,  l'état  hygrométrique  e 
correspondant  aux  données  numériques  suivantes  : 

f/  =  |(vap.  d'eau),  ^' =  i835<^°'\2, 

1  =  1-"^        rt  =  oS', 001293  ; 

-  =  o"'',02j3,         V  =  3'™', 

Vi  =  2G™'",  ),  d  =  o,oo366. 


(  ^>'^^  ) 

Chimie. 

i"  Préparations  des  métalloïdes.  —  Écrire  seulement  les 
formules  des  réactions. 

■2°  Problème.  —  Dans  un  ballon  analogue  à  celui  de  Lavoi- 
sier,  on  cliauiïe  lo"'  d'un  mélange  d'oxygène  et  d'azote  avec 
ioo*5'  de  mercure.  On  arrête  l'expérience  quand  l'absorption 
de  l'oxygène  est  terminée  (on  la  suppose  complète). 

Après  refroidissement,  on  verse  un  excès  d'acide  sulfuriquc 
concentré;  on  chaulTe  jusqu'à  dissolution  complète  et  l'on 
recueille  le  gaz  qui  se  dégage  sur  la  cuve  à  mercure;  on  le 
mesure  et  l'on  trouve  G'",  968. 

On  demande  : 

1°  La  nature  du  gaz  recueilli; 

1°  La  composition  centésimale,  en  volumes,  du  mélange 
d'oxygène  et  d'azote  contenu  dans  le  ballon. 

Les  gaz  seront  supposés  secs  et  dans  les  conditions  normales 
de  température  et  de  pression 

0=0,0695,         H  =  i,         0  =  16,         S  =  32,         Hg  =  -20o. 


SKCOXDE   SESSroX. 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires^  on 
demande  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  ad- 
mettant une  asymptote  passant  par  un  point  fixe  B  de  l'axe 
des  y  et  dont  le  coefficient  angulaire  soit  m,  telles  en  outre 
que  le  produit  des  abscisses  à  l'origine  des  asymptotes  soit 
constant  et  que  le  carré  du  demi-axe  transverse  soit  aa^. 

Faisant  varier  m  et  a  : 

i»  Démontrer  que  les  axes  de  symétrie  de  ces  hyperboles 
forment  un  faisceau  passant  par  deux  points  fixes  et  prouver 
géométriquement  que  le  lieu  des  sommets  de  celles  de  ces 
iiyperboles  dont  les  axes  transverses  sont  égaux  est  uni  lima- 
çon de  Pascal. 
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"2"  On  considérera  les  hyperboles  du  faisceau  telles  que,  l'o- 
rigine des  coordonnées  se  trouvant  avec  la  courbe  dans  un 
même  angle  des  asymptotes,  le  produit  de  m  et  des  abscisses 
à  l'origine  des  asymptotes  soit  de  signe  contraire  au  produit 
des  distances  de  l'origine  aux  asymptotes. 

On  démontrera  que,  par  un  point  du  plan,  on  peut  mener 
deux,  hyperboles  de  ce  système  ayant  un  axe  transverse 
donné. 

S°  Trouver  le  lieu  A  des  points  |)ar  lesquels  on  peut  mener 
deux  de  ces  hyperboles  telles  qu'une  asymptote,  passant 
par  B,  ait  pour  coefficient  angulaire  -f-i,  pour  l'une,  et  — i, 
pour  l'autre. 

4"  On  considérera,  pour  chaque  point  du  lieu  A,  les  hyper- 
boles qui  répondent,  l'une  à  la  valeur  maximum,  l'autre  à  la 
valeur  minimum  de  l'axe  transverse  ;  on  leur  mènera  une  tan- 
g,'nte  commune  et  l'on  cherchera  le  lieu  du  milieu  de  la  dis- 
tance des  points  de  contact. 

Epure. 

Dans  le  plan  de  bout  P'aQ,  incliné  à  4^"  sur  le  plan  hori- 
zontal, on  considère  un  cercle  de  ôo'"™  de  rayon  tangent  au 
plan  horizontal;  le  centre  de  ce  cercle  est  éloigné  de  go""""  du 


^è; 

^i      & 

W         V 

■5 
J.lS'^/m. 

Q 

plan  vertical.  Ce  cercle  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

On    considère  d'autre    part  un   cône    de    révolution   dont    le 
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sommet  (5,  s' )  est  placé  sur  l'axe  de  ce  cylindre.  La  projetante 
de  (s,  5')  se  confond  avec  aQ  et  l'axe  de  ce  cône  est  perpendi- 
culaire au  plan  P'atQ. 

Le  demi-angle  a>  au  sommet  du  cône  est  de  43°- 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  déterminer  complètement  la  courbe  d'intersection  du 
cylindre  avec  les  deux  nappes  du  cône; 

■i°  De  représenter  le  solide  formé  par  le  cône  et  le  cylindre 
en  limitant  ce  solide  aux  deux  plans  de  bout  symétriques  P'aQ 
et  R'aQ. 

Le  cône  sera  limité  à  sa  partie  supérieure  par  le  plan  hori- 
zontal H'  tangent  au  cylindre  suivant  la  génératrice  culmi- 
nante. 

Les  deux  plans  P'aO  et  R'aQ  ainsi  que  les  surfaces  du  cône 
et  du  cylindre  sont  opaques;  le  plan  H'  horizontal  supérieur 
sera  seul  considéré  comme  étant  transparent. 

Observations.  —  Dans  le  tracé  à  l'encre  les  portions  de  la 
courbe  d'intersection  du  cône  et  du  cylindre,  qui  sont  exté- 
rieures aux  deux  plans  P'aQ  et  R'aQ,  seront  tracées  à  l'encre 
bleue. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées 
pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  ligne  d'intersection 
ou  des  sections  planes  et  les  tangentes  en  ces  points.  Le  tracé 
au  net  devra  faire  ressortir  les  constructions  des  points  ou 
droites  remarquables. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Cône  et  cylindre  limités  par  des  plans. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o'",2io  du  côté  supérieur. 

Calcul  trigonomé trique. 

Résoudre  le  triangle  ABC  dans  lequel  on  donne  les  côtés  b, 
c  ainsi  que  l'aire  S'  du  triangle  DEF  qui  a  pour  côtés  les  lon- 
gueurs des  médianes  du  triangle  ABC. 

Oc  choisira,  parmi  les  solutions  qui  répondent  aux  données 
numériques,  celle  pour  laquelle  la  hauteur  issue  du  sommet  A 
a  la  moindre  valeur. 

S'  =  9|3i76o%         />  =  49728"',7,         0  =  67917'", 8. 


(  5.^4  ) 

p. -S.  —  On  prouvera  que  S'  est  égal  aux  trois  quarts  de  la 
surface  S  du  triangle  ABC. 


Physique. 

Un  piston  sans  frottement,  de  poids  -,  de  section  S'""'  repose 
sur  le  fond  d'un  cylindre  vertical  ouvert  à  sa  partie  supérieure 
dans  l'atmosphère. 

Dans  le  fond  se  trouve  une    soupape  qui   met  le  cylindre  en 


■■'///y/m 


relation  avec  une  chaudière  de  capacité  V  litres  qui  contient 
1\I  kilog.  d'eau  et  de  vapeur  et  qui  est  maintenue  à  une  tem- 
pérature constante  T  à  laquelle  correspond  une  pression  de 
vapeur  de  P  kilog.  par  centimètre  carré. 

Le  cylindre  est  chauffé  à  une  température  Ti  telle  que  : 

1°  La  pression  Pj  kilog.  par  centimètre  carré  correspon- 
dante soit  exactement  celle  qui  est  transmise  par  le  piston  ; 

2°  La  distance  P  —  Pi  soit  exactement  celle  qui  est  néces- 
saire pour  le  fonctionnement  de  la  soupape. 

On  demande  de  calculer  le  déplacement  du  piston. 

Exemple  numérique  : 


V  =  3o''S 

T  =  i65% 

M  =&i, 

T,  =144% 

-  = lOOOO 

ayon  du  piston 

p 


^  IJ, 


R  =  3i' 


\^j. 


Densité  de  la  vapeur  deau 

d  =  o,6->,-2. 
Coefficient  de  dilatation  des  ga/. 

a  =  o,oo')(i7. 


(  --^  ) 

C/i  im  le . 

1°  Ozone. 

■>y  P/'oblènie.  —  On  clianlVc  lo"''  de  [)Iiosphore  avec  un 
excès  (le  sulfure  de  baryum  cl  d'eau.  Les  gaz  dégagés  sont 
reçus  dans  une  dissolution  préparée  en  attaquant  loo^''  d'ar- 
gent pur  par  l'acide  azotique,  étendant  d'eau  et  ajoutant  un 
excès  d'ammoniaque. 

On  demande  : 

i"  La  nature  du  précipité  qui  se  forme; 

•1°  Le  poids  d'argent  dissous  restant  dans  la  liqueur  ammo- 
niacale. 


H 


O  =  i6,         S  =  32,         Az  =  I  ), 
Ag  =  ioS,         Ba  =  i3-. 


P 


Si, 
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EXERCICES 


OIESTIONS  RÉSOLIES. 


Question  1257 

Etant  donné  dans  un  plan  un  pentagone  convexe  quel- 
conque ABCDE,  chaque  système  de  trois  côtés  consécutifs 
forme  un  triangle.  Démontrer  cjue  les  cinq  circonférences 
circonscrites  à  ces  triangles  détertninent  par  leurs  inter- 
sections cinq  points  situés  sur  une  même  circonférence. 

SOLUTION 
Par  M.  Paul  Terrier. 

Cette  question  a  été  posée  et  résolue,  il  y  a  bien  des  années, 
par  M.  Auguste  Miquel  (voir  Catalan,  Théorèmes  et  problè- 
mes, S"  édition,  p.  ii8,  et  Salmon,  Géométrie  analytique, 
p.  341).  En  voici  une  solution  fort  différente. 

Soient  AB<a?,  BGe,  GDa,  DE6,  EAc  les  triangles  construits 
dans  les  conditions  énoncées  (i);  d^,  Ci,  «j,  bi,  Cj  les  centres 
des  circonférences  respectivement  circonscrites  à  ces  trian- 
gles; 60)  Co,  rfo>  ^oj  «0  les  points,  autres  que  les  sommets  du 
pentagone,  où  se  coupent  respectivement  les  couples  de  cir- 
conférences di  et  Cl,  Cl  et  ai,  a^  et  by,  etc.;  soient  enfin  Aj, 
Bi,  Ci,  Di,  El  les  centres  des  circonférences  circonscrites  aux 
cinq  triangles  bXe,  cBa,  dCb,  eDc,  aEd,  formés  par  deux 
côtés  consécutifs  du  pentagone  et  par  le  côté  opposé  au  sommet 
où  se  coupent  les  deux  premiers  côtés. 

Les  cinq  côtés  du  pentagone,  pris  quatre  à  quatre,  détermi- 
nent cinq  quadrilatères  complets,  dans  chacun  desquels  les 
quatre  côtés,  pris  trois  à  trois,  déterminent  à  leur  tour  quatre 
triangles.  Le  quadrilatère  cBGD,  par  exemple,  comprend  les 
triangles  inscrits  aux  circonférences  Bj,  Dj,  d,  ai,  et  l'on  sait 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figui'e. 

1* 


iX 


(  ^*  ) 

que  ces  quatre  circonférences  se  coupent  au  point  Co,  déjà  dé- 
terminé par  l'intersection  de  deux,  d'entre  elles,  Ci  et  «j.  De 
même,  les  circonférences  Bi,  Ei,  «],  Cj  se  coupent  au  point  ao, 
et  ainsi  de  suite. 

Cela  posé,  on  a  successivement,  pour  les  quadrilatères  in- 
scriptibles  : 

Coaoeo=  CoGoC  —  e^aoc 

=  2"'''  —  C(,ac  —  (9.^''  —  Co Ec) (circonférences  Aj  et  Ci) 
= 'j.''''  —  Co<^oD  —  eo<^oD  (circonférences  ai  et  d^) 
—  a''""  —  CodoCo. 

Les  angles  c^a^eo,  CodoCo  étant  supplémentaires,  il  en  ré- 
sulte que  les  points  «o,  Co,  do,  Cq  sont  sur  une  circonférence  O 
qui,  pour  les  mêmes  raisons,  contient  aussi  le  point  b^.  La 
proposition  est  donc  démontrée. 

On  voit  de  plus  que  la  propriété  énoncée  appartient,  non 
seulement  aux  circonférences  «1,  èj,  ...,  circonscrites  aux 
cinq  triangles  formés  par  trois  côtés  consécutifs  du  pentagone 
donné,  mais  encore  aux  cinq  circonférences  Aj,  Bj,  . . .,  cir- 
conscrites aux  triangles  formés  par  trois  côtés  consécutifs 
du  pentagone  étoile  adbec. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  point  de  commune  intersection  des 
quatre  circonférences  circonscrites  aux  quatre  triangles  formés 
par  les  côtés  d'un  quadrilatère,  pris  trois  à  trois,  est  le  foyer 
^  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère  et  que  les  centres  de 
ces  quatre  circonférences  sont  eux-mêmes  sur  une  cinquième 
circonférence  passant  aussi  par  le  foyer  (i).  Si  nous  désignons 
par  a,  p,  ...,  £  les  centres  des  cinq  circonférences  de  cette 
dernière  espèce  relatives  aux  cinq  quadrilatères  BiEiCiofi, 
AiGi<iiei,  .  .  .,  AiDi^iCi,  nous  arrivons  à  voir  que  chacun 
des  points  tels  que  ao  est  le  point  d'intersection,  non  seule- 
ment des  trois  circonférences  indiquées  dans  l'énoncé  de  la 
question  '12o7  (cj,  di  et  O),  mais  encore  de  trois  autres  cir- 
conférences (Bi,  El,  a). 

Le   même  énoncé  peut  d'ailleurs,   d'après  ce   qui  précède, 
être  remplacé  par  cet  autre  plus  général  : 

Les  cinq  paraboles   inscrites   aux  quadrilatères  formés 


(')  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.   m;  1876. 
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par  les  càté<   d'un  pentagone,  pris   quatre  à  quatre,  ont 
leurs  foyers  distribués  sur  une  circonférence. 

Eu  se  fondanl  sur  les  propriétés  que  nous  venons  de  rap- 
peler, et  par  la  seule  considération  d'une  suite  de  quadrila- 
tères inscrits  dans  les  diverses  circonférences  de  la  figure,  on 
arrive  à  démontrer  cette  nouvelle  et  intéressante  proposition  : 

Les  centres  des  dix  circonférences  C  circonscrites  aux 
dix  triani^les  formés  par  les  côtés  d'un  pentagone,  pris 
trois  à  trois,  sont  distribués  quatre  à  quatre  sur  cinq  cir- 
conférences G],  qui  passent  respectivement  aux  foyers  des 
cinq  paraboles  inscrites  aux  quadrilatères  formés  par  les 
côtés  du  pentagone  pris  quatre  à  quatre.  Les  circonfé- 
rences Cl  ont  elles-mêmes  leurs  centres  sur  une  circonfé- 
rence tt)  et  elles  coupent  toutes  la  circonférence  O,  qui 
contient  les  foyers  des  cinq  paraboles,  en  un  même  point  M, 
situé  sur  la  ligne  des  centres  toO. 

Lorsque  deux  eûtes  du  pentagone  sont  parallèles  entre  eux, 
on  vérifie  les  particularités  suivantes  : 

Trois  des  dix  circonférences  C  ont  leurs  centres  à  l'infini  et 
se  confondt-nt  respectivement  avec  les  côtés  non  parallèles  du 
pentagone.  Une  quatrième  circonférence  G  (celle  qui  contient 
le  sommet  du  pentagone  par  lequel  ne  passe  aucun  des  deux 
côtés  parallèles)  se  confond  avec  la  circonférence  O  des 
foyers.  Deux  des  circonférences  Gj  ont  leurs  centres  à  distance, 
finie  et  se  coupent  au  point  M  sur  la  circonférence  O.  Les  trois 
autres  ont  leurs  centres  à  l'infini  et  se  réduisent  à  trois  droites 
qui  partent  des  sommets  du  triangle  formé  par  les  côtés  non 
parallèles  du  pentagone  et  qui  concourent  au  point  M.  La  cir- 
conférence 0)  a  son  centre  à  l'infini  et  se  réduit  à  une  droite 
perpendiculaire  sur  OM  en  son  milieu. 

On  déduit  immédiatement  cette  proposition  restreinte   : 

Les  côtés  d'un  triangle  T,  pris  deux  à  deux,  forment 
avec  deux  transversales  parallèles  quelconques  deux 
groupes  de  trois  triangles  inscrits  dans  des  circonférences 
dont  les  centres  sont  les  sommets  de  deux  nouveaux  trian- 
gles t.  Les  triangles  t  sont  homologiques  entre  eux  et  lio- 
mologiques  à  T,  par  rapport  à  un  centre  M,  situé  sur  la 
circonférence  O  circonscrite  à  T:  ils  sont,  de  plus,  respec- 
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tlveinent  inscrits  dans  deux  circonférences  qui  passent  par 
le  centre  d'honiologie  M  et  par  le  centre  O. 

Le  point  M  est  le  foyer  d'une  parabole  inscrite  au  triangle 
donné  et  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  trans- 
versales. 

Enfin,  lorsque  le  pentagone  a  quatre  côtés  parallèles  deux 
à  deux,  c'est-à-dire  lorsqu'il  est  formé  d'un  parallélogramme 
écorné  par  une  transversale  quelconque,  on  a  les  résultats  sui- 
vants : 

Quatre  des  dix  circonférences  G  se  confondent  respective- 
ment avec  les  quatre  côtés  parallèles  deux  à  deux;  deux  autres 
avec  le  cinquième  côté  isolé  du  pentagone.  Les  quatre  der- 
nières ont  leurs  centres  à  distance  finie,  et  chacune  d'elles  est 
tangente  à  deux  des  trois  autres. 

Quatre  foyers  sur  cinq  sont  alignés  sur  le  côté  isolé  du  pen- 
tagone, aux  points  de  contact  des  quatre  circonférences  G,  deux 
à  deux  ;  le  cinquième  foyer,  dépendant  du  sommet  du  penta- 
gone, opposé  au  côté  isolé  est  à  l'infini,  en  sorte  que  le  centre 
de  la  circonférence  O  est  aussi  à  l'infini. 

La  circonférence  Gi,  relative  au  dernier  sommet  considéré, 
est  tout  entière  à  l'infini.  Il  en  est  de  même  du  point  de  com- 
mune intersection  M  et  de  la  circonférence  lo  tout  entière. 

Les  quatre  autres  circonférences  Gj  ont  leurs  centres  à  l'in- 
fini et  se  résolvent  en  quatre  droites  qui  sont  les  côtés  d'un 
nouveau  parallélogramme  ayant  même  côté  isolé  que  le  paral- 
lélogramme donné.  En  opérant  sur  ce  parallélogramme  comme 
sur  le  précédent,  et  de  même  sur  les  suivants,  on  obtiendrait 
tine  série  de  pentagones  ayant  un  côté  commun,  et  les  quatre 
autres  côtés  parallèles  entre  eux  deux  à  deux.  Dans  chacun  de 
ces  pentagones,  l'angle  opposé  au  côté  isolé  est  double  de  ce 
qu'il  était  dans  le  pentagone  précédent  et  la  limite  de  ces 
figures  pentagonales  transformées  est  le  côté  isolé  commun  à 
toutes. 

Quand  le  pentagone  donné  est  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence TT,  l'axe  radical  A13  des  circonférences  tt  et  d^  et  l'axe 
radical  «o^o  des  circonférences  O  et  d^  se  coupent  sur  l'axe 
radical  RS  des  circonférences  tt  et  O  ;  BG  et  ^oCq  se  coupent 
pareillement  sur  RS  et  ainsi  de  suite.  Donc  : 

Les  cotés  d'un  pentagone  A,  inscrit  dans  une  circonfé- 
rence,   sont    coupés    respectivement    en    cinq    points    d'une 
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même  droite  par  les  côtés  correspondants  du  pentagone  a^, 
qui  a  pour  sommets  les  foyers  des  paraboles  inscrites  aux 
cinq  quadrilatères  formés  par  les  côtés  du  pentagone  A, 
pris  quatre  à  quatre. 

Note.  —  iMM.  Lez  et  F.  Pisani  ont  aussi  résolu  la  (}ucstion. 

Question  1266. 
Si,  par  le  pôle  de  l'orthogénide 

_1        _i 
p    s  =  «    3  sin  ( —  i  w), 

on  mène  une  droite  quelconque,  les  tangentes  aux  points 
d'intersection  de  cette  droite  avec  l'orthogénide  forment 
un  triangle  équilatéral.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  ce 
triangle  et  V enveloppe  du  cercle  circonscrit,  lorsque  la 
droite  oscille  autour  du  pôle.  (E.  Lucas.) 

SOLUTION. 
Pai-  M.  E.  Fauquemrergue. 

La  courbe,  représentée  par  l'équation  ci-dessus,  est  la  caus- 
tique par  rétlevion  de  la  parabole,  pour  des  rayons  incidents 
perpendiculaires  à  l'axe.  MiM.  Barbier  et  Lucas  en  ont  fait  une 
étude  détaillée  dans  les  Nouvelles  Annales  (2®  série,  t.  V, 
p.  ay  et  suiv.). 

Elle  rentre  dans  une  famille  de  courbes  remarquables  dont 
l'équation  est 

p«=:  A  sin/iw. 

M.  Haton  de  la  Goupillière,  qui  a  proposé  de  leur  donner  le 
nom  de  spirales  sinusoïdes,  a  résumé  les  nombreuses  pro- 
])riétés  de  ces  courbes  dans  un  intéressant  article,  inséré  dans 
ce  même  Recueil  (2'^  série,  t.  XV,  p.  97  et  suiv.). 

Nous  rappellerons  les  deux  suivantes  : 

1°  L'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  est  égal  à 
n  fois  l'inclinaison  de  ce  dernier  sur  l'axe  polaire; 

2°  L'angle  des  tangentes  menées  aux  extrémités  de  deux 
rayons  vecteurs  quelconques  est  égal  à  (/i-f-r)  fois  celui  de 
ces  rayons. 

On  déduit  immédiatement  de  là  que,  dans  l'orthogénide,  les 
tangentes  aux  trois  intersections  par  un  même  rayon  focal 
forment  toujours  un  triangle  équilatéral. 
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La  première  de  ces  propriétés  donne  un  moyen  rapide  d'écrire 
les  équations  des  trois  tangentes.  On  peut  aussi  employer 
l'équation  générale  de  la  tangente  à  la  courbe  dont  l'équation 

est  mise  sous  la  forme  -  =y(w),  savoir  : 

-  =  /(  w  )  cos  (  12  —  (jd  )  -1-  /'  (  w  )  si  n  (  0  —  o)  ) , 

On   observera  que,   pour  une  même  valeur  de  langle  polaire, 

les  trois  valeurs  de  -  sont 

P 


-sin'  -; 
a  i 


I       .  / 10  2  -  \  I       .     „  /  OJ  4  ~  \ 


En  prenant  pour  axe  des  X  l'axe  polaire,  on  trouvera  aisé- 
ment, d'après  les  remarques  précédentes,  que  les  équations  des 
trois  tangentes  sont  : 

Lk^  X  sin2(cp  -4-  Ka)  —  Ycos2(o -i-Iva)  —  «coséc'-(o-i-  Ka)  =  o, 

(K  =  0,    I,-2)' 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger. 


w 

■JT 

TT    =    ^ 

et 

_ 

3 

3 

Si  l'on  ne  cherchait  que  le  lieu  du  centre  du  triangle,  le  pro- 
cédé le  plus  simple  serait,  peut-être,  d'éliminer  cp  entre  les 
équations  de  deux  bissectrices 

L3 — Li  =  o         et         L3 — L2=o. 

Mais,  comme  nous  aurons  besoin  de  l'équation  du  cercle  cir- 
conscrit, nous  allons  la  former. 

Le  triangle  étant  équilatéral,  l'équation  générale  du  cercle 
circonscrit  se  simplifie  et  devient 

U  ^  Lj  L2  -H  L2  L3  -f-  L3  Li  =  o. 

En  vertu  de  l'identité 

(SL,)-2=SLf-t-22:LiL2, 
on  peut  remplacer  l'équation  précédente  par  celle-ci  : 
L|  +  L|-4-L|  — (L, -f-  L2+L3)2=o. 
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Les  calculs  sonl  alors  plus  symétriques.  Ils  sont  suffisamment 
simples,  parce  que  l'on  a  à  opérer  sur  des  lignes  trigonomé- 
triqucs  d'angles  en  progression  arithmétique. 

Toutes  réductions  (')  faites,  on  trouve,  pour  l'équation  du 
cercle, 
Xî-i-Y»—  8a X  cotoj-f-  4rt  Y(3  cot^co  -4- 1) —  Saa^  coséc^io  =  o, 

ou,  en  désignant  coto)  par  X  et  ordonnant, 

(i)     4a(3Y  — 8a)X2— 8«XX-+-X2-f-(Y4-8a)(Y  — 4«;  =  o. 

Les  équations  du  contre  sont 

X  =  4aÀ         et        Y  =— ^«(SXiî-hi). 
L'élimination  de  À  donne 

Le  lieu  du  centre  est  donc  une  parabole  dont  l'axe  se  confond 
avec  l'axe  des  Y. 

Le  paramètre  variable  X,  entrant  au  second  degré  dans  l'équa- 
tion (r),  on  aura  l'enveloppe  du  cercle  en  écrivant  que  l'équa- 
tion a  ses  deux  racines  égales. 

L'équation   que  l'on    obtient   ainsi  peut   se   mettre    sous  la 

forme 

(Y  — 4a)(3X2-^3Y2-M6aY  — 64a2)  =  o. 

Elle  se  décompose  en  deux  autres, 
Y=4« 

(')  Les  simplifications  résultent  des  relations  suivantes,  qui  sont 
des  conséquences  de  formules  connues  : 

A- =  2  A=2 

V  sin  2  (  9  +  A-  2  )  =  V  cos  2  (  9  +  A-  a  )  =  0  ; 
/i  =  o  A=o 

/>  =  2  A-=2 

V  sin^2(9  4-A-a)=^  cos'2(9  +  Aa)  =  |; 

k=0  A=0 

*=2  k=2 

y  cot(9  -f- A-a)=  3cot39;         ^  cot-(?  + A-a)  =  gcot'Sç  +  e; 
k=o  *=o 

4sinf  sin(9  +  a)  sin('f  +  2ï)=  sinS-f. 


(8'  ) 
et 


x,.(v.-y=(-)'. 


Le  cercle  variable  reste  donc  constamment  tangent  à  la  droite 
y  =  ^a^  parallèle  à  l'axe  des  X  et  à  un  cercle  ayant  son  centre 
sur  l'axe  des  Y. 

Nota.  —  M.  Moret-Blanc  a  aussi  résolu  la  question. 

Question  1267. 

On  donne  une  circonférence  dont  le  centre  est  O,  et  une 
droite  ol.  On  a,  sur  cette  droite,  deux  divisions  honiogra- 
phiques,  dont  A  et  A.'  sont  deux  points  correspondants.  Par 
A  et  A'  on  mène  des  tangentes  à  la  circonférence;  elles  se 
coupent  en  quatre  points  dont  on  demande  le  lieu  géomé- 
trique. 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  particulier  où  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  droite  a 
est  le  point  milieu  des  deux  point  doubles  imaginaires  des 
divisions  Homo  graphiques .  Cas  particulier  où  les  divisions 
sont  en  involution  et  ont  leurs  points  doubles  imaginaires. 

(Ed.  Dewilf.) 

solution 
Par  M.  Mouet-Blanc. 

Soit  D  une  droite  quelconque.  A  chaque  point  A  correspond 
un  point  A',  deux  tangentes  issues  de  A,  qui  coupent  la  droite 
D  en  deux  points  nii,  m^,  et  deux  droites  issues  de  A',  qui  la 
coupent  aux  points  ni,  n^. 

En  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  aura  sur  la 
droite  D  quatre  points  de  coïncidence  d'un  point  m  avec  un 
point  n,  et,  par  conséquent,  quatre  points  du  lieu;  ce  lieu  est 
donc  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Si  les  divisions  sont  en  involution,  un  point  de  coïncidence 
se  reproduira  quand  on  permutera  A  et  A'  :  les  quatre  points 
de  coïncidence  se  réduiront  à  deux,  et  le  lieu  sera  une  conique. 

Soit  OC  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  droite  a. 
Si  C   est  le    point  milieu  des  deux   points  doubles  imaginaires 
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des  divisions  homographiques,  G'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  G  de  la  première  et  I  le  point  de 
la  première  qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  on  sait 
qu'il  existe  sur  OG,  de  part  et  d'autre  du  point  G,  un  point  P 
tel  que 

CP  =  v/GI.GG\ 

d'où  l'on  voit  chaque  segment  AA'  sous  un  angle  constant. 
Soit 

CA .  GA'  +  «(  GA  —  GA'  )  +  c'^  =  o 

la  relation  d'homographie,  a  et  c  étant  des  constantes  don- 
nées. 

En  faisant  GA'=  x,  on  a 

GI  =  a, 

et  en  faisant  GA  =  o,  on  a 

GG'=  —, 
a 

d'où 

CP  =  c. 

Les  divisions  homographiques  seront  déterminées  par  l'angle 
constant  GPG'  tournant  autour  du  point  P.  On  facilitera  la 
construction  en  décrivant  une  circonférence  du  point  P  comme 
centre,  sur  laquelle  il  suffira  de  prendre  un  arc  égal  à  celui 
qui  est  intercepté  par  GPG' pour  avoir  les  directions  de  PA 
et  PA'. 

On  voit  que  la  ligne  OG  sera  un  axe  de  symétrie  du  lieu 
cherché,  de  sorte  que  chaque  couple  de  points  A,  A'  donnera 
huit  points  du  lieu. 

On  obtiendra  les  points  situés  sur  l'axe  en  plaçant  l'angle 
APA',  de  manière  que  PO  soit  sa  bissectrice  :  on  voit  qu'il  n'y 
a  sur  l'axe  que  deux  points  réels. 

Si,  le  point  G  étant  le  point  milieu  des  deux  points  doubles 
imaginaires,  les  divisions  homographiques  sont  en  involution, 
les  segments  AA'  seront  vus  du  point  P  sous  un  angle  droit; 
le  lieu  cherché  sera  une  conique  dont  OG  sera  un  axe  de  sy- 
métrie. 

Nota.  —  La  uiéme  question  a  été  résolue  par  M.  F.  Pisaiii. 
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Question  1277. 

Soient  (C)  et  {Qi)  deux  courbes  planes  qu'une  droite 
mobile  rencontre  sous  des  angles  constants  ]x  et  [j.i.  Pour 
que  ces  deux  courbes  soient  semblables,  il  faut  qu'elles 
soient  deux  spirales  logarithmiques  semblables  par  rapport 
au  point  asymptotique,  et  tournées  autour  de  ce  point, 
l'une  relativement  à  l'autre,  d'un  angle  égal  à  la  diffé- 
rence des  angles  de  rencontre  \i  et  (jli. 

Remarquer  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais  quel- 
conques, tournées  l'une  relativement  à  l'autre  d'un  cer- 
tain angle,  autour  du  pôle  de  similitude. 

Point  de  contact  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe, 
dans  les  deux  cas.  (Edouard  IIabicii.) 

SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blanc. 

Deux  courbes  semblables  peuvent  être  considérées  comme 
résultant  de  deux  courbes  homothétiques,  dont  on  a  fait  tour- 
ner l'une  d'elles  d'un  certain  angle  autour  du  pôle  de  similitude. 

Gela  posé,  je  suppose  que  le  mouvement  de  la  droite  soit 
déterminé  par  la  condition  de  joindre  deux  points  homologues. 
Soient  m  et  nti  deux  de  ces  points  et  O  le  pôle  de  similitude  : 
le  triangle  mOmi,  ayant  un  angle  constant  compris  entre  deux 
côtés  proportionnels,  reste  toujours  semblable  à  lui-même,  et, 
par  conséquent,  la  droite  mnii  fait,  avec  les  rayons  vecteurs 
Ont,  O mi,  des  angles  constants  dont  la  différence  est  mOnii. 
Si  donc  cette  droite  fait  avec  les  tangentes  en  m  et  nii  des 
angles  constants  [j.  et  jjl],  l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon 
vecteur  sera  aussi  constant  ;  d'ailleurs  ces  angles  sont  égaux  par 
suite  delà  similitude  des  courbes  :  donc  les  courbes  sont  deux 
spirales  logarithmiques  semblables,  dont  l'une  a  tourné  au- 
tour du  pôle  asymptotique  commun  d'un  angle  égal  à 

±{\i.—  \Xx). 

Dans  le  cas  de  deux  courbes  semblables,  mais  quelconques, 
les  angles  \x  et  \ly  peuvent  varier,  mais  leur  différence  reste 
constante  et  égale  à  l'angle  mOnii  des  rayons  vecteurs  homo- 
logues : 

1°  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'enveloppe  de  la  droite 
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mobile  pciil  èlre  cunsidcrcc  comme  celle  (rtiiie  droite  passant 
par  les  points  ni  de  la  première  courbe  et  faisant  avec  le  rayon 
vecteur  Oni  un  angle  constant  X.  Soit 

1  équation  dé  la  courbe  lieu  du  point  m.  Appelons/?  la  lon- 
gueur de  la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  ninii  et  a 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  polaire,  p  et  w  les  coordonnées 
polaires  d'un  [)oint  de  ninii.  On  a 

a  =  0  —  ( -  —  À  )  =  0  -4-  À  —  -, 

p  =  /•  sin  X  =  p  cos (  u)  —  3c  )  =  p  sin  ( 6  H-  À  —  tu  ;, 


ou 

(i)  sinXy(0)=  p  sin(fi  H- X  —  to)         équat.  de  /«///i, 

et,  en  différentiant  par  rapport  à  0, 

(-2)  sinX/(G)=  p  cos(0 -I- X  —  w). 

6  étant  connu,  ces  deux  équations  déterminent  les  coordonnées 
p  et  (A»  du  point  de  contact  de  la  droite  nimi  avec  son  enve- 
loppe. 

Dans  le  cas  oîi  les  courbes  semblables  sont  des  spirales  loga- 
rithmiques, on  a 

/•  =  «e"'0, 

sinX.ae'"^  =  p  sin  (6  -+-  X  —  eu  ), 
sin  X .  mae'"9  =  p  cos(  6  -h  X  —  to  ), 
d'où  l'on  tire 

tang(6  -i-  X  —  10  )=  —  =:  tangv  (v  angle  de  la  spirale), 

10  —  0  =  X /         (valeur  constante), 


p  =  \/i  -+-  m-  ae'"-^. 

Ces  deux  formules  montrent  que  l'enveloppe  est  une  spirale 
logarithmique  semblable  aux  proposées. 

Question  1287. 

Soient  A  et  B  les  extrémités  de  deux  rayons  conjugués 
variables  d'une  ellipse  ;  trouver  l'enveloppe  des  cercles  dé- 
crits sur  AB  comme  diamètre.  (  Baubarin.) 


(  '2*  ) 


Soient 


SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blanc. 

2*2         y- 


l'équation    de  l'ellipse,    acoscp   et   6sintp   les  coordonnées  du 
point  A,  —  a  sinç  et  b  coso  celles  du  point  B. 

L'équation  de  la  circonférence  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre sera 

[-irCcoso  —  sinci)"!-       f          i(coso -i- sin  c)"]  2 
■-. — "J  -[■'■ — -J 

«^(coso -+- sin©)2        b^(cos'^  —  sino)^ 
=  1  '-^  1  "' 

ou,  en  développant  et  réduisant, 

(  X-  -h  y-  —  (  ax  -h-  by)  coscp  -^{ax  —  bj )  sin» 
I       =(a'-  —  b- }  sino  coso  =  c-  sino  coso. 

On  obtiendra  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  l'angle  o 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  o, 

(2)     (ax  -f-  by)  sino  -\-{ax  —  by)  coso  =  c-(i  —  2  sin"-o), 

au  moyen  de  la  relation 

(  3  )  sin2  o  —  cos-  0  =  1. 

Si  l'on  tire  de  l'équation  (i)  la  valeur  de  cos'^  pour  la  repor- 
ter dans  les  équations  (2)  et  (3),  il  vient,  après  une  première 
réduction, 


(4) 


(5) 


2c'  sin'9  -}-3c^(a^-^6^)sin=c3-)-2  {a^x--hb-y-) 


sin  -f  -f-  (  j;'  +y-  ){ax^  by  ) 
—  c'{ax^by) 
sincp-r-2(a:'-^y')- 


c'(ax-i-6j')sin''f -+-2(a'a;^-f-6^jK=)  W\n^ -^  +i  {,x^-^y''){a. x—b y) 

—  c'I  — ôc-{ax-\-by)      —2{ax  +  by)' 

Si,  pour  abréger  récriture,  on  représente  ces  équations  par 

A  sin^ç  -f-  B  sin^o  ■+-  C  sino  -i-  D  =  o, 
A'  sin^  o  ^-  B'  sin-  o  -:-  C  sin  o  -i-  D'  =  o. 


(   '3*  ) 

l'équation  résultante,  mise  sous  forme  de  déterminant,  sei-a 

AB'— BA'  AC  — GA'  AD  — DA'     =  o, 

AC— GA'     (BG'-GB')-f-(AD'-DA')     BD'— DB' 
.  AD'— DA'  BD'— DB'  GD' —  DC 

équation  du  douzième  degré. 

Question  1309. 

On  donne  deux  coniques  A,  B  et  un  point  S  dans  un  plan. 
Par  ce  dernier  on  tire  une  droite  quelconque  et  l'onprend 
son  pôle  a  par  rapport  à  la  conique  A.  On  joint  Sa  et 
l'on  prend  son  pôle  b  par  rapport  à  B;  on  tire  Sb  et 
l'on  prend  son  pôle  ai  par  /-apport  à  A,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment. 

Démontrer  que  : 

1°  Quatre  droites  consécutives  quelconques  des  faisceaux 
S,  a.  ai,  cfo,  ...  e?  S,  6,  b^.  6^,  ...  ont  des  rapports  anhar- 
moniques  constants  ; 

2°  Donner  l'expression  d'un  de  ces  rapports  ; 

3°  Si  ce  procédé  est  épuisé  à  la  cinquième  ligne ,  en  d'au- 
tres termes,  si  S6i  coïncide  avec  la  première  ligne  arbi- 
traire issue  de  S,  les  quatre  tangentes  menées  par  S  aux 
deux  coniques  forment  un  faisceau  harmonique. 

G.    DE    POLIGNAC. 

SOLLTIGX 
Par  M.  Camille  de  Poligxac. 
Soient 

e,  e    les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  conique  A  par  le 

point  S  ; 
y,/'  les  points  où  les  tangentes  à  B  par  S  rencontrent  ee'; 
j3  le  point  de  rencontre  de  S 6  avec  la  même  ligne,  (b,  pôle  de 

Sa,  d'après  l'énoncé,  a  et  «i  sont  situés  sur  ce  .) 

Gomptons  toutes  les  distances  à  partir  de  O,  point  milieu 
de  ee' ,  et  posons,  pour  abréger, 

Ôa  =  a7,       "Oâ^=a;i,      "0^  =  3,       Oë  =  e,       Ôf' =  f,        

Désignant   par   des    parenthèses   le    rapport    anharmonique. 


(  a*  ) 


on  a 

(0 

(2) 

C^aice'  )  =  —  I. 

On  tire  de  (i) 

•2 

I                  I 

<^—x       f—.r       f'—x 
ou  réduisant 

•2p:r-(/-.-/')(^-^?)-^2//'=o. 
Posant 

{ix  —  p)  '^  =  px  —  iq-, 
on  tire  de  (2) 

Xi^  =  e2. 

Éliminant  ^  entre  les  deux  dernières  équations,  il  vient 

i{ix  — p)e^  =  {px  —  iq^)xi 

(  pxxx  —  le'^x  —  'iq'^Xx^  pe-  =  o. 

Cette  dernière  relation  est  une  relation  homographique  entre 
deux  points  consécutifs  de  la  série  a,  «i,  a^,  ....  Donc,  le  rap- 
port anharraonique  de  quatre  quelconques  de  ces  points,  soit 
X,  Xi,  X9,  X3,  est  égal  au  rapport  anharraonique  des  quatre 
conjugués 

Xiy       *^2,       ^^3)       X[f'^ 

en  d'autres  termes,  le  rapport  anharraonique  de  quatre  points 
consécutifs  a,  «i,  a^,  «3  est  constant.  Ce  qui  démontre  la  pre- 
mière proposition  de  l'énoncé. 

Passons  à  la  troisièrae  : 

Ecrivons  l'équation  (3)  plus  généralement 

(4)  pxx' — le^x  —  2q'-x' -i- pe^  —  o. 

Si  la  construction  est  épuisée  à  la  cinquième  ligne,  le  point 
«2  coïncide  avec  a,  c'est-à-dire  que  X2^=x.  Donc, -si,  dans  (4), 
on  remplace  x  par  Xi,  on  en  tirera  x'  =  x.  Autrement 

p    fX — 2e^Xi  —  iq^x  -^ pe^=^  o. 

Comparant  avec  (3),  on  voit  que  l'équation  (4)  exprime  l'invo- 
lution,  d'où  il  résulte  immédiatement 

«2—^2^         c'est-à-dire         e- ^=  ff  \ 


(  '■^*  ) 

on  d'autres  termes,  les  quatre  tangentes  issues  de  S  lorrnent  un 
faisceau  harmonique. 

Rapport  anliarmonique  de   quatre  points  consécutifs.  — 
L'équation  (3)  peut  s'écrire  plus  généralement 

,  ,  bx  —  d 

axx\  —  bx  —  ca^i -h  a  =  o,  .ri  ^  , 

ax  —  c 

ou,  introduisant  une  variable  symbolique  y^ 

^  x^^  bx  —  dy,         X',  ^  hxx  —  dY\,         .  •  -, 

(4)  '  j,         -  i        jr, 

{  yi  =  ax  —  cy,  yi  =  ax^—  cyi,  

Le  rapport  anliarmonique  à  exprimer  sera 

{xy,){x.2yz)  ^ 
{xy.2){Xiy^y 

où  les  parenthèses  représentent  des  déterminants. 
On  tire  des  équations  (4) 

(  xyi  )  =  aX'  —  (64-c)  xy  -\-  dy'^, 

et  l'on  en  tirerait 

i^yt)  =  i^7i){b  —c), 

attendu  que  (xy^)  s'annule,  soit  dans  le  cas  oii  tous  les  points 
coïncident  .r  =  a^i  =  372  =  • .  - ,  soit  si  x,  =  x,  auquel  cas  l'équa- 
tion (3)  doit  être  une  relation  d'involution  comme  il  a  été  re- 
marqué plus  haut;  en  d'autres  termes,  b  =  c. 
On  a  donc 

(xy-i)        b  —  c' 
et  l'on  aurait  de  même 

g:t[=^o^  (-,r.)=(*-=)(-.r=). 

D'autre  part,  les  équations  (4)  donnent  directement 

(a7ijK2)  =  (ad—bc)(xyi), 
d'où 

i^sys)  =  (ad  —  bc)  (xiy^)  =  (ad  —  bcy^(xyi). 

Il  s'ensuit 

(^i^/s)  — (^  —  c){ad  —  bc)(xyi), 


(   lo*  ) 
d'où 

(  j-o  rs)  _  ad —  bc 
{xifz)  ~     b  —  c' 

Par  suite,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  consécu- 
tifs est 

ad  —  bc 

c  est-à-dire 

eHp^  —  ^q^-) 

daprès  l'équation  (3). 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1319. 

Soient  A,  B,  C,  D  et  a,  b,  c,  d,  e,  f  les  aires  des  faces  et 
les  longueurs  des  arêtes  d'un  tétraèdre  donné  ;  \  son  vo- 
lume; M  un  point  d'une  surface  du  second  ordre  circon- 
scrite à  ce  tétraèdre,  et  telle  que  le  plan  tangent  à  cette 
surface  en  chacun  des  sommets  du  tétraèdre  soit  parallèle 
à  la  face  opposée;  a,  p,  y  l^s  demi-axes  de  la  surface;  v, 
v',  v",  v'"  les  volumes  des  tétraèdres  ayant  respectivement 
pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  donné  et  pour  sommet  le 
point  M  :  on  a  les  relations 

(;2_|_  p'2_|_  p"2_j_  p"'2  =  V-, 
a2-i-  p2-+-  V-2   =  -^(a^^  62^-  c2+  fr-+  e2-|-/2), 

a2  02 .^2  =  2i_i  V2.  (  Gexty  ). 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Leinekugel. 

Prenons  pour  axes  les  arêtes  DA,  DB,  DC  du  tétraèdre; 
soient  a,  b,  c  leurs  longueurs  et  d,  e,f\es  longueurs  des  trois 
autres  arêtes  BC,  AC  et  AB. 

L'équation  générale  des  surfaces  circonscrites  au  tétraèdre 
est 

Aa72_|_  A'^2-4-  X"z^+  ■?B^^  -+-  iB'xz+  iW xy 

—  kax  —  A'6/  —  Pi."  c  z  =  o. 


(   '7*  ) 

Les  plans  tangents  en  A,  B,  G  ont  pour  équations 

(x  —  a)\a  -hy{2B"a  —  A'6)+  ^(aB'a  —  A"c)  =  o, 
x{2B"b  —  A.a)—{y  —  b)A'b-i-z(7.Bb  —  X"c)  —  o, 
xiiB'c  —  Xa)-T'y{-iBc  —  \' b)-h(2  —  c)A"c  =  o  ; 

d'où,  d'après  l'énoncé,  les  six.  relations 

iB'a—\'b  =  o,  -iBb  — A"c  =  o, 
ïB'a  —  A"c  =  o,  iB'  c  —  \a  =  o, 
iB"b  —  \a  =  o,         iBc  —  A'  6  =  o. 

On  en  déduit 

B"a=:Bc,         B'a  =  B6,         B"6  =  B'c 

ou 

B  _  ir  _  b;  _ . 

a         b  c  ^ 

et,  en  reportant   ces    valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  obtient 

6c  ^  .  ,  ac  ^  . „  ab  ^ 

A  =  -2  —  A,  A  =  -2  -5-  A,  A    =  2  ^ —  A. 

abc 

Le  plan  tangent  à  l'origine  a  pour  équation 

Xax  -r-  A' by  -~-  A" c ^  ^  o, 

ou,  en  remplaçant  Aa,  A'6   et   A"c  par   leurs  valeurs   précé- 
dentes et  divisant  par  abc, 

X         V         z 

-   ^   f    H-   -    =  o. 

abc 

Cette  condition  est  donc  une  conséquence  des  autres  et  l'on 
trouve  comme  surface  répondant  à  la  question 

bc     ^       ac     ,       ab 

—  X-  -^  -r  y-^ -- 

a  b  -^  c 

-+-  ayz  -^-  bxz  -i-  c xy  —  bcx  —  cicy  —  abz  =  o. 
ou,  en  divisant  .par  abc, 

^  _^  y^      ^'  .   y±  _i_  -^^  .  -^ :î!_Z_i  — 

a-    '     b-         c-  bc         ac        ab         abc 

Désignons,  par  v,  r',  c",  (•'"  les  volumes  des  tétraèdres  MABD, 

/  ♦ 
I 


(  ^8*  ) 

MADC,  MDBC,  MABC  et  soient  H  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée   du  point  M  sur  le  plan  des  xy,  P  et  />  les  points  où 
la  parallèle   menée   par  le   point  M  à  DG  rencontre  les  plans 
ABC  Cl  ABD. 
On  a 

V  =  îrOA.OB  sin  AOB . MP  sin MPH, 

6 

ou,  en  désignant  par  A  le  sinus  du  trièdre  formé  par  les  trois 
arêtes  DA,  DB  et  DG  du  tétraèdre, 


De  même 


et 


V  =  1  abz^. 

II 

v'  =  J-  acj  A, 
v"  =  ^  bcx  \, 

V  =  i  abc  A 

ç/"  =  A  de.MpA', 


en  désignant  par  A'  le  sinus  du  trièdre  formé  par  les  trois 
arêtes  du  tétraèdre  qui  aboutissent  au  sommet  G;  si  l'on  re- 
marque que 


il  vient 

On  a 

Mp 


de  A'  =  ab  \, 
v'"  =  lab.Mp.l. 

l         X        y\  l'x         V        -s 

\  a         b  I  \a         b         r 

par  suite 

v"  =  -  abc r-  —  H i     A. 

G  \a        z        c  / 

Si  l'on  remplace  v,  v' ,  v",  v'" ,  V  par  ces  valeurs  dans  la  relation 

qu'il  s'agit  d'établir,  et  si  l'on  divise  ensuite  les  deux  membres 

a2èV2A2  .    .     , 

par T^. >  on  obtient 


)G 


\2 


X-         v^        Z-  X         V        z  y 

^     '  «î         62         ci  \a         b         c        ■] 

et,  en  développant,  on  retrouve  l'équation  (i)  de  la  surface. 

Prenons  l'équation  de  la   surface  sous  cette  seconde  forme; 
nous  en  déduisons,  pour  déterminer   le  centre,  les  trois  équa- 


(  '9*  ) 


liuns 


1.V 

H 

a 

y 
b 

H-     - 

X 

h 

a 

b 

-4-    - 

X 

y 
b 

■   1 

-\ 

-    =  1 1 


=  •; 


il'où,  pour  les  coordonnées  du  rentre, 

a  b  c 

^=7'  r=7'  -=7- 

I  4  4 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  an  centre,  l'équation 
de  la  surface  devient 


(>-iy>-iï  (=-iï 


b'- 


bc  ac 


"^4 


9 


ab  a  b 

ou,  en  développant  et  après  quelques  simplifications", 


a'^^  b^ 


yz        xz        xy        o 
bc         ac        ab        8 


L'équation  d'une  sphère  concentrique  est 


cosX 


1XZ  nxy 

— ~  cos  ;JL  H ~  cos  7  =  1; 


on  en  déduit,  comme  on  le  sait,  pour  l'équation  qui  donne  les 
carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  surface,  en  posant 

3     _   I 
8p2  ~  R' 


I         I 

I           cosv 

I 

cos  [j. 

«2        K 

■iab           R 

7.ac 

R 

I            cosv 

I           1 

i 

cosX 

■xab           R 

P  ~  R 

•>.  bc 

R 

I                cos  [X 

1           cos/ 

I 

I 

■lar            R 

■ibr            R 

c- 

R 

(    20*    ) 
OU,  en  multipliant  tous  les  éléments  par  R. 


R 

a-' 
R 

R 


R  R 

. cosv —  ces  \x 

iab  >.ac 


■ COS'i.         — ;—    COSX 

■lac  10C 


R 

ibc 
R 


COS  A 


=  o, 


et.  développant  suivant  les  éléments  de  la  première  rangée, 
R         \/R         \/R         \       /R         \/R 


•  "  6^  -  V  U-^  -  V-Uti  - 'M^c -^°-^^^ 


.^-) 


R 


R 

acfc 


ces  a      — • 


R 


R 

;a6 


I   — ~    —  COS  À  )    1 COS  \X      (  -, COS  V      =  o 

\-i.bc  I  \  i  ac  I  \-i.ab  / 


R3 


«■-6-  c"^ 


R2 


R3 


a- b-        a-c'^        b^c'^ 
R2  RcosU 


^a-b'-c-        l\b-c''-  a"- 

R3        _^      R-      _  R  co^-  \>- 

R  cos2 V 


4a2  62c-   •    4«"C'^ 

R3  R2 


R2  ^        RcosX 

COS^À  -1 ■——  COS  À  —    = 

a' bc  bc 

R2  Rcosu. 

COS  !X- 


COS-  [Jl- 
COS'^V   - 


«62  C 
R2 


ac 
R  COSV 


4  «2^2  02        /\a-b-  c- 

R3  R2     ^cosÀ        COS  [Ji        cosv 


— ; cosv y- 

abc'  ab 


■ 


\a-b'C-        2 abc  \    a  b  c 

cosXcosfjL        COS  u.  cosv        COS  X  cosv 

L.  _| f^ 1 

bc  ac 


R 


ab 
OU,  en  simplifiant. 


acosX  COS [i.  COSV  =  o. 


R3  R2  r  3  ,^     1  I  1     \ 

>.a'-b''C'^  2      L'2    \  «2^2    "^    «2^2  b'^C'-J 


I        /COSX  COS  [JL 

«6c  \     «  6 


-^')] 


,sin2X        sin2[jL        sin2v        cosX        cos  ;j.        cosv 

f2       ^       p        ^     c2  6c  «c  «6 

cosXcosfjL        cosiJLCosv        cosXcosv\ 

— c  _i_  — l: -\ —  A2  =  o, 

«6  6c  ac 


A  ayant  la  même  significatioii  qiir  précédemment. 


(  '^«^  ) 

De  celte  équation  on  déduit,  pour  la  somme  des  racines, 

~  ^[^(o--^  b--\-  C-) —  aôccosX  —  "iac  cosfji  —  -lab  cosv  j, 

ou,  comme 

d'^  —  b"^  -\-  c'i  —  ibc  cosX, 

e-  =  c--i-a^  —  2 ac  cos  [jt, 

y 2  =  a2-f-^2__  .2a6  cosv, 

la  relation  précédente  devient,  en   remarquant  que  R,  =  4  «2, 

X2  +  j32  -f-  v2  =  _^  («2  _|_  ([,2  ^_  c2  +  ^2  ^  e-2  ^_y2  ). 

On  a,  pour  la  somme  des  produits  des  racines  deux,  à  deux, 

Ri  R2-4-  R2  Rs-t-  Ri  R3 

=  b-  c2  sin2  X  -i-  «2  c2  sin2  p.  -h-  a^  62  sin^  v 
-I-  62 c2  sin2X  -i-  2«2èc(cos[jL  cosv  —  cos  X) 

-r-  «^«2  sin2  fi.  H-  262ac(cosv  cosX COS(l) 

-4-  «2^2  sin2v  -f-  2c2a6(cosXcos[j.  —  cosv). 

Or  on  a  (Dostor,  Théorie  des  déterminants,  p.  258) 

4  D2  =  62 c2  sin2  X  ■+-  2 a- 6c (cos  \l  cosv  —  cosX) 
H-  a2c2  sin2jjL  -t-  2è2«c(cosv  cosX  —  C0S[JL) 
+  a'^b-  sin^v  -)-  2c2«6(cosXcos [Ji —  cosv), 

et  la   relation  précédente  devient 

RiRj+RîRî+RiRs^  4(A2-4-B2+G2^-D2), 
c'est-à-dire 

a2p2_^  p2.^2^_  (^2^2  =  ^(A2-t-B2-+-  C2 -f-  D2  ). 

Le  produit  des  racines  est 

R1R2R3  =  2«262c2  A2. 

Si  l'on  remarque  que 

a2  62c2  A2  =  36  V2, 
il  vient,  en  remplaçant, 

^2^2.^2   =    2_4AV2. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


(  ^^^*  ) 


Question  1351. 

Deux  circonférences  et  un  point  A  étant  donnés,  mener 
par  ce  point  une  sécante  telle  que  la  différence  des  cordes 
interceptées  soit  égale  à  d. 

Indiquer  les  cas  d'impossibilité  suivant  la  position  du 
point  A.  (Lez.  ) 

SOLl'TION 
Par  M.  MoRET-Bi.ANc. 

Si,  du  point  A,  on  mène  les  tangentes  aux  deux  circonfé- 
rences, deux  de  ces  tangentes  formeront  l'angle  où  doivent  être 
situées  les  sécantes  issues  de  A  qui  rencontrent  à  la  fois  les 
deux  circonférences.  Si  les  angles  formés  par  les  tangentes 
menées  de  A  à  chaque  circonférence  sont  extérieurs  l'un  à 
l'autre;  en  d'autres  termes,  si  le  point  A  se  trouve  dans  l'un 
des  angles  formés  parles  tangentes  intérieures  communes  ne 
renfermant  aucune  des  circonférences,  et  hors  de  l'angle  des 
tangentes  extérieures  communes,  il  est  évident  qu'aucune  sé- 
cante partant  de  A  ne  pourra  rencontrer  à  la  fois  les  deux  cir- 
conférences, et  que,  par  suite,  le  problème  n'a  pas  de  solu- 
tion. 

Ce  cas  écarté,  déterminons  l'angle  limite,  et  menons  dans 
cet  angle  une  sécante  ABGB'C,  qui  rencontre  la  première  cir- 
conférence aux  points  B  et  G,  et  la  seconde  aux  points  B'  et  G'; 
prenons  sur  cette  sécante  CD  =  GD'  =  d,  el  à  partir  du  point 
B,  BM  =  B'G'. 

En  faisant  varier  la  sécante,  les  suites  des  points  D  et  D' for- 
meront deux  branches  de  courbes,  ou  une  conchoïde  du  cercle; 
la  suite  des  points  M  formera  une  autre  courbe  dont  les  inter- 
sections avec  les  branches  de  la  première  étant  jointes  au 
point  A  donneront  les  sécantes  satisfaisant  à  la  question. 

Ces  deux  courbes  se  construisent  rapidement  par  points  et 
font  connaître  le  nombre  des  solutions. 


Question  1372. 

On  donne  à  un  plan  V  un  mouvement  injlninient  petit  sur 
lui-même  ;  son  centre  instantané  de  rotation  U  et  son  cercle 


(  •>'^'  ) 

des  centres  C  sont  détermines.  Désignons  par  t  la  tangente 
en  0  à  C. 

Considérons  une  figure  F  dans  le  plan  P;  le  lieu  géomé- 
trique o  des  centres  de  courbure  des  points  de  P',  ainsi  que 
les  figures  F'  et  o\  symétriques  respectivement.,  par  rap- 
port à  t,  des  figures  V  et  <t>. 

La  figure  F'  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de  cour- 
hure  des  points  de  la  figure  '^' .  (  Dkwui.k.) 

SOLUTION 
Par  M.  Moret-Blaxc. 

On  sait  que  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
peut  être  produit  par  le  roulement  d'une  courbe  liée  à  la  figure 
mobile  sur  une  courbe  du  plan  fixe,  et,  quand  le  mouvement 
est  infiniment  petit,  les  deux  courbes  peuvent  être  remplacées 
par  leurs  cercles  osculateurs  au  point  de  contact. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  de  ces  deux  cercles,  qui  se  tou- 
chent en  0  et  y  ont  pour  tangente  commune  la  tangente  t  au 
cercle  des  centres. 

Soient 

A  un  point  quelconque  de  la  figure  F, 

a  le  centre  de  courbure  de  sa  trajectoire, 

a'  le  symétrique  de  a  par  rapport  à  t, 

et  A'  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  A'.  Les 

points  A,  O.  a  sont   en    ligne  droite,  ainsi  que  les  points   a, 

O,  A'. 

Les  deux  droites  O  x,  O  a'  sont  égales  et  font  avec  la  tan- 
gente t  un  même  angle  oj. 

Gela  posé,  on  a,  par  le  théorème  de  Savary, 


I            1 
OA    ■    Oa 

I              1 

R'/  sinoj 

Oa'    '    OA' 

R'/  sinoj 

I              i 

0  A  '^  (Ti 

l 

i 
^  OA'  ' 

d'où 


et,  puisque  Oa   =  Ox,  il  en  reste  0A'=  OA. 

Les   droites    OA',    OA    étant   égales   el    également    inclinées 


(  M*  ) 

sur  t,  le  point  A'  est  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  à  l  ; 
et  comme  A  est  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  le  théo- 
rème est  démontré. 

Question  1382. 

On  donne  un  triangle  et  la  circonférence  qui  lui  est  cir- 
conscrite. Tangentiellement  en  m  à  cette  circonférence,  on 
décrit  une  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
donné.  Soit  ,a  le  centre  de  courbure  de  cette  conique  cor- 
respondant au  point  m  :  on  demande  le  lieu  du  point  [j. 
lorsque  m  décrit  la  circonférence  donnée.         (Mannheim.) 

SOLUTION 

Par  M.  Moret-Blanc. 

Je  prends  le  centre  de  la  circonférence  pour  origine  des 
coordonnées  rectangulaires.  Soient  R  le  rayon  de  cette  circon- 
férence, 6  l'angle  de  Om  avec  l'axe  OX,  et 

a  =  X  cos  a-i-^sina  —  RcosA  =  o, 
P  =  a?  cos  P  -1- JK  sin  p  —  R  cos  B  =  o, 
Y  =  a"  cos  Y  -r-  ^  sin  Y  —  R  cos  C  =  o 

les  équations  des  trois  côtés  BC,  C'A,  AB  du  triangle;  aj,  [ji,Yi 
les  résultats  de  la  substitution  des  coordonnées  du  point  m  à 
37  et  jK  dans  les  expressions  de  a,  ^,  y-  de  sorte  que 

ai  =  R[cos(6  —  a)  —  cos  A], 
|3i  =  R[cos(0  — p)-rosB], 
Yi  =  R[cos(6  —  y)  ""  cosC]. 

L'équation  générale  des  coniques  inscrites  au  triangle  ABC 
est 

(i)  v//a  -r-  \/m'^  -T-  \/n'{  =  o, 

avec  la  condition 

(^)  ^l  '^i  -t-  v^"ipi  -+-  \/n'{t  =  o, 

qui  exprime  que  la  conique  passe  par  le  point  m. 

Chaque  radical  doit  avoir  le  même  signe  dans  les  deux 
équations. 


(  25*) 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  m  est 
v/7cosa        ///icos^        \//iCOSY 


sinO 


v/â 


v/pi 


d'où 

i/7sin(6  — a)        v/msin(0  — S)        v/rësin(0  — y) 

(3)     "L i^ +  v v_^y_ ^,__i_:^o. 

\'^\  Vpi  VYi 

Éliminant  //,  \/ m,   y/zi  entre  ces  trois  équations,  on  a  celle 
de  la  conique  satisfaisant  aux  conditions  du  problème, 

ii  v/^  V^ï 

y/ôl  v/fi  /ïi 

sin(0  — a)      sin(e  — P)      sin(e  — 7) 


y/ô 


/^i 


v/7^ 


o, 


ou,  en  développant  et  multipliant  par  v^'i^iTi» 

(        /^[pi  sin(0  —  Y  )  -  Yi  sin(9  -  [3)] 
(4)  +  v/p7^[Yisin(f)-  a)  — aisin(e  — Y)] 

!   +/-ïVr[='i  sin(6  — p)— pisin(9  -a)]  =  o. 
Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  Ox  soit  dirigé  de 
telle  sorte  que  l'on  ait 

a—  p=       180"— C, 
(i_Y=       i8o°— A, 

Y  — a  =—  180"— B, 
d'où 


cos(a  —  P)  —  —  cosC, 
cos(p  —  y)  —  "■  cos  A, 
cos  (y  —  ^  )  =  —  cos  B . 


sin(a  —  p)  =  sinC, 
sin(P  —  y)  =  sinA, 
sin(Y  —  3<)  =  sin  B, 
Posons,  pour  abréger, 

L  =  p,  sin(6-Y)-Yisin('^-P) 

=  R[sinA  — cosBsin(e  — Y)  +  cosCsin(0  —  p)]. 

M  =  Yi  S'n(^  —  ^)  —  ai  sin(6  —  Y) 

=  RfsinB  —  cosC  sin(0  —  a)  +  cos  A  sin(0  —  y  )!• 

N  =  aisin(e  — p)—  ^isin(6  — a) 

=  R[sinC  — cosAsin(|e  — p)^-rosBsin(0  -  %)]. 


(  '^^«*  ) 

L'équalion  de  la  conique  sera 

L  v/i;  /â  --  M  v/p7  y/^  +  N  /-?!  /y  =  o. 
On  en  déduit 

Ly^ajccsa        iMy/piCOS^        jN  y/yi  cosv 

f^  ^  /'^ /J /t 

^•^  Ly/ô^sina        M  v^Fi  «in  3        Nv/T^sin-,'' 

v/a  /p  V^ï 

puis,    pour   le  point  m    en  ayant  égard  à   ce  que,  en  ce  point, 

ûfy  cosO 

^—  = -. — -)  a  =  «1    .  .  .  ,    et   laisant  quelques  autres  reduc- 

ax  sinf)  '  '        ' 

lions. 

'd^.V\    _        LMN(a|  sinA -4- (3,  sinB -r  Yi  ^'"^") 


dx^  /  i       sinO  ai  ^,  Yi  (  L  sina-t-  M  sin  3  +  N  sin  y)^ 
Appelant  ;  et  r,  les  coordonnées  du  point  ;ji,  on  a 


r—  R  sinO 


RcosÔ 


^       / 

aiPiYi(Lsina  -H  M  sinp  -t-  N  sinY)^ 
LMN  sine(ai  sin  A  -+-  p,  sinB  -+- yi  sinC) 


<r/-j/        /   \d.i 
dx^ 

_   «1  Si  Yi  cos8  (L  sina  -f-  M  sin  ^  +  i\  sin  y)^ 
,  "^   LMN  sin2  6(^1  sin  A -4-  [3,  sinB-i-Yi  sinC)  " 

Remplaçant  r,  par  psinO  ou  ;  par  pcos9,  l'une  quelconque 
des  deux  équations  représentera  le  lieu  en  coordonnées  po- 
laires, 

_  ai  ^1  Yi  (  L  sin  a  -:-  I\l  sin  3  -4-  J\  sin  y  )- 

^  ^      "^  LM.\  sin2  6(ai  sinA-+-  ^i  sinEM-yi  sinC)  ' 

où  L,  Al,   \,  ai.   jii,  Yi  sont  des  fonctions    de  6   définies  précé- 
demment . 

Lorsque  6  —  o.  on  a 

L  sin  a  -+-  iNI  sin  ^  s-  N  sin  y  =  or 

les  valeurs  de  ;,  t,  et  p  se  présentent  sous  une  forme  indéter- 


(  '^'1    ) 

minée;  mais  on  peut  réduire  les  valeurs  de  ;,  r,  et  o  précédem- 
ment trouvées,  et  alors  rindéterminalion  disparaît. 
On  a 

L  siii  a  -^  M  sin  ji  -f-  \  sin  y 

=  R(sin'A  CCS  A  -4-  sinB  cosB  -4-  sinC  cosC  jsin6 
=:2RsinAsinB  sin  CsinO. 
«1  sin  A  H-  3i  sin  B  -f-  yi  sin  Q,  ■=  —  2  R  sin  A  sin  B  sin  G. 

et  les  expressions  trouvées  se  réduisent  à 

„    o   ,, 

r  —-  R  sin  9  —  p  R  sin  A  sin  B  sin  C  sin  6    .  '...■   1 

LMiN 

:  =  R  cosG  —  2  R  sin  A  sin  B  sin  C  cos6     '  '  ' J-! 


L.MX 
0  =  R  —  2  R  sin  A  sin  B  sin(.    ^  '  .J    •  'j^,..-^  _  «^  jp  Z"^ 

L\iN  r 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  courbe  en  coordon- 
nées polaires. 

Il  est  à  remarquer  que,  lorsque  l'un  des  facteurs  du  dénomi- 
nateur s'annule,  deux  facteurs  du  numérateur  s'annulent  aussi. 

Ainsi  L  s'annule  pour  6  —  Y  =  G  et  6  —  p=  —  B,  valeurs  dont 
l'une  annule  v,  et  l'autre  pi,  et  qui  donnent  la  direction  OA. 
De  même  M  et  aj,  Yi  s'annulent  pour  la  direction  OB;  N  et 
ai,  Pi  s'annulent  pour  la  direction  OC. 

Soient  A',  B',  C  les  points  où  OA,  OB,  OC  rencontrent  les 
côtés  opposés.  Lorsque  le  point  m  coïncide  avec  A,  par 
exemple,  la  conique  est  l'ellipse  ou  l'hyperbole  infiniment 
aplatie  dont  les  sommets  sont  A  et  A';  en  A  le  rayon  de  cour- 
bure est  nul,  et  le  point  [x  coïncide  avec  le  point  A.  De  même, 
lorsque  le  point  m  est  en  B  ou  en  C,  le  point  [j.  coïncide  aussi 
avec  B  ou  C.  On  voit  d'ailleurs  que,  si  le  point  m  est  très  voi- 
sin de  l'un  des  sommets,  il  en  est  de  même  du  point  [ji. 

La  courbe  lieu  des  points  [jl  passe  donc  par  les  trois  sommets 
tlu  triangle  ABC. 

Même  question. 

Extrait  d'une  lettre  de  .M.  Manxiieim. 

En  parcourant  l'utile  Recueil  de  problèmes  de  Géométrie 
analytique  de  M.  Laisant,  j'ai  vu  que  la  question  1382  que 
j'ai  proposée  en  1882  dans  les  Nouvelles  Annales  n'avait  pas 
été  résolue.  J'en  apporte  alors  la   solution;   elle  est   basée  sur 
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l'emploi  de  deux  formules  que  j'ai  données  dans  les  Comptes 
tendus  en  1875.  Ces  formules  conduisent  à  un  théorème  dont 
j'ai  voulu  provoquer  la  découverte  en  proposant  la  ques- 
tion 1382;  on  n'a  pas  trouvé  ce  théorème.  Il  était  devenu  facile 
à  obtenir  puisqu'il  suffit  pour  cela  d'appliquer  aux.  coniques 
un  intéressant  théorème  que  M.  Jamet  a  fait  connaître  en  1887 
dans  les  Annales  de  l'Ecole  Normale  et  qui  concerne  les 
courbes  triangulaires.  M.  Fouret,  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  Mathématique  de  France  pour  1892,  a  également 
démontré  le  théorème  de  M.  Jamet. 

Voici  ma  solution,  déjà  ancienne  comme  on  voit: 

Prenons  un  quadrilatère  convexe  a,  b,  c,  e.  Soient  s  le  point 
de  rencontre  des  côtés  ae,  bc  et  m  un  point  sur  ab.  Menons 
les  droites  me,  m,e,  on  a  (') 

I  I 


ma        mb        2p\tang6/«c        tangame/ 

en   appelant  p  le  rayon  de   courbure  en  m  de  la  conique  qui 
passe  par  les  points  s,  c,  e  et  qui  est  tangente  en  m  à  ab. 
On  a  aussi  (2) 


I  I  2 


?na        mb        2p'\tang6mc        tangame 

en  appelant  p'  le  rayon  de  courbure  en  m  de  la  conique  tan- 
gente aux  côtés  du  triangle  sce  et  qui  est  tangente  en  /n  à  ab. 
Il  résulte  de  ces  deux  relations  que  p'  =  4  P»  l^s  coniques  étant 
en  m  tournées  de  la  même  manière;  on  peut  donc  dire  :  Deux 
coniques  sont  tangentes  en  leur  point  m\  l'une  passe  par 
les  sommets  d'un  triangle  donné,  l'autre  touche  les  côtés 
de  ce  triangle  :  le  rayon  de  courbure  de  celle-ci  pour  le 
point  m.  est  égal  à  quatre  fois  le  rayon  de  courbure  de 
l'autre  au  même  point  m  {^). 

Ce  théorème  donne  lieu  à  des  cas  particuliers.  Par  exemple, 

('  )  Voir  Principes  et  développements  de  Géométrie  cinématique, 
p.  342  et  578. 

(')  Jbid.,  p.  342. 

C)  Réciproquement  :  Si  en  un  point  deux  coniques  C,,  C,,  tan- 
gentes et  tournées  de  la  même  manière,  ont  leurs  rayons  de  cour- 
bure dans  le  rapport  de  un  à  quatre,  on  peut  inscrire  à  C,  des 
triangles  qui  soient  circonscrits  à  C,. 


(  ^-9*  ) 
si  l'on  suppose  que  l'une  des  coniques  soiL  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  donné,  ses  rayons  de  courbure  sont  égaux  ;  donc 
les  rayons  de  courbure  des  coniques  tangentes  aux  c»*)tés  de  ce 
triangle  et  à  ce  cercle,  pour  leurs  points  de  contact  avec  ce 
cercle,  sont  aussi  égaux;  par  suite  on  conclut  que  : 

Le  lieu  demandé  est   un  cercle  concentrique  au  cercle  o 
circonscrit  au  triangle  donné. 

On  peut  ajouter,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  rayon  de  ce 
cercle  est  égal  à  trois  fois  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 


Question  1563. 

En  chacun  des  points  d'un  ellipsoïde,  on  mène  le  plan 
tangent.  On  projette  sur  ce  plan  le  diamètre  issu  du  point 
de  contact.  Démontrer  que  ces  projections,  déjà  tangentes 
à  l'ellipsoïde,  sont  tangentes,  en  outre,  à  une  autre  sur- 
face. (Manmieim.j 

SOLUTION    ET   GÉNÉRALISATION 
Par  M.   J.  Franel. 

Nous  voulons  n>ontrer  que  cette  propriété,  loin  d'être  par- 
ticulière à  l'ellipsoïde,  est  vraie  pour  une  surface  quelconque. 
Soit  O  un  point  fixe  arbitraire;  en  chaque  point  P  de  la  sur- 
face considérée  on  mène  le  plan  tangent  et  l'on  projette  le 
rayon  vecteur  OP  sur  ce  plan.  Je  dis  que  ces  projections,  déjà 
tangentes  à  la  surface  donnée,  sont  tangentes,  en  outre,  à  une 
autre  surface.  Prenons  le  point  fixe  O  pour  origine  des  coor- 
données et  soit,  par  rapport  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires,/(a;,  ^,  :;)=:  o,  l'équation  de  la  surface  proposée. 

Si  l'on  désigne  par  x,y,  z  les  coordonnées  du  point  P,  la 
projection  /'  du  rayon  vecteur  OP  sur  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face au  point  P  sera  représentée  par  les  équations 

(-1.)  LX  ^  M  Y  -^  N  Z  =  o  =  U, 

6* 


(  3"*  ) 

où  Ton  fait,  pour  abréger, 

-^  dz         ôy  Ox-  (Jz  dy       *^  dx 

Un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  l'  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

(  3  )  H  -i~lT  =  o. 

Si  l'on  prend  pour  X  une  fonction  déterminée  de  x,  y,  z,  ce 
plan,  quand  le  point  P  se  déplace  sur  la  surface  donnée,  aura 
une  certaine  enveloppe.  Proposons-nous  de  déterminer  X  de 
telle  sorte  que  le  point  P',  où  ce  plan  touche  son  enveloppe, 
soit  situé  sur  la  droite  l'. 

Il  est  évident  que  le  lieu  du  point  P'  sera  une  surface  jouis- 
sant de  la  propriété  indiquée  dans  notre  énoncé. 

Or  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  P'  s'obtiennent,  comme 
on  sait,  en  résolvant  le  système  d'équations 

u  -+-n  =  o, 

du        -  àT  _^  —T-     ^ 
dx  àx         dx  '  àx 

—  ■    )^1  ^—T  -      ^J- 

ày'^   ^'ày'~  dy      ~  ^  dy' 

du        .  dT        dl  ^  df 

—  H-A— --+--Y-T  =  p-f-, 
dz  dz         dz  dz 

où  p  désigne  une  inconnue  auxiliaire.  Mais  ces  coordonnées 
doivent,  par  hypothèse,  satisfaire  aux  deux  équations 

M  =  o,         T  =  o. 

On  aura  donc  à  déterminer  À,  de  telle  sorte  que  les  cinq  équa- 
tions 

T  =  o  ^'-h}/^  =  p^, 

'  dx  dx  dx 

^  "*  ■  ^  du       .  r)T  df  du       .  dT  df 

h-X—  =p^,         _+X—  =p-f 

y  dy  dy  dz  dz  dz 

admettent  une  solution  commune  en  X,  Y,  Z  et  p.  L'élimina- 
tion de  ces  quatre  quantités  nous  donne  la  condition  cherchée 


■^•1^    -^-l^-  -^-l-^     0 


(  3.*) 


:^l^  !^-|-S  -^-i^  — 

"        n        <■>  !>.|-4 
+        +        + 

^•1^  ^-1^  ^i^  + 


I-!  "^ 


+  +  +       ^    ^-h 


J  +  +  + 

+         ^  K  K 

^         +  +  + 

tï  ^  ^ 


^'^ 


+     + 


(  3.*  ) 

après   les   avoir   mullipliés    respeclivejnenl   par  x,  y,  z,   k,   il 


viendra  : 

1'  -  ^  7- 

dx             dx^ 

dM        ^    d\f 
dx          '  dx  dy 

dN        .    d\f 
dx         '  dx  dz 

L 

dx 

dL        .    d-^f 
dy           dx  dy 

dM            d^^f 

dy  "^  ^   dy^ 

-f-  A         "^ 
dy           dy  dz 

M 

àf 

ày 

dL           d-^f 
dz  -^^dxdz 

Oz            dy  dz 

N 

àf 
dz 

L 

M 

N 

o 

^ 

àf 

àf 

Q 

dx 

dy 

dz 

équation  du  premier  degré  par  rapport  à  X.  X  étant  ainsi  dé- 
terminé, les  cinq  équations  précédentes  seront  compatibles  :  on 
pourra  de  quatre  d'entre  elles  tirer  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  et  p. 
En  particulier,  si  la  surface  donnée  est  algébrique,  on  voit  que 
les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  P'  seront  des  fonctions  ra- 
tionnelles des  coordonnées  du  point  P. 
Si  l'on  introduit  les  deux  quantités 


dx 

4-'%'  -(ir-(i)'-(i 

il  viendra 

dy             dx            dz 

dz            dy            dx 

dx            dz             dy       "^ 

et  si  l'on  fait 

,  pour  abréger, 

dx 

,.(>,,    0»                   ,                d                  d                  d 

■-H.AI-— H-N  — ,       '^=^1 — i-r-^ — \-z  —  , 

dy           dz                        dx        '  dy           dz 

(?^ 

,  ,        ,        do   d'b         do   d<\i         do   O'L 

on  pourra  finalement  mettre  l'équation  en  X  sous  la  forme 
-H  X  j  ^  (/,  S)-  RS  [i  oS  +(/,  R  )1  +  S-=  oR  I  ^  o. 


(  ^^*  ) 


OI!ESTIO\'S  l'KOPOSÉES. 


1G8G.   Rrsoiulic  les  -in — i  éqiiatimis  à  î/t  —  i    inconiuies, 

'     _    V  .      V  Y 

'X 

-  =  Xi^rf  — .  .  .  +  X„_,  a"2_i  -+-X„, 


et  montrer  que   les   inconnues  x^,  ...,  a7„_i  sont   les   racines, 
autres  que  zéro  et  un,  de  l'équation 


On-l\n(} l)" 

1GS7.   On  sait  que  l'équation 


(LrciEX  LÉVY.) 


dx"" 


peut  s  écrire 


I  I 

îi  3 

I  1 

3  4 


n      II  -;-  1 

I         X        .r- 


X" 


démontrer  que  l'équation 

t/«-^ './•"(  X  —  \)" 


(  3r  ) 


peut  de  même  s'éci'ite 


1 
I 

M 
I 


(  /î  -t- 1  )  (  //  ^  ?.  ) 
I 

Cn --■>.) (.T-+-  3) 


rt  (  /l  -T-  J  )        (  «  -H  1  )  (  71  -h  •.>.) 

I  ^ 

De  même  l'éijnalioîi 

d-"'''x"(x  —  i)" 
peut  «écrire 


{ -i/i  —  i ) 'i. Il 


(  n—k^  I  )(n — k-i-'i) — (  ).n — aA  —  i  1 


(  n-^  i)(n-h-i.)...{ in—k^  i  ) 


ni  n  -^  \)  —  (in  —  k ) 
I 


{n-\-k){n  -\-k  -^  i). 
(Lucien  Lévv.) 


1688.    Ktanf  données  les  équations  simultanées 

(A) 


i  X  cosX  -+-  y  ces  ;jL  -f-  ;:  cosv  =  o, 
\  j- ces)/ -T-j' cos  ijl'+ ^  cosv' =  o, 
(    a  cosX -T- if' cosÀ' =  o. 


(B) 


U  ces  |JL  -4-  Il    ces  [J.   =  O, 

u  cosv  -f-  u'  cosv'  =  o, 


,   ,.  .  drs        ,  ,  dr:        j  ,  ,  ,         . 

ou  1  on  a  pose  a  —  m  —r  ■>  u  —  m   — j- :  «c  et  «a   sont  les  aires 
'  al  al 

des    parallélogrammes  construits  sur  /•  et  ds,  r'  et  ds' :  ds  et 

ds'  sont  les  différentielles  des    arcs  des   trajectoires  décrites 

dans  l'espace  par  les  corps   m  et  m'  dans  le  temps  dl;  enfin, 

Â,  ijL,  V,  X',  [jl',  v'  sont  les  angles  des  normales  aux  plans  de  ces 

parallélogrammes.    On  demande  de  déduire   de  ces  équations 

les  propositions  suivantes  rencontrées  successivement  par  La- 


(  y^*  ) 

|)lace(*)  et  par  Jacobi  {^)  :  i'  L'iiiter<otlioii  des  deux  plans 
(A)  est  coiislaminenl  située  dans  le  plan  des  xy  qu'elle  décrit; 
2°  ce  dernier  plan  est  toujours  compris  entre  les  deu\ 
plans  (  A  I.  (  KscvRV.) 

1689.   Cuncluic  des  mêmes  <''([nalions  les  i(''siillals  suivants  : 

7/1  rfiT  sin ( V  -ï-  •/  )        /n'  d^  sin  (  v  -h  v'  ) 


dt  = 


a  sinv  a  siii  v 

a-  =  u-  —  II'-  -H  ■>.  UU  COS(  V  -r-  v'  ). 


3°  Le  plan  des  deux  normales  menées  par  lOrij^ine  aux  plans 

(A)  contient  l'axe  des  z. 

4°  L'équation 

m  d'j  sinv  =  m'  di  sinv', 

où  m  d'j  et  m'  d-^'  sont  des  moments,  exprime  que  le  plan  des 
xy  est  un  lieu  i;éométrique  d'axes  instantanés  de  rotation,  et 
que,  par  suite,  ce  plan  est  un  cAnc  de  l'oinsot,  lequel  est  de 
révolntiiin  et  a  pour  cùne  sup|)li''nientaire  l'axe   des  z. 

(  MscAitv.  I 

IG90.  En  désignant  par 'L  la  Idu^itude  du  plan  des  deux  nor- 
males ( ),,  IX,  V  ),  (  À',  a',  v'  ),  qui  pivote  autour  de  Taxe  des  z.  dé- 
montrer que  l'on  a 

cosÀ         cos'!/  rosÀ'        cos'V  cosÀ         cosÀ' 

cos  a         siu'i  cos 'j.'         sin  6' 


lU'^  cos  ;j.  siny  cns  ;jl         cos  [X 

(  Esc  A  H  V.) 

KiOl.   Conclure  de  ces  équations  'V  =  •!/ ^  -  (  Laplace  ),  et  Ifts 
deux  intégrales  suivantes 

tang-  0  cos2'!^  =  D-,         tang-(j'  cosi'V  =  D-, 

où  8  et  0'  sont    les  angles  que   font  les  rayons  vecteurs  /•  et  r' 
avec  l'axe  des  z,  D  et  D',  des  conslant(^s  arbitraires. 

(  H>f;\uv.') 


cos  'J 

169:2.   En  posant  --    — '-—  =  t 
V  cosi'l/         » 


j  (ii'iiiontrer   les   fn 


P)  Mécanique  céle.alr,  Mvre  II,  n"  fiQ. 
^')   Comptes  rcniiii^.  \.\\.  p.  ^Sfi. 


(  36*  ) 

mules  suivantes 

D  e» 


sino  =:  cosv  = 


rosO  =  sinv 


s/W 

■  y 

1 

/D^ 

■  e-w-j_  I 

y/e2W_l_   J 

v/â  gw  ^D-~ë^w 

-+■  1 

/e2w_, 

?osX 


f/02-4-  sin2  6  d'^-  =     ^^,    ^  — — — ! =  f/t2, 

(D2  e2w-^  1)2  (eiw_  jj 

f/a2  :=,   ^V(a'^2. 

(  ESCABY.) 

cosÀ        cosy 
1693.  Démontrer  que  la  relation  — '■ —  =  ~,  déduite  des 

COS!J.  COSj'JL 

deux  premières  équations  (B),  entraîne  les  suivantes 


.         ;n(D-!-D)ew  „,'  (  D -^  D' )  e'»' 

dt  = ; /■-  <-/:  =  —  /•  -  dz  , 

"   \/D'e'^-hi  «    /l>'2  c^w'-^  [ 

/;?     D    D'- <:-">— I 

/il'  D'    D^e^w'-^-  I 

DD'<?2w_, 
/(  D2  gioj  -;-  1  )  (  D'2  e2to'  _|_  , , 

(EscARY.) 

lôGi.  Démontrer  que,  dans  le  cas  de  D-<D',  on  a  l'inégalité 
double 

/n'D    ^     /•-         ni' D 

ïT  >  t;  !>  — Fv  ' 

ml)         r  -        i)t  I) 

et  que  si  l'on  a 

D  >  \y, 

la  même  inégalité  a  lieu  dans  un  sens  oppo^^é. 

(ESCARY.) 


/;/'   D'    D-<?2oj_j_  i        ' 


m    D    D'2  ^2w'^  1 


rosi  V  -!-  V    ) 


(  'ÎT*  ) 


IG9.').    Sacliaiit  que  l'on  a 


OnD'-f-  v//»'D  \" 


c[  cil  |)osaiil 


DD'. 

'/// 1)  —  \//n  D' 

démontrer  les  relations  suivantes 


„„       (,  /  'nD  y  S     .,       /     //n'D' 


Ï5 

F 


D'2     p2     p2(0_^   D'2 


(  ESCAKV.) 


1696.  Le  triangle  Aj  Bj  Cj  étant  inscrit  hoinoloyiqueinent 
flans  ABC,  si  l'on  mène  par  A  une  droite  quelconque  rencon- 
trant Al  Cl  en  82  et  Ai  B,  en  Gj  : 

1°  Les  droites  BC2  et  BoC  se  coupent  en  Aj  sur  BjCi. 

2"  Les  trois  triangles  ABC,  AiBiCi,  etA2B2G2Sont  homo- 
logiques  deux  à  deux,  ou  l'on  a 


O, 


( centre  0  ) 


ABC 
Ao     Bo     C, 


Al     B,     C, 
A.     B.     G, 

X,.  0..  I 


axe  X  ), 

A       B      C 

\,     Bi     Cl 


X,. 


3"  Les  centres  O,  Oi.  O2  appartiennent  respectivement  aux 
axes  X,.  X2,  X  ; 

4°  Il  existe  trois  coni([ues  : 

La  première  tangente  aux  côtes  de  ABC  en  Ai,  r>i,  Ci  et 
à  Xi  en  O. 

La  deuxième  tangente  aux  côtés  de  AiBiCi  en  A2,  Bj,  C2 
et  à  X2  en  Oi. 

La  troisième  tangente  aux  côtés  de  A2B2C2  en  A,  B,  C  et 
à  X  en  O2.  (P.  SoxDAT.) 


(  38*  ) 

/  1G97.  Etant  donnés,  sur  une  conique,  deux  groupes  de  trois 
points,  ai,  «2»  <^3  etbi,  ù-i,  b^,  s'il  existe  une  conique  inscrite 
au  triangle  a^a^ai  et  circonscrite  au  triangle  bibobi,  il  exis- 
tera une  seconde  conique  inscrite  au  triangle  bih-ib^  et  cir- 
conscrite au  triangle  «[«-i^s- 

Etant  donné  un  triangle,  chaque  point  d'intersection  du 
cercle  circonscrit  avec  un  des  cercles  inscrits  est  le  foyer  d'une 
parabole  circonscrite  au  triangle.  (Humbert.) 

1G98.  On  considère  le  triangle  formé  par  un  point  M  d'une 
ellipse,  le  pôle  de  la  normale  en  AI  et  le  centre  de  l'ellipse. 

On  considère  en  outre  le  rectangle  formé  par  le  point  M,  le 
cercle  de  l'ellipse  et  les  projections  de  ce  centre  sur  la  tan- 
gente et  la  normale  en  M. 

Quel  que  soit  le  point  M  sur  l'ellipse,  le  produit  des  aires 
du  triangle  ol  du  rectangle  est  constant.       (E.-N.  Barisiiîx.) 

1  IfiQO.  On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre 
pieds  des  normales  abaissées  sur  une  ellipse  d'un  point  du  plan 
de  cette  ellipse.  Les  centres  des  quatre  cercles  ciconscrits 
(cercles  de  Joachimsthal)  passant  par  trois  des  pieds  des  nor- 
males ont  pour  centre  des  moyennes  distances  le  point  d'émis- 
sion des  normales.  (E.-\.  Bahisiex.) 

1700.  Dans  la  parabole,  le  produit  des  rayons  de  courbure 
aux  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  la  parabole, 
est  égal  à  huit  fois  le  cube  de  la  distance  du  point  d'émission 
des  normales  au  foyer.  (E.-N.  Barisien.) 

1701.  Le  lieu  géométrique  des  points  milieux  des  cordes 
d'un  limaçon  de  Pascal  qui  sont  vues  du  point  double  réel 
sous  un  angle  droit  est  une  circonférence.  (A.  Droz.j 

1702.  Soient  AB  et  A'B'  deux  diamètres  d'une  hyperbole 
équilatère  et  G  un  point  quelconque  de  cette  dernière,  les 
deux  triangles  AA'G  et  BB'C  sont  orthocentriques. 

(A.  Droz.) 

1703.  1°  Le  lieu  des  centres  des  coniques  osculatrices  à  une 
circonférence  donnée  en  un  point  donné  de  cette  circonfé- 
rence, et  passant  par  un  autre  point  donné  de  la  circonfé- 
rence, est  une  hyperbole  équilatère. 

■1°  Le  lieu  des  foyers  des   paraboles   osculatrices  à  une  cir- 


(  M)*  ) 

conlV'i'ciu'e  domu'-c  l'ii  un  [Kiiiil  tloiinc  lIc  celle  circonlcreiue, 
est  11  M  cercli'  ; 

3"  Le  lieu  des  rentres  des  hyperboles  équilalères  oscula- 
trices  à  une  circonférence  donnée  en  un  poinl  donné  de  cette 
circouféreuee,  est  un  cercle.  (I^^.-N.  Barisiex.) 

ITOi.    r   lt;iiis  tout    lri;iii,i;le.  ou  a 

.     A    .     B    .     C  ^  I 

sin  —  sin  -  sin  —  '--•• 
•j>,  2  ■!       8 

Ouatid    rcp;;dilc  a  lieu,  le  Iriangle  est  équilatéral. 
■à"  Trois  noud)res    positifs  (juelcnnques  «,    6,    c  étant  don- 
nés, on  a 

(  a  -h-  b  —  c )  I  />  ^-  c  —  a){  c  ^  a  —  ù  )  —  abr  -^  o  : 

quand  Tt^j^alité  a  lieu,  ou  a 

Mo^kis,  " 

Démontrer  que,  si  un   triangle  se  déplace  en    restant  inscrit 

et  circonscrit  à  deux  coniques  fixes,  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit à  ce  triangle  décrit  une  conique.  Examiner  en  parti- 
culier les  cas  où  cette  conique  est  un  cercle  ou  un  système  de 
deux  droites.  (Weill.) 

170o.  Considérons  un  système  focal  donné  comme  l'ensemble 
de  deux  systèmes  réciproques,  et  faisons  tourner  l'un  de  ces 
systèmes  d'une  demi-révolution  autour  d'une  droite,  assujet- 
tie à  la  seule  condition  de  rencontrer  à  angle  droit  l'axe  du 
système  focal. 

Démontrer  que,  dans  cette  nouvelle  position,  les  deux  sys- 
tèmes sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  paraboloïde 
équilatère. 

Si  l'on  désigne  par  c  le  paramètre  des  paraboles  des  sections 
principales  de  ce  paraboloïde,  par  /■  la  distance  d'un  point 
quelconque  du  système  focal  à  l'axe  et  par  6  l'angle  que  fait 
le  plan  focal  de  ce  point  avec  l'axe,  on  a 

/•  tang  6  =  c. 

(G.  Tarkv.) 


(  4o*) 
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